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本 书 是 为 那些 读 过 一 次 微 积分 而 又 想 多 学 一 点 数学 (特别 是 现代 数学 ) 的 读者 写 的 。 写 这 样 
一 本 书 的 出 发 点 是 以 下 三 种 考虑 : 

首先 , 微 积分 的 “基本 问题 "或 者 说 “基本 矛盾 "是 什么 ? 长 期 以 来 ,许多 人 认为 是 e- Bo。 对 
此 我 有 此 怀疑 。 初 学 微 积分 在 e 一 5 问题 上 感到 困 蕉 。 但 是 即 令 洁 提 了 它 , 也 不 能 说 就 懂得 了 
微 积分 。 再 说 ,所 谓 " 基 本 问题 "或 "基本 矛盾 ”, 按 习惯 的 说 法 是 指 贯穿 始终 ,带动 乃至 决定 微 积 
分 的 主要 内 容 的 间 题 或 蔬 捕 。 一 门 学 问 是 否 一 定 需要 有 一 个 或 几 个 主要 矛盾 ,借以 展开 这 门 学 
问 , 丈 怕 是 下 疑 的 事 。 可 是 我 起 ,科学 的 目的 在 于 探讨 字 宙 的 规 健 , 而 从 古 希 腊 以 来 ,就 认为 这 种 
规律 乃 是 数学 的 规律 。 于 是 随 着 人 类 社会 的 发 展 ,科学 面临 的 重大 问题 不 断 改 变 , 科 学 以 及 作为 
它 的 不 可 少 部 分 的 数学 就 从 一 个 阶段 发 展 到 另 一 个 阶段 。 例 如 在 资本 主义 出 现 的 时 代 , 了 解 天 
体 运 动 的 规律 恐怕 是 人 类 面临 的 重大 问题 。 说 应 用 , 它 带 动 了 动力 学 、 航 海 学 …-…; 说 思想 , 它 促 
成 了 一 次 人 类 的 思想 大 解放 ,使 责 白 尼 、 你 利 略 咸 了 思 往 解放 的 巨人 。 正 是 在 这 个 背景 下 ,出 现 
了 牛顿 , 莱 布 尼 艾 …… 以 及 微 积 分 。 不 妨 说 ,这 构成 了 一 个 研究 字 宙 规律 ,掌握 乃至 应 用 这 些 规 
律 的 一 个 大 平 铝 。 牛 络 等 人 的 理论 ,有 自己 的 问题 和 对 象 ,有 自己 的 方法 ,给 了 我 们 一 个 研究 和 
处 理 问 是 的 框架 。 其 中 一 个 核心 间 题 是 如 何 处 理 无 穷 小 量 。 因 此 要 有 e -8。 随 着 社会 的 发 展 ， 
鲁 如 电磁 现 从 物质 的 分 子 构造 又 裙 继 摆 到 我 们 面前 。 科 学 和 数学 又 有 了 新 问题 和 新 方法 。 鲍 
如 处 理 电 磁 理 论 , 单 只 是 "无穷小 量 分 析 ”( 这 里 借用 了 自 欧 拉 时 代 就 洛 用 的 名 称 ) 就 不 够 用 了 。 
例如 我 们 不 得 不 讨论 向 量 、 张 量 外 微分 形式 ;不 得 不 考虑 坐标 系 ( 参 考 系 ) 的 变化 ;不 得 不 研究 
许多 本 质 上 属于 拓扑 学 的 问题 。 我 想 把 这 "一 套 " 东 西 当 作 一 个 新 框架 来 看 待 。 这 样 来 写 一 本 
节 , 我 们 就 必然 涉及 许多 物理 问题 。 圾 学 既 不 是 它 的 “加 工 订货 "的 产物 ,也 不 简单 是 工具 或 语 
言 ,而 是 与 物理 学 以 不 同 角度 ,用 不 同方 法 ,但 是 又 互相 扒手 ,共同 研究 大 自然 。 我 想 ,应 该 使 许 
多 大 学 生 知道 这 是 多 么 吸引 人 的 事业 。 并 且 希 望 他 们 中 间 有 些 人 能 走 上 这 条 道路 ,这 是 第 一 点 。 

既然 是 形成 了 一 个 大 平台 ,人 类 就 在 这 个 大 平 各 上 建筑 了 许多 大 厌 , 它 们 是 紧密 联系 的 。 例 
如 自从 有 了 微 积分 的 同时 也 就 有 了 微分 方程 ( 常 的 和 篇 的 ); 在 研究 实 变量 函数 的 同时 ,也 在 研究 
复 变 量 的 函数 。 数 学 发 展 的 历史 不 是 先 发 展 大 学 一 二 年 级 的 课程 ,再 发 展 三 四 年 级 的 课程 。 我 
们 不 应 该 过 分 阁下 目前 大 学 里 的 课程 安排 。 例 如 党 微分 方程 与 篇 微分 方程 ,问题 不 同 ,方法 不 
同 ,可 说 是 自 成 体系 ,和 如果 按 历 史 发 展 先后 来 安排 ,你 可 能 会 使 学 生 一 头 村 水 ,不 知 所 以 。 这 样 做 
十 分 不 利于 科学 发 展 ,而 现在 的 安排 基本 上 是 合理 的 。 但 是 也 产生 了 一 个 问题 即 各 门 课程 互相 
孤立 。 从 20 世纪 80 年 代 起 根据 中 法 两 国政 府 的 协议 ,在 武汉 大 学 数学 系 办 了 一 个 试验 更 。 由 
法 国政 府 派 数 学 教师 在 武大 按 法 国 的 办 法 教学 ,以 期 我 们 能 淫 取 对 我 国教 育 事 业 有 益 的 经 验 。 
这 个 班 给 人 印象 基 深 的 是 :一 二 年 级 只 有 一 门 数 学 课 一 高 等 数学 ,其 内 容 包括 了 我 国 大 学 数学 
和 一 二 年 级 全 部 数学 基础 课 。 此 外 则 是 物理 学 ,计算 机 。 到 了 高 年 级 ,有 几 位 法 国 同行 建议 只 要 
儿 门 课 襄 够 了 ,而 且 举 一 些 例 ,有 微分 学 与 复 分 析 ( 是 指 一 些 党 微分 方程 ,微分 流 形 , 外 微分 形式 
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等 等 ); 测 度 论 、 概 率 论 与 泛 函 分 析 ; 李 群 与 微分 几何 ;代数 方面 可 以 讲 一 点 表示 论 ( 群 论 基础 知识 
已 经 在 一 二 年 级 讲 了 )。 此 外 可 以 有 一 些 迷 修 课 。 这 些 赴 议 自然 有 一 些 随意 性 ,而 且 有 一 些 是 日 
常 “ 闲 谈 " 讲 的 话 , 算 不 得 教学 计划 。 但 是 他 们 中 大 多 数 人 是 这 个 看 法 。 问 他 们 为 什么 ,回答 是 ; 
“数学 就 是 统一 的 ,应 该 让 学 生 有 一 个 筑 一 的 认识 "。 而且 他 们 对 我 国 “ 分 工 这 细 " 常 表示 很 不 习 
惯 。 我 在 写 这 本 书 时 ,也 试 着 在 这 方面 作 一 些 努 力 。 但 是 这 样 就 机 回答 一 个 问题 :例如 本 书 涉 及 
一 些 所 谓 实 分 析 知 识 ,是 否 可 以 用 它 来 取代 实 分 析 课程 ? 我 想 是 不 行 的。 因为 既然 已 分 划 出 这 
样 一 个 分 支 ,总 有 自己 的 道理 :有 自己 的 问题 ,自己 的 方法 , 想 要 掌握 它 ,必须 系统 地 下 功夫 。 所 
以 我 不 幻想 本 书 能 取代 其 它 的 书 ,而 只 是 告诉 读者 , 曲 径 可 以 通 册 。 读 者 在 学 了 微 积 分 以 后 ,就 
很 容易 进入 某 个 领域 ,并 且 试 着 引导 他 去 看 一 下 这 个 领域 的 概 魏 。 至 于 读者 是 否 要 进入 某 个 领 
域 , 那 是 读者 的 事 : 要 在 有 没有 时 间 , 有 没有 需要 ,而 最 重要 的 是 有 没有 兴趣 。 我 所 能 俊 的 事 无 非 
是 趁 雇 者 游 兴 正 浓 之 时 ,告诉 他 还 有 哪些 地 方 值得 漫游 ,值得 探 胜 帮 至 探险 。 一 是 提高 他 的 洲 
兴 , 二 是 如 果 他 真 的 能 去 了 ,不 至 于 过 于 生 醇 。 根 据 同 冬 的 轴 想 ,本 节 可 以 只 读 其 一 章 ,。 可 以 从 任 
一 章 开 始 , 这 与 一 般 教 科 世 也 不 太 相同 。 这 是 第 二 点 。 

第 三 点 是 我 们 近年 来 常 感 到 一 个 间 题 :可 委 让 学 生 尽 快 地 进入 科学 的 前 沿 ? 另外 .在 研究 生 
的 教学 或 讨论 班 中 又 时 常 发 现 有 不 少 内 容 大 学 本 科 许 可 以 懂 或 者 应该 权 , 而 研究 生 次 些 弄 不 清 
的 问题 息 可 能 是 忘记 了 他 在 学 微 积 分 时 实际 上 已 经 接触 过 这 个 问题 ,或 者 是 因为 变 了 一 个 样子 
就 不 认识 了 。 科 学 发 展 太 快 ,而 学 生 学 习 年 限 不 可 能 再 臣 长 。 而 和 县 将 来 至 少 有 一 部 分 学 生 要 在 
没有 学 校 和 老师 的 条 件 下 自已 去 钻研 新 的 科学 知识 。 所 以 在 大 学 中 就 应 该 为 他 们 准备 条 件 。 结 
论 是 应 该 早 一 点 让 学 生 接 触 新 成 暴 。 问 题 是 能 否 做 到 。. 上 面 讲 的 试验 班 的 经 验 给 了 我 们 一 些 启 
发 ;一 方面 是 要 认真 地 提取 出 新 成 果 的 实质 并 与 传统 的 载 学 内 容 结合 起 来 。 否 则 , 老 是 一 本 书 一 
本 节 念 下 去 绝 不 是 办 法 。 其 次 是 老师 们 要 " 想 开 * 一 点 ,是 不 是 认真 教 好 书 是 栽 师 的 职责 ;是 不 是 
认真 读 好 书 是 学 生 的 职责 。 二 者 昌 有 密切 关系 却 不 是 一 件 事 。 教 学 的 某 一 部 分 内 容 时 澡 并 非 最 
基本 的 ,学 生 是 否 愿意 在 这 里 花 工夫 应 该 可 以 自己 选择 。 即 令 听 了 不 其 了 热 , 至 少 没有 什么 坏 
处 。 我 的 一 位 老师 当年 就 上 告诉 过 我 ,年 轻 时 代 思 想 最 敏锐 , 即 令 一 时 不 懂 , 将 来 再 接触 到 会 有 人 
曾 相 识 之 感 ,对 自己 大 有 好 处 。 这 段 话 是 千 宾 万 确 的 。 这 本 节 的 内 容 有 相当 一 部 分 是 我 曾 以 种 
种 形式 对 学 生 们 讲 过 的 , 数 革 不 一 定 比 诉 传统 的 教材 更 差 。 走 什么 样 的 路 ,甚至 数学 系 的 学 生 将 
来 是 不 是 一 定 会 以 数学 为 生 , 这 确实 是 学 生 们 自己 的 事 。“ 想 开 *” 了 这 一 点 ,就 可 以 放 开 种 种 疑 
谍 , 反 而 可 以 集中 思想 把 书写 得 更 清楚 易 读 一 些 。 

然而 对 读 考 们 也 有 一 个 要 求 , 即 要 求 他 们 曾 读 过 一 本 比划 认真 的 传统 的 微 积 分 元 本 。 阐 如 
同 讲 大 学 应 用 数学 教研 室 编 的 《高 等 数学 》: 此 书 立 论 平 正 ,平易 近 人 , 易 才 易学 ,作为 进一步 学 习 
的 出 发 点 是 够 用 的 。 我 对 现在 的 元 材 绝 大 部 分 是 肯定 的 ,因为 它们 帮助 读者 了 解 一 门 科学 的 基 
本 内 容 。 没 有 这 一 点 ,“ 重 温 " 二 字 从 何 谈 起 ? 温 故 而 知 新 ,是 希望 读者 能 由 此 再 进一步 。 这 是 本 
书写 作 的 目的 。 因 为 假设 读者 有 了 这 样 的 基础 ,我 就 可 以 略 寺 许多 材料 不 讲 ,可 以 假设 读者 自己 
会 证 明 一 一 至 少 知道 一 一 许多 定理 ,特别 是 本 书 可 以 不 按 师 序 ,全 由 谈 者 的 兴趣 从 任何 一 章 开 
始 。 这 本 书 不 是 教 本 ,完全 不 必要 全 都 读 慌 。 有 许多 内 容 则 是 因 自 已 学 力 所 限 没有 小 及 ,特别 是 
有 关 计算 机 和 数值 计算 的 问题 。 但 是 关于 本 着 村 料 的 选择 ,还 有 几 点 深 是 不 尽 有 当 。 一 是 本 上 书 
没有 一 章 讲 常 微分 方程 ,而 这 是 应 该 有 的 。 这 是 因为 2001 年 冬 我 曾 应 遵 在 天 津 大 学 和 南开 大 学 
的 刘 微 应 用 数学 中 心 讲 了 一 个 常 微分 方程 课 ,学 时 16, 恋 者 和 教学 目的 均 与 本 书 相近 。 但 是 因 
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为 当时 还 未 打算 写 这 本 书 , 屠 本 讲义 的 内 容 与 本 书 有 些 互 相 牵 扯 。 再 重 写 则 头脑 里 有 了 一 个 比 
较 固定 的 框架 ,不 大好 办 了 ,只 好 等 以 后 有 机 会 再 说 了 。 二 是 本 书 涉及 不 少 线性 代数 知识 ,而 基 
本 的 又 是 对 偶 空 间 的 知识 。 目 前 的 线性 代数 教材 从 一 般 的 线性 空间 与 线性 算 子 角度 来 讨论 的 比 
较 少 , 本 书 又 未 能 如 同 处 理 微 积分 的 古典 内 容 屠 样 细致 地 处 理 它 ,估计 会 使 读者 感到 困难 。 如 果 
能 在 第 六 、 七 两 章 适 当 补 充 , 效 困 会 更 好 些 。 

可 是 ,正如 一 些 数 学 家 一 再 强调 的 ,数学 是 “ 算 " 慌 的 ,而 不 是 “看 " 异 的 。 毫 无 疑问 ,这 是 当前 
数学 教学 一 大 对 点 ,而 且 似 有 加 剧 之 势 。 本 书 对 所 讲 的 内 容 力 求 给 以 比较 深 晰 的 陈述 ,并 给 出 证 
明 。 力 求 避免 “显而易见”",“ 不 难 知 道 "之 类 的 说 法 。 但 是 对 和 如何 月 助 于 读者 的 计算 能 力 总 是 考 
谍 不 够 。 一 些 结 论 的 证 明 因为 与 常见 的 书 不 同 ,难免 有 错 , 盼 读者 随时 指正 。 

本 书写 作 首 先 要 感谢 老 朋友 廉 密 过 老师 ,他 关于 数学 基础 .逻辑 以 及 对 微 积分 的 发 展 的 一 般 
看 法 ,多 年 来 与 我 常 共同 切磋 。 本 书 中 引用 拉 卡 托 斯 的 论述 更 是 得 蔓 于 他 。 刘 伟 安 老师 对 大 学 
生 ( 不 止 是 数学 专业 ) 的 数学 教学 与 我 经 常 讨论 。 本 书 中 关于 向 量 与 张 量 的 处 理 得 他 之 益 甚 多 。 
如 何 给 大 学 生 讲 一 点 广义 函数 更 是 我 们 近来 交往 的 主题 。 田 谷 基 老 师 对 量 手 力学 有 兴趣 ,本 和 
中 关于 量子 力学 知识 的 介绍 实际 上 是 我 们 共同 工作 的 结果 。 王 维 克 老 师 从 写作 本 书 意念 的 获 
生 , 一 直 给 予 支持 和 鼓励 。 全 书 的 打印 , 刘 、 田 二 位 老师 苍 了 不 少 精 力 ,对 于 他 们 以 及 许多 没有 提 
到 的 同志 , 谨 歌 诚 榴 的 谢意 。 但 是 我 不 能 不 提 到 责任 编辑 郸 思 直 同志。 我们 是 二 十 多 年 的 老 关 
友 了 ,我 们 能 合作 到 退休 以 后 ,想起 来 确 有 些 激动 。 同 样 , 我 向 从 事 编辑 和 校对 的 同志 深切 致谢 。 


齐 民 友 
2003 年 3 月 


郑重 声明 


高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享有 专 有 出 版 权 。 任 何 未 经 许可 的 复制 ,销售 行为 均 违 反 《 中 华 
人 民 共 和 国 著作 权 法 》, 其 行为 人 将 承担 相应 的 民事 责任 和 行政 责任 ,构成 犯罪 的 ,将 被 依法 追究 
刑事 责任 。 为 了 维护 市 场 秩序 ,保护 读者 的 合法 权益 ,避免 读者 误 用 盗版 书 造成 不 良 后 果 ,我 社 
将 配合 行政 执法 部 门 和 司法 机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 给 予 严 厉 打 击 。 社 会 各 界 人 士 如 发 现 
上 述 复 权 行 为 ,希望 及 时 举报 ,本 社 将 奖励 举报 有 功 人 员 。 

反 盗 版 举报 电话 : (010) 58581897/58581698/58581879/58581877 

传 “ 真 : (010) 82086060 

E - mail: dd@hep, com. cn 或 chenrong@hep. com. en 

通信 地 址 ; 北京 市 西城 区 德 外 大 街 4 号 

高 等 教育 出 版 社 法 律 事务 部 - 
邮 ” 编 : 100011 


购书 请 拨打 电话 : (010)64014089 64054601 64054588 


策划 编辑 李 茧 
责任 编辑 部 思 

封面 设计 王 凌 波 
责任 绘图 宗 小 梅 
版 式 设计 马 静 如 
责任 校对 尤 静 
责任 印 制 ” 陈 伟 光 


麻 i a 工 
第 一 章 ”变量 的 数学 一 一 从 直观 与 思 套 到 
成 熟 的 数学 科学 … - 


ol 


第 二 章 函数 a 0 16 
增长 的 数学 模型 :指数 与 对 数 … 17 
周期 运动 和 三 角 函 数 四 
进入 复 域 …ee 
“ 画 数 "概念 够 用 了 罗 ? ……… 47 


微分 学 - 3 
全 分 的 基本 四 入 

什么 是 微分 ? 了 
泰勒 公式 . 英 尔 斯 引 理 ,插值 

公式 必 : 人 
解析 函 天 与 C” 函数 - 
反 桥 数 定理 和 隐 重 数 定理 …… 
变 分 法 大 意 ………: 
不 可 求 导 的 函数 … 


这 样 评论 黎 曼 公正 吗 ? 

勒 由 格 积分 的 初步 介绍 ……… 
勒 贝 格 积分 的 初步 介绍 ( 续 ) … 
平方 可 积 函 数 人 
高 斯 积分 


$6 分 部 积分 法 .广义 函数 、 索 伯 列 夫 
(Sobolev) 空 间 …… 
$7 复 积 分 ………: 


第 五 章 ” 傅 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 积分 ……… 
8 1 傅 里 叶 级 数 一 一 从 什么 是 谱 
谈 起 …… 
§2 和 傅 里 叶 变换 … 
$3 急 减 机 数 与 缓 增 广 义 函 数 


第 六 章 ” 再 论 微 积 分 的 基础 … 
$1 实数 埋 论 四 
§2 度 基 空间 和 赋 范 线性 空间 
人 3 拓扑 空间 ， 
附录 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 初等 
证 明 … 2 村 


第 七 章 ”微分 流 形 上 的 微 积分 … 
$1 向 基 和 张 量 
2 微分 流 形 …… 

多 重 线性 代数 介绍 

外 微分 形式 - 本 

锌 分 形式 在 流 政 上 的 积分 

俏 来 语 。 才 克基 市 方 程 组 

简介 ， 一 


第 一 章 ”变量 的 数学 
一 一 从 直观 与 思辩 到 成 熟 的 数学 科学 


读者 都 读 过 了 一 本 通常 的 微 积分 教 本 ,这 样 就 会 知道 这 是 一 门 很 有 用 的 科学 ,尽管 从 这 类 教 
材 中 他 很 少 能 见 到 新 的 例子 .再 说 ,一 门 科 学 是 否 很 有 用 也 不 是 只 靠 凡 个 例子 能 说 明 的 .读者 们 
会 懂得 了 微 积分 中 有 许多 解决 问题 的 方法 . 如 果 不 是 遇 到 了 很 难 的 题目 .或 很 细致 的 定理 , 微 积 
分 不 是 一 门 很 难 念 的 课程 ,而 应 该 是 很 生动 的 .但 是 很 多 读者 都 对 微 积分 的 数学 方法 很 不 以 为 
然 .具体 地 说 就 是 很 不 习惯 e ~ 6 之 类 的 语言 ,很 不 满意 于 对 许多 概念 的 过 分 仔细 的 分 析 . 所 以 ， 
本 韦 打算 这 样 开始 ;首先 从 历史 发 展 的 轨迹 说 明 微 积分 何以 有 这 样 不 “友好 "的 “界面 "(users - 
unfriendly - interface)? 但 是 本 章 并 不 是 一 个 比较 全 面 的 微 积分 学 历史 的 介绍 ,所 以 许多 重要 的 
人 和 事 都 没有 讲 . 我 们 的 目的 具 在 于 说 明 条 以 会 有 se - 》 这 样 令 常人 望 而 生 长 的 东西 . 说明 这 正 
是 科学 进步 的 结果 ,是 数学 科学 区 别 于 其 它 科 学 最 明显 的 特点 .本 章 结束 以 后 ,我 们 将 再 就 微 积 
分 的 车 干 主要 领域 介绍 这 种 语言 与 方法 是 如 何 更 有 效 闻 表述 了 微 积分 的 主要 思想 ,如 何 更 有 效 
地 刻画 了 宇宙 的 规律 ,同时 在 这 个 过 程 中 深化 了 自己 ,发 展 了 自己 (包括 自己 的 语言 与 方法 ). 

“初等 数学 是 常量 的 数学 ,高 等 数学 是 变量 的 数学 ”. 这 是 老生 常 谈 了 ,而 且 大 体 也 是 正确 的 ， 
变量 的 数学 在 刻画 自然 界 , 乃 至 人 类 社会 生活 中 取得 了 何等 辉煌 的 胜利 ,这 都 是 人 所 共 知 的 了 . 
但 是 什么 是 变量 的 数学 ? 因为 将 “ 变 "的 概念 引入 数学 又 引起 了 何等 深刻 的 变 北 ?乃至 子 什么 是 
“ 变 " 或 “变量 "? 这 些 问 题 是 值得 我 们 去 进一步 思考 的 . 我 们 将 从 历史 的 发 展 来 看 一 下 ,这 些 问题 
是 如 何 进入 数学 家 的 视野 的 .当代 数学 的 一 个 最 主要 的 起 源 地 是 希腊 .希腊 文明 的 所 谓 古典 时 期 
《 即 公元 前 5 世纪 至 前 3 世纪 ) ,数学 就 已 经 形成 了 一 个 独立 的 学 科 . 在 那 时 .数学 与 哲学 的 关系 
是 密 不 可 分 的 ,希腊 人 对 许多 数学 问题 的 处 理 还 有 波 厚 的 思辩 色彩 . 然而 就 是 这 样 , 关 于 变量 和 
变化 的 数学 问题 已 开始 孕育 了 . 简略 地 回潮 一 下 这 段 历史 ,有 助 于 我 们 去 体会 为 什么 微 积分 会 有 
今天 这 样 的 形状 ,为 什么 我 们 不 得 不 绞 尽 脑 并 来 对 付 。 - 8 .也 会 体会 到 ,两 千 多 年 前 提出 的 问题 
至 今 仍 未 完全 “解决 ". 但 是 ,这 样 做 ,就 不 得 不 进入 哲学 的 领域 . 这 是 我 们 力 不 能 及 的 .所 以 ,我 们 
只 能 作 一 些 浅显 的 介绍 ,而 建议 有 兴趣 的 读者 去 读 一 些 比较 专门 的 著作 ,我 们 愿 向 读者 推荐 两 本 
书 : 

M. Kline, Mathematics - The Loss of Certainty，Oxford University Press，1980， 有 中 文 译 
本 : 李 宏 魁 详 , 数 学 :确定 性 的 表 失 ,湖南 科学 技术 出 版 社 ,1997. 

T. Dantzig, Number - The Language of Science, George Allen & Unwin Ltd, 1938. 有 中 文 
译本 : 苏 仲 湘 译 , 数 ,科学 的 语言 ,上 海 教育 出 版 社 ,2000. 

这 两 本 书 者 是 严肃 的 科普 著作 ,不 过 要 请 读者 注意 不 要 以 为 读 了 它们 就 是 读 了 哲学 了 ， 

希腊 文明 是 唯一 的 这 样 一 种 古代 文明 : 它 承 认 人 的 理性 的 力量 ,人 凭借 着 理性 ,再 加 上 观察 
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实验 ,就 可 以 发 现 宇 害 的 规律 ,而 不 必 求 助 于 超自然 的 力量 .希腊 人 较 少 受 宗教 的 束缚 ,敢于 反对 
传统 , 歌 于 把 对 教条 的 权威 .对 于 他 们 ,科学 的 任务 就 在 于 发 现 宇宙 的 规律 .数学 是 科学 的 一 部 分 
《在 希腊 时 期 ,几乎 是 科学 的 大 部 分 ), 其 任务 也 就 是 发 现 宇宙 的 规律 ,而且 由 希腊 人 ,而 伽利略 ， 
而 牛顿 …… 又 总 是 认为 宇宙 的 规律 砾 是 数学 的 规律 .这 当然 不 是 说 ,数学 不 为 各 个 时 代 的 经 济 发 
展 的 要 求 服务 ,不 为 技术 服务 ,而 是 说 ,数学 还 有 更 深刻 的 任务 , 即 探讨 宇宙 (原来 主要 是 指 自然 
界 , 但 近 几 个 世纪 以 来 又 越 来 越 多 地 涉及 人 的 社会 生活 ) 的 规律 . 正 因为 它 是 科学 ,所 以 它 又 能 更 
好 地 适应 技术 和 经 济 发 展 的 要 求 .对 这 个 问题 我 们 也 不 打算 多 作 讨论 ,而 只 是 指出 ,看 到 了 这 条 
主线 就 更 容易 理解 微 积分 为 什么 会 成 为 今天 这 样子 . 

数学 作为 一 种 演绎 推理 的 科学 , 即 数学 中 一 切 结论 都 应 该 用 还 辑 方法 加 以 证 明 ,按照 罗素 的 
说 明 ,这 个 “原则 "或 者 说 是 “规定 " ,是 从 毕 达 下拉 斯 开始 的 .其 后 经 由 希腊 时 代 的 许多 学 派 (主要 
是 柏拉图 学 派 ) 形 成 一 个 不 可 动 播 的 传统 ,而 在 欧 开 里 得 的 《所 何 原本 》 中 得 到 了 完美 的 体现 . 毕 
达 哥 拉 斯 的 数学 叉 带 有 一 种 神秘 的 色彩 , 即 他 认为 字 宙 的 本 质 是 数 ( 正 整数 ,其 实 有 理 数 也 在 其 


内 ,因为 整数 x 是 以 1 为 单位 ,重复 一 个 正 整 数 一 次 而 得 ,而 有 理 数 医 则 是 以 为 新 音 


位 重复 次 而 得 ,这 个 新 单位 重复 mw 一 一 又 是 一 个 正 整数 一 -次 义 可 得 原单 位 1). 既 然 如 此 , 任 
何 一 个 线段 都 应 该 由 若干 ( 正 整数 ) 个 “单元 "构成 .这 当然 是 原子 论 在 数学 中 的 反映 .所 以 ,任意 
两 条 线段 1 ,0 都 由 相应 的 正 整数 mw, , m, 个 单元 构成 .单元 是 公共 的 单位 , 若 两 条 线段 1，, 1, 有 
公共 的 单位 ,使 它们 分 别 由 sn, , ms 个 单位 构成 (m, ,ms 是 正 整数 ) ,我 们 称 这 种 情况 为 4 ,4,“ 可 
公 度 ”. 但 是 其 后 毕 达 哥 拉 斯 一 位 弟子 正 是 利用 了 他 所 证 明了 的 著名 的 毕 法 峭 拉 斯 定理 (中 国 称 
为 色 股 定理 ) 发 现 ,正方 形 的 边 长 ( 设 为 1) 与 对 角 线 长 (用 我 们 现在 的 记号 是 VZ) 是 “不 可 公 度 
的 ”, 即 不 可 能 找到 任何 的 单元 使 1 与 /2 各 人 沼 m 与 a( 均 为 正 整数 ) 个 单元 , 亦 即 不 论 m 与 二 是 
什么 样 的 正 整 数 均 不 能 使 二 =vI. 用 我 们 现在 的 语言 来 说 , 即 V2 是 无 理 数 . 这 个 证 明 应 该 是 读者 


们 所 熬 知 的 . 按 数 学 史家 的 研究 ,是 欧 几 里 得 或 其 弟子 们 提出 的 .我 们 这 里 只 想 提 到 ` 点 , 即 当 时 
就 已 经 用 反 证 法 来 证 明 这 个 结论 . 

这 是 和 希腊 数学 中 出 现 的 一 次 危机 . 它 的 实质 在 于 :有 理 数 本 质 上 只 可 用 于 刻画 离散 的 对 象 ， 
而 几何 图 形 如 线段 等 等 本 质 上 趣 是 连续 的 .但 是 什么 叫 连 续 , 我们 暂时 还 只 能 直觉 地 去 掌握 它 . 
至 少 现在 我 们 知道 ,用 离散 性 的 有 理 数 不 能 刻画 连续 性 的 对 象 . 希腊 人 还 没有 掌握 无 理 数 的 理 
论 , 那 是 两 千 多 年 以 后 的 事 了 .而 希腊 人 对 数学 的 要 求 又 是 很 严格 的 ,因此 ,可 以 说 希腊 人 回避 了 
数 而 专注 于 几何 .他 们 研究 量 而 回避 数 .例如 线段 之 长 是 量 ,面积 大 不 也 是 量 .对 于 两 个 量 例如 线 
颖 恒 , 之 长 可 以 讨论 它们 的 “ 比 ”(ratio) .那么 什么 是 比 呢 ?在 《几何 原本 》, 卷 V 中 ,给 出 了 以 下 
的 “定义 ":“ 比 是 两 个 同类 量 之 间 的 一 种 大 小 关系 ”今天 看 来 ,这 实在 算 不 上 是 一 个 “定义 ”, 但 
《几何 原本 》 中 确实 是 这 样 说 的 . 从 现代 数学 的 要 求 看 来 ,《 几 何 原本 》 在 严格 性 方面 是 大 有 问题 
的 ,所 以 两 个 量 之 比 是 不 是 一 个 数 是 有 问题 的 .但 是 紧 接着 讲 到 比例 ( 即 两 个 比 之 相等 ) 原 书 上 有 
一 个 定义 5 就 很 有 意思 了 . 因为 照抄 原 书 不 太 好 懂 , 所 以 不 妨 用 现代 的 语 言说 明 如 下 : 设 有 四 个 
量 , 例 如 四 条 线段 5 ,2 ,4 ,上 ,如 果 对 任意 两 个 整数 mx 入, 凡 当 mi; 莹 al 时 , 必 有 CI- 
就 说 已 与 /之 比 等 于 六 与 ,之 比 .这 里 要 注意 mt > 并 不 是 数 的 比较 ,而 是 长 度 的 比较 “把 
首尾 相连 ,延长 六 倍 " 大 于 “把 4 首尾 相连 延长 a 倍 ”, 所 以 定义 5 是 党 全 没有 问题 ， 如 果 我 们 
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承认 量 就 是 数 ,所 以 4 与 疡 之 比 就 是 万 /4 , 则 这 个 定义 讲 的 是 : 若 由 li 过 zl? 必 可 得 mi, 切 
nl ,就 说 全 = 全 .这 个 定义 隐 舍 地 承认 了 * 比 "虽然 不 知 是 不 是 数 ,但 是 可 以 比较 大 小 . 如 果 我 们 
2 4 


把 wz 莹 台 ;定义 为 1 与 4 之 比 芝 王 {到 确实 是 毕 达 哥 拉 斯 也 承认 的 数 ]， 则 这 个 定义 可 以 改 述 
为 “车 (44 比 4.) 这 ( 某 数 ), 则 (4 化 44) 也 莹 ( 同 数 ), 这 时 就 说 (44 ,与 2 之 比 ) = (4 与 4 之 比 )” 
我 们 都 知道 , 数 (不 论 是 否 宥 理 数 ) 可 以 比较 大 小 ,希腊 人 则 知道 量 可 以 比较 大 小 .但 是 矛盾 在 于 
并 不 是 所 有 的 量 都 可 以 用 数 (实际 上 指 有 理 数 ) 来 表示 ,例如 单位 正方 形 的 对 角 线 就 不 行 ,如 果 我 
们 再 多 加 一 句 话 :能 比较 大 小 的 就 是 数 , 则 量 就 与 数 完全 统一 了 .希腊 人 就 是 转 不 过 这 个 夺 子 来 . 
是 不 是 希腊 人 笨 ? 能 创造 如 此 辉 煌 的 数学 的 民族 会 每 吗 ? 转 不 过 灾 子 来 的 症结 何在 ?因为 希 腾 
人 认为 数 毕 况 要 由 “单元 "构成 ,正如 物体 是 原子 构成 的 那样. 原子 是 不 可 分 的 ,所 以 单元 就 是 不 
可 分 量 . 原 子 是 一 切 整体 的 组 成 部 分 ,所 以 单元 作为 一 切 整体 的 部 分 必 小 于 一切 数 . 这 就 是 (几何 
原本 》 开 宗明 义 的 卷 T 公理 5: “整体 大 于 部 分 ”. 所 以 .这 个 “单元 "就 是 “无穷 小 .但 是 什么 是 无 
穷 不 呢 ? 希腊 人 不 仅 是 “不 知道 ,而 且 还 可 以 证 明 *“ 无 穷 小 "不 存在 (下 面 我 们 要 讲 这 件 事 ) 所 以 
希腊 人 无 论 如 何 也 转 不 过 这 个 这 子 来 .这 个 容 于 一 直到 19 世纪 六 七 十 年 代 才 转 过 来 .例如 戴 德 
金 休 . W. R. Dedekind，1831 一 1916) ,用 存 理 数 的 分 割 作为 实数 的 定义 ,不 芒 说 就 是 定义 : 凡 能 
比较 大 小 并 作 四 则 运算 的 东西 就 叫做 实数 (我 们 这 样 阅 还 不 尽 符 合 戴 德 金 的 原意 . 详 见 本 书 第 六 
章 ) ,那么 "无 穷 小 "是 什么 呢 ? 戴 德 金 不 需要 无 穷 小 ,而 是 在 实数 理论 基础 上 建立 了 极限 理论 , 然 
后 定义 无 穷 小 其 实 是 极限 为 0 的 变量 .这 个 夸 子 绕 得 太 大 了 ,不 仅 希腊 人 绕 不 过 来 ,伽利略 ,牛顿 
都 没有 绕 过 来 .而 且 从 《几何 原本 ?到 戴 德 金 , 论 了 两 干 多 年 时 间 ,所 以 如 果 说 《几何 原本 》 中 的 比 
例 理 论 (一 般 认为 应 归功 子 欧 多 克 萨 斯 (Euqoxus ,公元 前 3 世纪 ) ) 就 是 实数 理论 的 前 身 , 那 又 太 
有 点 “戏说 "的 味道 .但 是 说 从 事后 看 来 ,希腊 数学 中 已 包含 了 其 萌芽 , 恺 怕 是 事实 ， 

芝 庶 (Zeno of Elea, 约 公元 前 5 世纪 ) 和 他 的 四 个 尾 论 更 把 关于 数 的 “单元 "(原子 .不 可 分 量 、 
无 穷 小 ) 所 蔓 售 的 深刻 的 矛盾 突出 出 来 了 ,区 诺 其 人 生平 不 明 , 著 作 也 没有 流传 下 来 .我 们 现在 所 
见 的 来 自 亚 里 士 多 德 的 《物理 学 》. 实 际 上 , 亚 里 士 多 德 是 企图 解决 芝 诺 所 提出 的 矛盾 的 . 关于 芝 
诺 的 四 个 导论 说 法 很 多 ,下 而 我 们 叙述 的 是 罗素 在 《西方 的 智慧 》(B，Russell，Wisdom of the 
West, MacDonald & Co, Ltd. 1959) 一 书 中 的 说 法 .该 书 中 文 译 者 是 马 家 驹 , 贺 才 ,世界 知识 出 
版 社 1992 出 版 ,48 一 和 页 

芝 庶 的 导论 是 针对 毕 达 哥 拉 斯 的 .前 两 个 昼 论 针对 的 是 一 条 直线 是 由 无 限 多 个 单元 构成 的 
这 样 的 论点 .第 一 个 停 论 是 阿 基 时 斯 (Achilles, 希 腾 神 话 中 的 善 跑 者 ) 永 远 追 不 上 乌龟 , 阿 基 里 斯 
的 速度 比 乌龟 快 10 傍 ,但 是 他 让 乌龟 先 走 了 100 米 , 当 司 基 里 斯 所 了 这 100 米 时 ,乌龟 又 向 前 走 
了 10 米 , 当 阿 基 里 斯 扎 上 这 10 米 时 ,乌龟 又 向 前 走 了 1 米 . 如 此 进行 下 去 直至 无 穷 , 阿 基 里 斯 是 
永远 追 不 上 乌龟 的 , 联 倒 这 一 点 并 不 难 ,因为 着 阿 基 里 斯 的 速度 为 u, 见 乌 鱼 的 速度 是 w/10. 当 


阿 基 里 斯 追 到 乌龟 的 出 发 点 时 ,他 用 了 时 间 1007v = ,而 在 这 个 时 间 里 ,乌龟 向 前 走 了 呈 . 焦 
此 类 推 , 阿 基 里 斯 所 用 的 时 间 是 
T+ 


了 ， 
In 亦 人 TD 10" ~ BT. 
法办 及 了 天 和 级 .入 可 本 , 尖 及 人 不 人 得 天 兴 级 吉 因 地 信 全 丘 俘 首 四 的 方法 来 入 让 
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性 论 . 
第 二 个 性 沦 是 所 谓 “ 两 分 法 "(dichotomy).“ 阿 基 里 斯 "是 用 相对 运动 来 反对 直线 是 由 无 限 多 
个 单元 组 成 这 一 论断 的 ,“ 两 分 法 " 则 说 运动 是 不 可 能 的 ,并 以 此 反 驶 上 述 论 断 :车 一 个 物体 要 沿 
某 一 直线 走 完 一 定 的 路 程 , 它 必 先 经 过 其 中 点 ;但 在 达到 中 点 以 前 , 先 要 到 达 1/4 点 ;在 到 达 1/4 
点 以 前 先 要 到 达 178 点 ……' 仿 此 进行 下 去 ,该 物体 必须 在 有 限时 间 内 走 完 无 限 多 个 区 息 .而 这 是 
不 可 能 的 .因此 ,运动 不 可 能 - 当然 ,用 现代 的 数学 知识 来 解释 这 个 悖 论 也 不 困难 . 只 要 承认 时 间 
是 无 限 可 分 的 , 则 相应 于 空间 的 无 限 卿 个 区 段 ,也 有 时 间 的 无 限 多 个 区 段 .而 这 些 时 间 区 段 的 长 
度 成 为 一 个 凡 何 级 数 , 公 比 是 172, 因 而 无 黑 多 个 时 间 区 段 长 之 总和 可 以 是 有 限 的 .这 就 解释 了 
两 分 法 悖 论 . 


另 两 个 性 论 则 是 说 :假设 直线 由 无 限 多 个 单元 组 成 ,固然 会 引起 如 上 的 悖 论 ,假设 它 是 由 有 
限 多 个 单元 组 成 ,同样 也 会 产生 悖 论 .这 里 的 悖 论 又 是 一 组 两 个 ,第 一 个 用 相对 运动 , 另 一 个 则 用 
一 个 物体 的 运动 .第 三 个 迟 论 称 为 “运动 场 "(>tade) , 假设 空间 的 一 个 线段 是 有 限 多 个 单元 组 成 
的 ,一 个 时 间 区 段 则 由 有 限 多 个 腾 问 (即时 间 的 单元 } 组 成 . 若 有 三 排 点 A,B,C 如 图 1-1. 第 一 
排 不 动 ;第 二 排 向 右 移动 ,由 于 单元 总 数 为 有 限 , 所 以 点 的 移动 距离 只 能 是 有 限 个 单元 ,所 用 的 时 
间 区 笑 也 只 包含 有 限 多 个 瞬间 .所 以 我 们 可 以 假设 每 个 瞬间 移动 一 个 单元 .第 三 排 则 向 左 移动 一 
个 单元 .总 之 点 的 移动 只 能 是 在 一 个 瞬间 ( 即 一 个 时 间 单元 ) 内 ,移动 ~- 个 点 ( 即 一 个 空间 单元 )， 
但 是 如 图 上 , 原 米 的 A 点 在 一 个 瞬间 以 后 ,向 右 移动 到 A ,向 左 移动 到 A”, 相距 两 个 点 的 距离 . 
于 是 A“ 这 一 排 点 相对 于 A' 所 经 过 的 点 数 两 以 于 相对 于 A 所 经 过 的 点 数 , 即 一 租 间 走 了 两 点 .但 
是 按 单元 总 数 为 有 限 的 假设 ,一己 间 只 能 走 一 个 点 .由 此 可 见 , 运 动 是 不 可 能 的 .这 一 段 话 是 让 
接 从 亚 里 士 多 德 4 物 理学》 一 书 中 引用 的 . 
第 四 个 悖 论 是 飞 篆 不 动 .飞行 中 的 箭 在 每 一 个 眠 间 都 “占有 本 身 大 小 相等 的 位 置 一 定 的 时 
间 ”. 因 此 在 这 个 豚 间 , 箭 古 不 动 的 ,而 时 间 是 由 有 限 多 个 朋 时 组 成 的 .因此 ,在 整个 时 间 中 , 飞 箭 
都 是 不 动 的 , 记 盾 的 产生 在 于 很 设 了 时 间 与 空间 都 是 由 有 限 个 单元 组 成 的 .用 我 们 现在 的 观点 来 
看 ,问题 在 于 芝 诺 讲 到 了 速度 ,如果 用 z(z 表 示 物 体 的 位 置 , 则 在 两 个 不 同 瞬 间 z, 与 1, ,有 速度 
就 是 假设 了 


I(t) ~ z(t) 
= 一 人 0 


因此 xz《z,) - z(t,) 汉 0, 所 以 就 必然 有 运动 . 艺 诺 说 ,因为 飞 第 在 每 -瞬间 都 有 一 定位 置 ,这 就 意 
味 着 飞 第 在 这 一 肯 间 是 静止 的 ,这 个 论断 在 逻辑 上 就 没有 根据 .上 面 我 们 说 的 其 实 就 是 导数 的 概 
念 . 飞 箭 在 每 一 租 间 者 有 固定 的 位 置 , 即 zx(:) 有 确定 的 值 ,这 并 不 是 静止 ,要 静止, 至少 需 要 
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(+) =0. 当然, 希 髓 人 没有 这 样 的 概念 , 芝 诺 的 悖 论 有 违 于 现代 的 科学 ,但 是 世 诺 用 这 些 悖 论 
来 反 驶 时 间 空间 是 由 “单元 ”构成 的 ,确实 是 击 中 要 害 的 . 

这 些 悖 论 表 明 ,我 们 直觉 中 以 为 没有 秆 么 困难 的 概念 如 运动 连续 ,变化 等 等 ,如 果 诬 入 地 进 
行 逐 辑 的 分 析 ,就 会 发 现 我 们 并 不 真正 懂得 它们 .但 是 因为 芝 诺 提出 这 些 问 题 时 完全 是 从 思 因 出 
发 的 ,因此 ,对 世 诺 的 反 了 驶 也 必然 是 思辩 的 .其 中 最 重要 的 是 亚 里 土 多 德 .他 把 无 限 分 成 两 类 : 实 
无 限 (actual infinity) 和 和 潜 无 限 {potential infinity) .前 者 蚌 指 某 一 时 刻 “ 一 下 于 ”就 掌握 到 无 限 , 后 
者 则 蚌 在 一 个 时 间 的 过 程 中 才能 逐步 展开 实现 的 无 限 .例如 一 个 线段 可 以 无 限 地 分 割 ,但 在 任 
一 个 具体 的 时 刻 都 不 能 无 穷尽 分 割 到 头 (因此 不 存在 毕 达 哥 拉 斯 所 谓 单 元 ) ;1,2,3,4,… 可 以 无 
限 地 数 下 去 ,时 间 可 以 不 断 流逝 ,这 些 都 是 潜 无 限 , 亚 里 士 多 德 认为 , 芝 诺 的 种 种 停 论 都 是 针对 的 
实 无 限 .因此 , 亚 里 士 多 德 认为 如 果 只 眼 承认 潜 无 限 , 则 不 但 不 会 有 悖 论 ,而 且 正 是 抓 住 了 现实 址 
界 的 本 质 , 芝 诺 的 困难 也 都 迎刃而解 .不 仅 如 此 , 亚 里 士 多 德 还 指出 一 条 直线 的 “连续 性 ”就 表现 
在 :如 果 把 它 分 成 左右 两 段 , 则 左 段 的 终点 正 是 右 段 的 起 点 ,二 者 融合 为 一 ;时 间 也 是 这 样 ,0 时 0 
分 0 秒 既 是 昨天 的 最 终 一 瞬 , 也 是 今天 的 第 -一瞬 ,二 者 也 柄 合 为 一 .但 是 数 就 不 是 这 样 ;以 整数 
1,2,3,4,5.6,… 而 言 , 如 果 在 4 处 分 开 , 则 4 是 左 眉 的 最 末 一 数 ,5 是 右 段 的 第 -- 数 ,其 间 还 差 了 
许多 . 即 令 是 有 理 数 也 是 一 样 Y3 正 是 1,1.4,1.41,1.414,… 与 2,1.5,1,42,1.415,… 之 间 的 空 
隙 , 数 的 集合 究竟 有 没有 连续 性 ，-- 直 没有 解决 .希腊 人 没有 系统 的 无 理 数理 论 ,这 个 理论 出 现在 
19 世纪 中 后 时 戴 德 金 (Dedekind) 与 康 托 尔 (Cantor) 之 手 , 正 是 回答 了 亚 里 士 多 德 的 问题 . 欧 几 里 
得 一 直 只 注重 几何 ,而 尽量 回避 数 ,原因 大 概 在 此 . 

世族 的 悖 论 在 希腊 暂 学 中 丸 响 极 大 ,而 后 人 对 世 诺 悖 论 的 诠释 ,评论 也 众说 纷 经 ,有 人 说 其 
至 有 过 于 对 待 《圣经 》. 以 上 我 任 只 从 数学 的 发 展 来 看 ,就 立刻 看 出 ,这 里 的 关键 在 于 “单元 " 究 帝 
是 什么 ? 或 者 说 ,无 穷 小 ”、“ 不 可 分 量 " 究 竟 是 什么 ?今天 回顾 历史 ,实在 不 能 责怪 希腊 人 回答 
不 了 这 些 问题 . 在 世界 上 的 一 切 十 老 文明 中 ,只 有 希腊 人 如 此 深刻 地 提出 了 问题 .一 直到 19 世纪 
中 后 期 的 柯 西 (Cauchy) , 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 才 给 出 了 我 们 现在 满意 的 回答 .而 在 当时 ， 
至 少 是 在 柏拉图 , 欧 儿 里 得 这 里 ,数学 家 们 持 极为 严谨 的 态度 ,实际 上 是 “回避 ”无穷 小 .而 他 们 所 
采用 的 方法 ,实际 上 是 走 了 亚 里 土 多 德 潜 无 限 的 路 ,而 且 实 际 上 开辟 了 我 们 今天 的 极限 理论 的 道 
路 - 

不 少 人 认为 希腊 人 这 样 的 研究 数学 实在 是 脱离 实际 和 烦 珊 哲学 ,而 且 播 下 了 今天 的 数学 之 
赔 离 实际 的 “罪恶 "的 种 子 , 对 此 实 难 苟同 . 因为 运动 连续、 变化 不 是 我 们 每 天 都 看 得 见 的 么 ?不 
是 宇宙 本 性 的 一 部 分 么 ? 因此 不 可 避免 地 成 为 数学 家 研究 的 对 象 .何况 ,在 希腊 人 看 来 , 数 和 其 
它 赋 形 的 事物 如 日 月 星 展 、ti 川 草木 的 区 别 其 实 不 大 . 只 不 过 数学 的 方法 与 当时 已 经 存在 的 科 
学 ;天 文学 ,光学 . 静 力 学 及 至 生理 学 等 等 不 同 , 它 不 能 依靠 观察 与 实验 ,而 只 有 罗 辑 推理 ,这 当然 
又 与 毕 达 哥 拉 斯 开创 的 传统 相 联 系 .看 一 看 当时 一 些 杰 出 的 数学 家 的 研究 ,就 会 发 现 他 们 实际 上 
部 是 沿 着 亚 里 土 多 德 潜 无 限 的 思想 前 进 的 . 也 许 人 们 说 这 是 亚 里 十 多 德 的 哲学 思想 的 “指导 作 
用 ”, 但 是 我 们 没有 任何 证 据 来 证 明 这 种 说 法 .宁可 说 ,当时 希腊 人 的 认识 水 平 就 只 达到 了 这 一 
步 ， 

我 们 要 举 出 的 杰出 数学 家 之 一 是 欧 多 克 萨 斯 (Fudoxus) .他 生 于 公元 前 408 年 左右 , 比 亚 里 
年 多 德 时 了 好 几 十 年 ,所 以 没有 “接受 " 亚 里 土 多 德 朱 学 “指导 "的 好 福气 .他 是 希腊 古典 时 代 最 伟 
大 的 数学 家 之 一 ,可 是 其 生平 与 著作 俱 无 流传 ， 一 般 认为 , 欧 几 里 得 《几何 原本 》 关 于 比例 的 理论 ， 
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关于 穷竭 法 (早期 的 积分 法 ) 等 等 都 是 他 的 贡献 . 欧 多 克 萨 斯 的 工作 只 讲 量 ( 如 长 度 ,角度 .面积 、 
体积 ……) 而 不 讲 数 ,这 是 为 了 避免 毕 达 哥 拉 斯 关于 无 理 数 的 困难 ,他 应 用 了 一 个 原理 ,后 米 人 人们 
认为 应 该 看 作 是 一 个 公理 ,因为 网 基 米 德 (Archimedes) 也 用 过 它 , 所 以 称 为 Archimedes-Eudoxus 
公理 , 见 《 几 何 原本 》 卷 X ,命题 (这 里 和 以 下 凡 引 用 《几何 原本 》 处 , 均 可 在 李 文 林 主编 《数学 珍 
宝 一 历史 文献 精 选 3 科学 出 版 社 ,1998 年 出 版 ) 中 找到 ). 用 我 们 现代 的 语言 来 说 , 它 是 : 设 有 
两 个 量 a>&>0, 从 a 中 除去 其 一 半 以 上 ,再 从 其 余 除 去 其 中 一 半 以 上 ,如 此 进行 下 去 ,经 过 充 
分 多 次 以 后 ,所 余 必 小 于 5. 这 个 原理 极为 重要 ,因为 它 排斥 无 穷 小 量 ( 不 可 分 量 ) 的 存在 ;为 简单 


起 见 ,每 次 均 取 < 的 4 信 , 二 4 <1, 即 ie ,于 是 所 余 为 (1- 4)a,n 次 以 后 所 余 当 为 (1 一 2)"a， 


这 个 命题 说 ,只 要 充分 大 , 必 有 (1 一 A)"a< 5. 其 实 ,4 不 必 六 于,A>0 即 可 , 欧 多 克 院 斯 取 4 之 


二 是 为 了 下 面 穷竭 法 所 王 , 如 果 有 一 个 量 是 无 穷 小 量 , 即 是 小 于 一 切 量 面 又 不 是 0 的 量 , 则 令 上 


面 的 5 为 无 穷 小 量 , 而 取 a 为 单位 量 1, 则 一 定 有 一 个 z ,使 (1- 1)<5 所 以 二 一 定 大 于 某 个 
非 @ 的 量 (1- 4) 而 不 会 小 于 一 切 非 0 量 . 所 以 ,无 穷 小 量 是 不 存在 的 . 这 一 段 证 明显 然 有 亚 里 
士 多 德 的 潜 无 限 的 味道 . 

欧 多 克 萨 斯 然后 用 它 来 求 匀 的 面积 .严格 地 说 ,他 并 没有 求 出 圆 的 面积 ,而 是 证 明了 下 面 的 

定理 。 罗 与 网 之 比 等 于 其 直径 上 的 还 方形 之 比 .(《 几 休 原本 》, 关 革 ,2.) 

我 们 仍 要 比较 仔细 地 用 现代 语言 来 叙述 4 几何 原本 ?中 的 证 明 , 因 为 这 就 是 早期 的 积分 学 . 设 
有 两 图 ,其 直径 分 别 为 4 与 之 ,面积 根 应 地 为 S 与 5 , 则 待 证 明 的 就 是 下 面 的 比例 式 ; 

S:S =d:d?. (1) 


或 
S/d’ = SAd (2) 
我 们 当然 知道 ,这 个 公 比 是 x/4, 但 是 注意 到 着 腾 人 连 /3 都 不 承认 ,又 怎 会 承认 不 昵 9 所 以 欧 多 
克 萨 斯 于 脆 不 讲 这 个 公 比 是 什么 ,但 到 了 阿 基 米 德 则 进一步 计算 了 x 的 近似 值 , 他 分 别 用 圈 的 内 
接 正 96 边 形 和 外 切 正 96 边 形 算出 x= 3.14103 和 x=3.14271, 因 此 ,n 的 真 值 在 二 者 之 间 . 
这 个 定理 的 证 明 分 为 两 部 分 ,第 一 部 分 是 证 明 圆 可 以 内 接 正 多 边 形 去 “穷竭 ”, 即 只 要 多 边 形 
的 边 数 充分 大 ,内 接 正 多 边 形 的 面积 就 与 圆 面积 近似 到 任意 要 求 的 程度 ,因此 ,这 个 方法 称 为 穷 
塌 法 . 不 过 这 个 名 词 并 非 来 自 希 腊 人 ,而 是 来 自 17 世纪 的 欧洲 .证 明 如 下 , 记 圆 面 积 为 $ ,内 接 正 
地 边 形 面 积 为 忆 , ,再 作 一 个 各 边 平行 于 此 n 边 形 的 外 切 正 % 边 形 , 记 其 面积 为 QQ, .很 明显 
P<S<Q,. {3) 


而 且 , 只 要 之 4, 很 容易 看 到 已 > 了 QQ,.(《 几 何 原本 》 中 是 用 n=4 即 用 内 接 外 切 正方 形 来 完成 
这 个 证 明 的 .)S - P. 由 ?= 个 相同 的 弓形 攀 成 . 如 果 把 内 接 正 x 边 形 边 数 加 一 倍 , 即 设 A 为 其 
一 边 , 取 AB 之 平分 点 C, 联 结 4C ,BC ,用 这 两 个 边关 蔡 AB 即 得 正 2 边 形 , 其 面积 为 PS - 
P:. 是 2 个 相间 的 弓形 . 今 证 这 2 个 马 形 面积 小 于 浅 (S 一 卫 ,) .为 此 ,只 看 一 个 边 AB, 并 作 相 


应 的 逢 形 ! 二 ABED 如 图 1-~2, 则 人 ABC = 二 ABED, 而 ( 弓形 ABFCGA ) 的 面积 小 于 2 人 ABC. 


如 果 我 们 拒 内 接 正 多 进 形 边 数 增加 一 迟 , 则 S - Pa, 与 S- 卫 的 关系 了 C 至 
是 从 (弓形 4BFCGA) 中 减 去 全 4BC ,而 把 原来 的 一 个 弓形 换 成 两 个 4 玉 


小 马 形 ,其 弦 各 为 AC 与 BC. 但 被 泪 去 的 人 ABC > 去 (弓形 ABFC 


GA) ,所 以 这 一 个 弓形 被 减 去 了 “一 大 半 ”, 每 一 个 号 形 如 此 ,za 个 弓形 
之 总 和 当然 也 如 此 ,所 以 随 着 每 一 次 把 内 接 正光 边 形 的 边 数 如 一 倍 ， 
3 一己. 就 会 被 减 去 "一 大 半 "”. 芒 此 进行 下 去 .利用 卷 X 命题 1, 即 知 ， 
只 要 = 取得 足够 大 ,S - P.( 其 实 就 是 1S - P. |) 就 会 变 得 “要 多 小 有 
多 小 ”. 

至 此 ,读者 们 一 定 会 说 ,由 此 稚 知 ,对 任意 。>0 必定 有 N 存在 ， 
使 当 n>N 人 时 ,|S-P,|<e , 亦 即 lim P, = S- 但 是 不 要 太 急 ,不 要 忘记 希腊 人 还 没有 极限 的 明 
确 概 念 ,而 他 们 对 数学 严格 性 的 要 求 又 使 他 们 不 能 用 没有 定义 过 的 东西 .( 不 过 ,他 们 实际 上 并 没 
有 真正 仇 到 这 一 点 ,例如 什么 是 圆 面积 ,他 们 就 只 说 它 是 一 个 量 , 而 不 是 数 ,但 是 什么 是 重 , 什 么 
是 量 的 比 者 没有 下 定义 .在 20 世纪 初 希 尔 伯 特 又 写 了 一 本 《下 何 基础 》( 科 学 出 版 社 有 中 译本 ) ， 
这 样 才 达 到 了 20 世纪 数学 严格 性 的 要 求 ,但 是 已 把 《几何 原本 》 政 得 面目 全 非 了 ) .不 使 用 极限 ， 
使 希腊 人 绕 了 一 个 大 地 一 一 求助 于 反 证 法 . 

证 明 的 第 二 部 分 是 求证 (1) 式 ,这 里 他 们 用 了 反 证 法 . 设 (1) 不 成 立 , 则 一 定 可 以 找到 比例 第 
四 项 S 使 


图 1- 2 


S:S =d :a?. (4) 
关于 比例 第 四 项 是 客 一 定 存在 《几何 原本 》 又 是 默认 而 未 证 明 的 .如 果 S"< S“, 则 取 n 充分 大 ， 
如 上 所 述 可 以 使 5 的 内 接 正 x 边 形 P“, 与 S 之 差 任意 小 ,从 而 小 于 S 一 S”, 即 

IP. -SI<IS -Sl, 
于 是 有 
S > P' > SS (5) 
在 《几何 原本 》 中 紧 紧 放 在 这 个 定理 前 还 有 一 个 命题 : 圆 内 接 相似 多 边 形 之 比 等 于 圆 直 径 平 方 之 
比 ,这 又 是 很 容易 证 明 的 . 故 

P.:P=d :ad®. (6) 

再 由 (4), 有 ’ 


P,<S, 故 P ,<S ,但 这 与 (5) 矛 盾 ， 

如 果 设 5”> S“ ,也 同样 会 出 现 矛 盾 . 

定理 证 毕 . 

我 们 不 厌 其 烦 地 引证 了 二 千 多 年 前 的 文献 ,是 为 了 与 我 们 现在 都 入 得 的 微 积分 作 一 比较 .我 
和 甚至 不 妨 说 ,19 世纪 中 时 , 柯 西 和 禾 尔 斯 特 拉 斯 正 是 复兴 了 欧 多 克 萨 斯 的 穷 蝎 法 , 才 完 成 了 微 
积分 基础 的 英 定 .首先 ,他 们 正式 给 出 了 极限 的 定义 ,这 是 欧 多 克 萨 斯 没有 做 到 的 :有 了 极限 ,他 
们 就 以 了 ,的 极限 作为 贺 面 积 的 定义 ,这 也 是 欧 多 克 萨 斯 没有 想到 的 ;有 了 这 一 切 , 他 们 就 再 也 用 
不 着 绕 反 证 法 的 大 弯 子 了 .他 们 定义 无 穷 小 即 是 极限 为 0 的 变量 ,从 而 “真正 "地 排除 了 毕 达 哥 拉 
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斯 “单元 "以 及 后 来 的 不 可 分 量 的 “痕迹 ”. 这 只 是 在 欧 多 充 萨 斯 的 基础 上 走 了 更 明确 的 一 步 . 他 们 
也 是 宣告 了 亚 里 士 多 德 洪 无 限 思想 的 “胜利 ”, 把 和 音 着 的 思 准 色彩 “清除 "了 .这 一 点 铭 怕 他 们 自 
已 也 没有 想到 .于 真 万 确 的 是 ,他 们 把 变量 \ 极 限 等 等 归结 为 不 等 式 , 确 是 得 了 欧 多 克 萨 斯 的 真 
传 .可 惜 的 是 , 正 是 这 一 点 成 了 。 一 8 的 菲 名 ,因为 它们 使 人 刻 而 生 虹 了 ,这 却 是 变量 的 数学 的 精 
华 


不 过 ,凡事 有 利 必 有 痊 .《 几 何 厌 本 》 在 数学 上 的 严格 性 成 了 人 们 的 “模范 ”以 后 ,也 必然 会 对 
人 的 直觉 .感觉 .不 严格 的 的 理 有 所 排斥 .而 这 种 排斥 时 常 也 把 许多 极为 生动 的 , 通 疝 真理 的 其 它 
道路 封锁 了 .以 亚 里 士 多 德 而 言 , 潜 无 限 的 思想 被 推 到 了 主导 的 地 位 , 实 无 限 的 思想 难道 就 一 无 
是 处 了 吗 ? 否 ,历史 证 明 不 是 这 样 .《 几 人 原本 》 一 个 最 明 点 的 缺点 是 轻视 数学 的 实际 应 用 ,这 不 
是 说 希腊 数学 整个 都 是 轻视 应 用 的 , 即 以 欧 多 克 萨 斯 而 言 ,他 不 仅 是 一 位 数学 家 ,还 是 一 个 天 文 
学 家 (他 曾经 提出 一 个 关于 天 体 运 动 的 模型 ), 他 还 是 一 个 医生 ,一 个 地 理学 家 . 另 一 位 更 著名 的 
大 人 物 是 阿 基 米 德 (Archimedes, 287 一 212，B. C.). 他 是 亚历山大 时 期 (或 称 希腊 化 时 期 ) 希 腊 
数学 和 科学 的 代表 人 物 . 他 较 晚 于 欧 凡 里 得 ,但 二 人 大 异 其 趣 .他 不 仅 在 获 学 ,而 且 在 力学 .机 械 
学 ,光学 等 各 方面 都 有 大 贡献 . 他 还 是 一 位 伟大 的 发 明 家 , 面 欧 几 里 得 主要 贡献 则 是 完成 了 《几何 
原本 并 其 中 不 少 是 他 的 弟子 们 的 功绩 ). 有 点 像 孔 夫子 说 的 * 述 而 不 作 " ,而 阿 基 米 德 的 创造 天 才 
却 是 光彩 夺目 的 . 因为 我 们 的 目的 只 是 讨论 微 积 分 的 思想 与 方法 的 波 起 ,所 以 现在 就 不 来 讨论 希 
腾 数 学 各 个 时 期 特点 的 比较 及 其 功 过 了 . 好 在 到 了 公元 前 2 世纪 至 前 1 世纪 ,罗马 人 征服 了 希 
腊 . 出 现 了 罗马 帝国 ,希腊 数学 也 退 到 历史 的 后 台 去 了 . 

千年 沉睡 以 后 , 当 数 学 科学 再 次 醒 来 ,已 经 开始 进 人 资本 主义 时 代 了 .社会 经 济 的 发 展 要 求 
变 了 .到 了 16 和 17 世纪 ,人 类 面临 新 的 数学 问题 . 其 中 一 些 重大 问题 是 : 求 一 般 几 何 形体 的 长 
床 , 面 积 ,体积 : 求 曲线 的 切线 ; 求 运动 的 速度 与 加 速度 ; 求 西数 的 极 大 与 极 小 等 等 .我 们 的 谈 者 一 
眼 就 可 以 看 出 来 ,当时 人 类 需要 的 新 科学 就 是 微 积分 .这 些 问题 一 方面 有 明确 的 实用 背景 ,但 又 
常 与 哲学 上 的 论争 ， 与 人 类 争取 从 天 主教 神学 以 及 炎 里 士 多 德 的 教条 下 获得 思想 解放 的 斗争 紧 
密 联系 . 伽利略 在 比萨 斜 塔 上 的 实验 (但 是 科学 史 的 研究 表明 ,他 并 没有 做 这 个 实验 ,而 是 用 斜面 
的 实验 反驳 了 亚 单 士 多 德 )、 绕 日 心 说 的 斗争 是 大 家 都 熟知 的 了 .新 时 代 呼唤 巨人 ,他 们 是 笛 卡 
四 、 哥 白 尼 、 合 利 略 、 开 普 勒 直到 后 额 和 莱 布 尼 英 .下 面 是 一 些 例 予 . 

第 一 个 例子 是 关于 积分 学 的 .那个 时 代 人 们 努力 的 重点 是 B 
发 展 希腊 人 的 穷 交 法 ,但 是 他 们 又 于 了 窃 竭 法 中 的 精华 ;用 复 
杂 的 友 证 法 绕 过 人 缺少 极限 理论 带 来 的 困难 ,把 问题 归结 于 不 等 
式 , 从 面 为 19 世纪 的 。 - 3 铺 平 了 道路 .他 们 反而 又 凤 到 了 不 
可 分 量 ( 亦 即 毕 达 哥 拉 斯 的 单元 ) , 木 过 更 大 胆 ,而 且 几 乎 没有 
多 少 玄妙 的 思辨 色彩 了 , 开 普 勒 (Johannes Kepler, 1571— 4 
1630) 有 一 本 书 名 叫 《测量 酒 本 体积 的 新 科学 》, 顾 名 思 义 ,其 中 : 
会 讲 到 面积 和 体积 ,在 开 普 勤 看 来 , 圆 是 无 穷 多 个 顶 角 无 穷 小 图 1-3 
的 扇形 堆 成 的 , 球 是 无 穷 多 个 互相 平行 的 厚 庆 无穷小 的 图 柱 形 
堆 成 的 ,伽利略 也 是 这 样 ,例如 他 认为 车 ~ 物体 (应 为 质点 ) 作 等 加 速 尖 动 , 则 在 t=0 到 := 本 这 
段 时 间 走 过 的 蝶 离 将 由 A OAB 之 面积 来 表示 . 因为 ,车 在 时 刻 ,速度 为 4 宇 ,伽利略 将 它 乘 以 
无 穷 小 的 时 间 间 隔 , 人 OAB 就 是 由 无 穷 多 个 直线 段 4'B' 组 成 的 ,因此 他 得 则 结论 ;距离 由 
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个 O4B 之 面积 来 表示 (图 1-3)， 
这 样 看 来 ,伽利略 和 开 普 勤 在 面积 体积 问题 上 是 一 样 的 ,采用 了 不 可 分 量 的 观点 ,这 种 观点 

在 伽利略 的 学 生 卡 匹 列 里 (Bonaventura Cavaiieri ，1398 一 1647) 的 著作 里 表现 得 最 系统 .简单 地 

说 ,他 认为 线段 是 由 点 组 成 的 ,正如 链子 是 由 珠子 穿 成 的 一 样 ; 面 是 由 线 组 成 的 ,正如 布 是 由 抄 织 

成 的 一 样 ;立体 是 由 平面 组 成 的 ,正如 书 是 一 页 一 页 的 纸 又 起 来 的 一 样 .点 、 线 . 面 就 是 相应 的 不 

可 分 量 ,它们 在 一 个 或 几 个 维 数 上 是 无 穷 小 . 
所 以 ,如 果 说 欧 多 克 萨 斯 是 在 于 方 百 计 地 回避 无 穷 小 , 面 为 此 费 尽心 思 利 用 了 Archimedes- 

Eudoxus 公理 ,利用 了 不 等 式 , 利 用 了 反 证 法 ,这 一 个 时 代 的 数学 家 却 是 硬 着 头皮 往 前 闻 . 遇 说 不 

严格 , 却 得 到 了 许多 正确 的 结果 ,这 样 不 会 招致 人 们 的 批评 吗 ? 卡 瓦 列 里 的 回答 是 绝妙 的 ,他 说 ， 

我 的 目的 只 是 为 了 改善 穷 蝎 法 ;我 的 方法 确实 不 严格 ,但 是 我 的 结果 很 有 用 ,有 用 就 行 . 严格 不 六 

格 那 是 哲学 家 的 事 , 别 的 几何 学 家 不 是 和 我 一 样 不 严格 吗 ? 
首先 , 它 确实 改善 了 穷 竟 法. 上面 我 们 讲 到 的 希腊 的 穷 

竭 法 太 依赖 于 特殊 的 几何 曲线 ( 便 如 贺 ) 的 特殊 性 质 ,现在 

孝 有 了 一 定 的 程式 ,例如 要 计算 一 段 抛物 线 y= xz: 下 的 面 

积 O4B 时 (图 1- 4), 我 们 把 OA 分 成 = 等 分 ,每 一 段 的 长 

记 为 9. 于 是 相应 的 纵 坐标 是 4 ,《(24)?,(3d)》*,…. 如 果 把 

n 取 为 无 穷 大 ,那么 图 上 用 实 线 画 的 区 域 都 成 了 直线 段 ,我 

们 用 虚线 把 它们 补 成 矩形 的 . 如 果 z 是 无 穷 大 ,这 些 矩 形 和 

实 线 所 成 图 形 是 没有 区 别 的 ,它们 就 是 不 可 分 量 .现在 把 这 0 4 


些 不 可 分 量 的 面积 加 起 来 ,就 得 到 OAB 的 面积 : 图 1_4 
OAB = dd +d: (2 
= di[l? +2: + + nl],o 
= (Ir 十 是 十 了 


on (es) 
这 里 只 用 了 一 个 很 初等 的 代数 公式 


+2+ “+n = 去 ma +1)(2n + 1). 


由 = 


| 
还 有 二 | = 0 前 式 并 不 准 证 后面 的 二 | 。 =0 接 卡 所 列 里 的 说 法 , 交 给 暂 学 家 去 管 好 了 .不 


管 怎样 ,许多 人 都 可 以 按 这 个 程式 去 计算 积分 了 .如 果 把 严格 性 暂 置 一 旁 , 这 确实 是 很 大 的 进步. 
第 二 个 例子 是 关于 速度 ,速度 和 加 速度 这 些 运动 学 概念 的 研究 在 当时 的 重要 性 我 们 已 在 上 


面 讲 过 .如 果 运 动 轨迹 用 + = zx(1) 来 表示 , 则 大 家 知道 们 表示 平均 速度 . 现在 要 求 豚 时 速度 ,可 


是 又 不 能 令 At = 0, 因 为 那样 一 来 就 连 运 动 也 没有 了 (牛顿 语 ), 所 以 牛顿 称 矢 为 最 初 比 ,然后 让 


4 逐渐 趋 近 0( 请 注意 ,牛顿 在 这 里 不 但 使 用 了 趋 近 的 说 法 ,还 多 次 用 了 “ 极 限 " 一 词 ,只 不 过 那 
时 并 没有 明确 的 极限 概念 ,牛顿 也 没有 花 功夫 去 说 明 极限 的 含意 是 什么 ) , 子 是 最 初 比 有 一 个 “ 极 
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限 ”z(2), 牛 略称 为 “最 终 比 ” ,牛顿 把 变化 中 的 量 如 x (4) 称 为 流量 (fluent) ,而 把 其 变化 率 x (1) 
称 为 流 数 (fluxion)- 牛 图 的 方法 论 似乎 有 些 混乱 ,有 时 他 也 使 用 不 可 分 量 , 但 是 例如 在 《原理 》 一 
书 中 他 又 批评 不 可 分 量 ,明确 地 说 :如果 我 说 某 量 由 粒子 组 成 ,…… 不 要 以 为 我 是 指 不 可 分 量 ， 
而 是 指 趋 于 0 的 可 分 量 " .牛顿 以 为 用 运动 学 的 观点 去 解释 这 些 问 题 就 可 以 避免 古 希 腥 人 的 思辨 
方法 .形而上学 方法 的 困难 .他 做 到 了 吗 ? 下 面 再 引 牛 顿 的 凡 段 话 (这 些 话 都 见于 《原理 ?中 文 版 
38 页 .): “可 能 有 人 反对 ,认为 不 存在 将 趋 于 0 的 量 的 最 后 比值 ,因为 在 量 消 失 之 前 ,比率 就 不 是 
最 后 的 ,而 当 它 们 消失 时 ,比率 也 没有 了 "(就 是 说 ,At 关 0 时 就 不 是 瞬时 速度 ,At =0 就 连 运动 也 
没有 了 ).“ 最 后 速度 …… 就 是 …… 物 体 到 达 其 最 后 处 所 并 终止 运动 时 的 速度 …… 最 后 比 可 以 理 
解 为 …… 它 消失 的 那 一 瞬间 的 比 …… 在 这 运动 尚 存 的 最 后 时 刻 速度 有 一 极限 ,不 能 超越 ,这 就 是 
最 后 速度 ,” 牛 贺 还 说 “我 沦 及 最 小 的 ,将 消失 的 或 最 后 的 量 ,读者 不 要 以 为 是 在 指 确定 大 的 量 ,而 
是 指 作 无 止境 减 小 的 量 ”. 所 谓 瞬 间 是 什么 ?“ 它 消失 那 一 器 间 " 是 什么 ?什么 叫 “无 止境 减 小 的 
量 "? 是 不 是 0? 可 不 可 以 略 去 不 计 ? 这 才 是 问题 所 在 . 

看 一 下 切线 问题 还 会 更 清楚 ,下 面 我 们 讲 一 下 费 马 的 
作法 ,图 1~5 画 出 了 求 y= f(xz) 之 图 像 在 P 点 的 切线 的 方 
法 ,此 图 合意 自明 ,下 面 除了 其 中 关键 的 PR 记 为 E 之 外 均 
不 再 解释 . 令 G( 即 z 点 ) 得 一 增 量 巨 (就 是 我 们 常用 的 Az》 
而 变 为 C, ,由 于 全 TGPC 人 PRT, ,所 以 

TG:PG= GO :TR=E:TR. 
但 是 , 当 五 非常 小 时 , 费 马 说 T, R 和 P,R 相差 不 多 ,从 而 
可 以 把 T, 了, 上 去 不 计 , 用 我 们 熟悉 的 语言 就 是 当 Ax 很 小 了 
时 ,dy 与 ay 之 差 可 以 忽略 不 计 , 所 以 


图 1-S 
TG: PG = E:{(PG, - PG) 
= E:[f(z+E)- f(x)] 
但 PG = (zx), 克 上 式 给 出 
TG = EF(r)/[ f(r + E)- f(z)] 
= 7) 


最 后 费 马 说 ， 去 摊 王 项 ”( 即 令 Ar= 0) ,立即 可 得 TG ,在 确定 了 工 点 位 置 以 后 ,连接 TP 即 得 
切线 . 


这 里 过 到 的 问题 是 : 令 EE=0 时 ,(7) 之 分 母 成 了 而 设 有 意义 .然而 要 注意 ,在 那个 时 代 , 人 
们 知道 的 函数 不 多 ,例如 笛 卡 儿 就 只 讨论 FLz] 是 多 项 式 的 情况 .这 时 f(x + 下) ~ A(z) 仍 是 多 
项 式 ,而 由 每 一 项 都 有 因子 EE, 因 此 ,(7) 之 分 母 中 玉 可 以 约 去 (注意 ,这 当下 =0 时 是 不 合法 
的 》, 因 而 不 会 出 现 1 问题 了 .但 是 令 三 =0 不 但 是 做 了 不 合法 的 事 , 而 且 瑟 =0 就 没戏 可 唱 了 ， 
这 和 上 而 讲 的 Az =0 就 没有 运动 如 出 一 牧 . 巨 又 是 0 又 不 是 0, 是 一 个 方 生 未 死 似 0 而 又 非 0 的 
无 穷 小 量 ! 可 是 什么 是 无 穷 小 呢 ? 再 说 上 而 赂 去 了 Ti P, ,究竟 什么 样 的 东西 可 以 略 去 不 计 呢 ? 
庆 以 , 倩 况 仍 与 芝 诺 时 代 关 不 多 ,必须 要 回答 什么 是 无 穷 小 ,而 且 不 能 只 用 思 大 的 方法 ,要 解决 虽 
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体 问 题 ,如 当年 用 穷竭 法 计算 圆 面积 一 样 . 

我 们 不 能 像 卡 天 列 里 说 的 那样 ,把 严格 性 完全 交 给 哲学 家 .《 儿 何 原本 》 对 这 个 时 代 的 数学 家 
仍然 是 不 可 改变 的 规范 . 例如 牛顿 的 基本 著作 《自然 哲学 的 数学 原理 ?就 完全 是 模仿 《几何 原本 》 
的 .牛顿 知道 其 中 的 问题 时 常 出 在 无 穷 小 量 上 面 :说 它 不 是 等 ,并 用 看 起 来 很 像 零 的 英文 小 写字 
母 o。 来 记 它 ,又 常用 a + o=2 ,或 在 两 个 无 穷 小 乘积 中 令 它 为 零 . 说 它 是 零 , 又 多 许 以 它 为 分 母 , 


并 且 称 了 为 不 定式 . 18 世纪 的 许多 卓越 的 数学 家 都 为 此 绞 尽 了 脑 守 .这 当然 瞒 不 过 哲学 家 的 法 


眼 ,这 里 必须 提 到 爱尔兰 克 罗 因 地 方 的 主教 伯 克 莱 (Bishop (ieorge Berkeley, 1685 一 1753) 的 一 本 
著名 的 小 册子 《分 析 学 家 ,或 致 一 位 不 信和 神 的 数学 家 》( The Analyst, or a Discourse Addressed to 
an Infidel Mathematician) ,读者 可 以 在 前 面 引用 的 李 文 林 主 编 的 《数学 珍宝 》 一 书 316~-321 页 上 
看 到 此 文 的 搞 译 ,下 面 引用 的 译文 均 来 自 此 书 .“ 不 信 神 的 数学 家 "是 指 哈雷 (FE. Halley) ,哈雷 芍 
星 的 发 现 者 ,对 牛顿 写 出 《原理 》 一 书 起 了 重要 的 作用 ,并 资助 出 版 . 伯 克 沫 写 这 本 书 当 然 是 为 了 
宣扬 自己 的 宗教 观 和 自己 的 哲学 .大 体 说 来 ,他 的 论据 就 是 : 连 牛顿 的 微 积分 .无穷小 量 那样 模糊 
不 清 , 逮 辑 混乱 的 东西 都 可 以 相信 ,为 什么 你 们 却 不 肯 相 信 上 帝 呢 ? 我 们 不 想 讨 论 哲 学 ,但 是 应 
该 指出 , 伯 克 莱 的 批评 是 切中 要 害 的 . 伯 克 业 直接 指名 责备 牛顿 “曲线 求 积 术 "一 文中 给 x 以 非 
零 的 增 量 ,然后 作 了 一 些 代数 运算 ,然后 又 叫 h =0, 这 岂非 背离 了 逻辑 学 中 最 起 码 的 矛盾 律 
( 即 A 不 是 非 A) 吗 ? 而 在 神学 中 是 不 允许 这 样 做 的 .而 且 他 两 次 引用 牛顿 在 该 文中 的 原 话 ;“ 在 
数学 中 最 微小 的 误差 也 不 可 以 忽略 "来 讯 讽 牛 顿 . 伯 克 莱 指出 ,牛顿 的 “ 流 数 "( 即 我 们 今天 讲 的 导 
数 ) 是 不 可 理解 的 ,更 何况 二 阶 、 三 阶 …… 流 数 “ 全 都 超出 单个 人 类 理解 能 力 ". 这 种 又 是 零 又 不 是 
替 的 增 量 , 还 有 增 量 的 增 量 ……" 这 就 是 我 们 的 现代 数学 家 们 …… 全 部 思想 的 基石 ”, 可 是 这 些 全 
是 不 可 理解 的 东西 . 至 于 由 此 得 到 的 成 功 , 伯 克 莱 说 :“ 他 使 用 流 数 ,就 像 建 筑 中 使 用 脚手架 一 


点 是 本 书 作者 加 的 一 一 作者 ) 至 于 得 到 
了 正确 的 结论 ,这 是 “因为 这 个 销 误 被 另 一 个 相反 的 但 程度 相当 的 错误 抵消 了 ."( 这 人 句 话 是 指 莱 
布 尼 获 . ) 伯 克 芋 正确 地 点 出 了 要 害 : 那 个 似 零 义 不 是 零 的 是 什么 '“ 这 些 消逝 的 增 量 又 是 什 
么 呢 ? 它们 既 不 是 有 限量 ,也 不 是 无 限量 ,又 不 是 等, 难道 我 们 不 能 称 它们 为 消逝 量 的 鬼魂 吗 ?” 
实 , 从 我 们 上 面 引 述 的 牛顿 在 《原理 》 一 书 中 对 自己 的 最 终 比 的 说 明 , 并 且 一 下 强调 自己 的 方法 
与 不 可 分 量 并 不 相同 ,看 来 ,难道 不 能 认为 牛顿 自己 也 感到 了 类 似 的 问题 ,因而 理 不 直 , 气 不 壮 ， 
处 于 街 乱 与 无 奈 之 中 吗 ? 

把 微 积 分 放 在 一 个 严格 的 基础 上 是 很 长 一 段 时 间 数 学 家 着 重 努 力 的 大 问题 .但 是 有 一 点 应 
该 指出 ,这 一 段 时 期 所 有 的 数学 家 是 同时 用 极 大 的 力量 从 事 扩大 与 深化 微 积分 的 应 用 的 .现在 的 
大 学 数学 系 ,一 直到 高 年 级 的 许多 课程 的 内 容 都 是 在 18 世纪 .19 世纪 形成 的 ,这 一 点 与 希腊 时 
代 非 常 个 一 样 .这 是 生产 力 迅 狠 发 展 及 其 带 来 的 科学 的 迅猛 发 展 的 表现 . 达 凑 贝尔 有 一 句 名 言 ， 
很 可 以 反映 当时 的 情况 :前 进 吧 ,你 会 得 到 信心 4 

确实 是 这 样 ,数学 进 人 了 一 个 高 歌 猛 进 的 时 代 . 新 思想 ,新 方法 层出不穷 ,新 领域 一 天 天 被 发 
现 , 被 征服 . 然 面 却 全 处 在 伯 克 菜 大 主教 提出 的 一 长 串 疝 题 的 篮 军 下 . 我们 想 从 区 拉 的 (无穷 小 分 
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析 引 论 》 中 中 转述 一 大 自 , 而 且 仍然 沿用 欧 拉 的 记号 .这 一 段 正 是 讲 的 指数 函数 与 对 数 . 
任 取 一 数 。 为 底 , 则 a" = 1. 若 w 表示 一 个 无 穷 小 , 则 a* =1+ 更 ,更 也 是 一 个 无 穷 小 .所 以 


我 们 可 设 更 = kw ,而 
w = log。(1 + kw). (8) 


例如 当 a=10 时 ,k=2.302 58. 对 任意 数 ; 有 
lt) 1+ 寺 b+ A ee 二 
令 j= 立 而 z 为 定数 , 则 ; 等 于 无 穷 大 ,代入 上 式 有 


: hey 1 G0- DR 2 , 
= 1+ 湖 j =1+ 寺 + 7 1 FT) +t. 《9) 


但 因 是 无 穷 大 ,所 以 =1, 二 =1 等 等 , 代 人 上 式 ， 


四 Rr kz oe 
a =1+T +T +t" {10) 
令 ==1 有 
w+ (11) 
上 和 商 说 到 多 = kw , 取 a 为 相应 于 =1 的 那个 数 , 则 由 (11) 式 有 
4 = 2.718 281 828 459 045 235 360 28. (12) 


《请 注意 , 欧 拉 时 代 没 有 计算 机 ,他 怎么 能 用 手 算出 。 到 23 位 小 数 ?) 我 们 记 这 个 数 为 6. 下面- 段 
是 欧 拉 的 原 话 : 
“为 简单 计 , 我 们 用 符号 e 表示 此 数 ;8 一 2.718 281 828 459… . 它 是 自然 对 堵 或 称 双 


1 1 1 1 ， 
内 对 钱 的 底 , 它 相 应 于 义 =1, 而 且 e 表 未 无 穷 级 数 1+ 本 十 下 下 于 二 开本 + 之 
和 " 


再 看 对 数 ,由 (9) , 令 其 中 的 a=e, 从 而 点 =1, 有 
, 1 
人 (13) 
如 果 把 e* 写 成 1+ xx, 则 由 上 式 
z= jl(l + zx) 1] 


2 3 
但 是 = 就 是 log,e* =iog.{1+ 不 ) ,所 以 又 有 


中 网 拉 这 一 著作 ,是 用 拉丁 文 写 的 , 书 种 Introduetio In Analysis [nfinitorum,1748. 应 评 为 《无 限量 分 析 引 论 ) ,1988 年 ,| 
DD. Blantan 有 英 译本 ,就 采用 了 这 样 的 书 名 : Introduction to Analysis of the lnfinite， 我 们 仍 热 从 青 把 欧 拉 这 部 著作 译 为 《无 笼 小 分 
析 引 论 》 
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3 
zx 


jog(l+z) =z- 守 + 守 一 … (14) 


我 们 能 同意 伯 克 莱 大 主教 说 的 :“ 所 有 这 些 错误 碰巧 都 抵消 了 ,所 以 欧 拉 得 出 了 如 此 惊天 动 
地 的 结果 " 吗 ? 当然 不 能 , 欧 拉 是 一 位 极为 罕见 的 大 数学 家 ,他 在 处 理 数学 与 力学 问题 上 的 能 力 
是 非凡 的 .如 果 数 学 中 以 欧 拉 命名 的 东西 部 没有 了 ,数学 史 一 定 要 改写 .但 是 数学 仍然 会 发 展 ,而 
是 一 定 会 和 今天 一 样 好 . 欧 拉 的 成 就 应 该 归功 于 他 非 风 的 洞察 力 和 数学 运算 能 力 . 更 深 一 层 来 
看 ,牛顿 . 莱 布 尼 获 真正 伟大 之 处 在 于 他 们 真正 抓 住 了 变量 的 数学 的 本 质 , 形 咸 了 高 屋 建 领 势 如 
破 竹 的 局 面 ,所 以 在 一 两 百年 之 内 巨人 辈出 也 正 是 时 势 造 英雄 .余下 的 工作 就 是 把 问题 都 搞 清 
楚 , 和 否则 数学 是 不 可 能 再 进步 了 .请 读者 看 欧 拉 的 一 段 文章 目的 就 是 请 大 家 注意 , 欧 拉 没有 一 个 
结论 是 错 的 ,但 是 真 把 他 的 毛病 都 消除 , 却 是 要 大 费 周章 .特别 是 由 二 项 级 数 ,再 逐 项 求 极限 决 非 
轻而易举 .读者 们 读 过 的 微 积分 教 本 上 面 那 一 小 段 引文 要 花 多 少 篇 幅 才 说 得 清楚 ,读者 自己 都 有 
体会 . 

上 面 我 们 完全 没有 讲 菜 布 尼 英 的 贡献 - 这 不 是 由 于 在 发明" 微 积 分 的 “知识 产权 "问题 上 我 
们 有 什么 篇 爱 , 而 是 由 于 ,一 开始 我 们 就 说 了 ,本 章 并 不 是 一 个 初步 但 比较 全 面 的 微 积 分 历史 . 菜 
布 尼 蒋 和 牛顿 虽然 在 微 积 分 的 理论 和 方法 上 都 不 一 样 , 伍 是 在 什么 是 微分 dz ,dy (这 都 是 莱 布 
尼 获 的 记号 ) 与 不 可 分 量 ,无 穷 小 量 的 关系 上 ,他 与 牛顿 遇 到 相同 的 困难 . 伯 克 莱 大 主教 在 反对 他 
们 二 人 上 似乎 也 是 一 视 同 仁 的 ,所 以 我 们 就 完全 略 去 这 一 部 分 .好 在 在 本 章 开始 时 介绍 给 读者 的 
两 本 书 中 都 有 了 介绍 . 

解决 遗留 下 来 的 问题 一 -其 核心 从 希腊 时 代 起 就 是 关于 无 穷 小 量 与 不 可 分 量 等 等 的 问 
题 一 一 出 路 在 于 极限 理论 .极限 的 概念 牛顿 等 许多 人 都 已 经 有 了 ,而 在 柯 西 以 前 ,最 接近 当代 极 
限 概念 的 是 达 朗 贝尔 .然而 所 有 这 些 论述 都 过 于 几何 化 ;所 谓 一 个 变量 x 趋 于 ,人们 自觉 或 不 
自觉 地 是 从 运动 学 的 角度 来 领会 的 . 因此 柯 西 最 大 的 功绩 在 于 把 极限 的 研究 算术 化 了 . 这 方面 的 
先驱 应 该 指出 的 还 有 波 尔 察 诺 (Bernhard Bolzano，1781--1848) 和 阿 贝尔 (Niels Henrik Abei， 
1802 一 1829) 前 者 曾 指出 高 斯 关于 代数 的 基本 定理 (每 个 代数 方程 都 有 根 存在 ) 证 明 不 够 严格 , 因 
为 高 斯 利用 了 连续 函数 的 中 末 值 定理 未 加 证 明 . 他 又 是 第 一 个 给 出 不 可 求 导 的 连续 亢 数 的 例子 
(1848) 的 数学 家 , 比 魏 尔 斯 特 拉 斯 早 30 年 . 他 多 年 来 是 布拉格 的 一 位 教士 而 未 为 人 知 . 阿 贝尔 很 
年 轻 就 去 世 了 ,一 生 贫 病 交加 .他 对 当时 分 析 中 人 缺少 严格 性 可 说 是 痛心 疾 首 . 真正 成 就 和 影响 最 
大 的 当然 是 柯 西 ,他 写 了 儿 本 教 本 :工科 大 学 分 析 教 程 》( Cours d' Analyse de 了 eole Politech 
mnique,1821) 《无 穷 小 计算 概要 》(Resume des Lecons sur les Caleuls Infinitesimals，1823) 与 《微分 
学 讲义 了 《Lecons sur les Calculs Differentiels,1829) ,使 我 们 看 到 了 今天 我 们 熟知 的 微 积分 教 本 . 柯 
西 所 作 的 事 就 是 使 极限 摆脱 几何 的 束缚 -极限 概念 如 果 不 能 摆脱 几何 的 束缚 , 终 将 会 引起 混乱 ， 
使 如 说 圆 内 接 正 ”过 形 当 ”~*co 时 极限 就 是 图, 那么 就 可 以 问 , 是 否 终于 变 成 了 圆 ?加 的 性 质 全 
都 含 在 正 多 边 形 的 性 质 之 中 了 ? 柯 西 明确 指出 ,极限 就 是 一 个 数 ,所 谓 变 量 x 趋向 a 时 f(z) 以 
所 为 极限 就 是 :车 代表 变量 x 的 一 引 数 值 无 限 地 趋 近 轩 定数 e 生 其 差 可 以 任意 地 小 时 ,f(z) 与 
么 之 郑 也 可 以 任意 小 .但 是 稍 后 的 数学 家 如 魏 尔 斯 特 拉 斯 仍然 对 此 定义 不 满 ,认为 仍然 包含 了 
丸和 何 学 与 运动 学 的 痕迹 ,应 该 更 进一步 算术 化 .变量 是 付 么 ? 魏 尔 斯 特 拉 斯 给 的 回答 就 是 : 若 有 
一 个 无 限 非 空 集合 品 ( 例 如 实数 集 ) ,而 x 可 以 取 品 中 任 一 元 为 值 ,> 就 称 为 一 个 变量 .limA(z) 
= A 的 意思 就 是 : 任 给 es>0 必 可 找到 3=83(e)>0, 使 当 |x -a|<8 时 ， 1f(zrz)-A|l<e. 我 们 
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看 到 ,这 样 做 其 实 正 是 发 展 了 《几何 原本 } 中 把 穷竭 法 归结 为 不 等 式 的 实践 ,于 是 许多 问题 自然 化 
解 了 :这 些 正 边 形 最 后 会 不 会 与 加 重合 ? 根本 不 必 问 这 样 的 问题 ,反正 有 im P, = S. 每 一 个 
也, 均 不 是 S,1P, 1 中 没有 最 后 一 个 元 “最终 比 "是 不 是 运动 停止 的 那 一 瞬间 的 速度 ? 无 所 谓 这 
一 瞬间 那 一 瞬间 , 既 无 所 谓 运动 开始 的 最 初 比 ,也 无 所 亩 运动 停止 “ 那 一 妥 启 "的 最 终 比 .我 们 看 
到 的 只 有 全 是 At 的 函数 ,At 与 驴 者 是 变量 ,而 当 At-0 时 人 也 有 极限 im 全 , 它 就 叫做 中 
时 速度 .运动 可 以 还 继续 ,无 所 谓 最 终 . 什 么 是 无 穷 小 ” 它 没有 任何 特殊 的 神秘 之 处 ,用 不 着 与 
“单元 "“ 原 子 "“ 不 可 分 量 "…… 扯 到 一 超 , 它 只 是 以 0 为 极限 的 变量 而 已 . 

先是 柯 西 ,再 继 之 以 魏 尔 斯 特 拉 斯 ,把 整个 微分 积分 放 在 极限 的 基础 上 ,而 后 来 又 放 在 不 等 
式 的 基础 上 ,可 以 说 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 如 愿 以 偿 地 "清洗 "了 运动 学 的 “痕迹 ", 变 量 的 数学 静态 化 了 
(《 既 已 静态 化 ,也 就 用 不 着 再 为 艺 诺 的 悖 论 操心 了 ) ,这 就 是 读者 们 学 过 了 的 微 积分 ， 

于 是 我 们 看 到 ,什么 是 导数 ? 是 极限 ;什么 是 积分 ? 也 是 极限 ;什么 是 J a,? 还 是 极限 . 
(只 有 什么 是 微分 ? 这 比较 麻烦 ,第 二 章 全 章 就 是 为 了 回答 这 个 同 题 . ) 什 么 是 极限 ? 也 很 清楚 ， 
极限 是 数 .那么 什么 是 数 ? 这 就 追 湖 到 古 希 腊 的 第 一 次 危机 .请 看 康 托 尔 (G. Cantor) 的 回答 ;ov 
只 是 一 个 尚未 确定 的 数 的 符号 ,而 不 是 它 的 定义 -然而 ,用 我 的 方法 可 以 哺 意 地 给 出 其 定义 为 

11.7,1.73,1.732,.…1". 

康 托 尔 的 话 意思 是 ,实数 需要 定义 .其 方法 之 一 是 定义 实数 为 一 个 具有 特定 性 质 的 有 理 数 序 

列 . 这 样 一 来 ,单位 正方 形 的 对 角 线 长 也 是 一 个 * 数 ", 其 定义 是 一 个 序列 ， 
11.4:1.41,1.414， 

用 这 样 的 方法 解决 了 毕 达 再 拉 斯 的 困惑 ,使 得 直线 上 每 一 个 点 都 对 应 一 个 数 ,每 “个 数 也 对 

应 一 个 点 ,即使 得 点 与 点 的 坐标 一 一 对 应 .这 是 解析 几何 的 基础 ,而 且 把 整个 几何 “算术 化 "了 . 例 


如 两 个 线段 的 比 现在 很 容易 定义 了 ,着 1 ,4 的 长 是 有 理 数 , 则 1,: 1, = 于 也 是 有 理 数 ; 藻 五 ,之 


长 有 一 个 是 无 理 数 ,7 :4 = 全 全 有 意义 ,无 非 可 能 是 无 理 数 而 已 .总 之 , 量 与 数 的 对 立 消 除了 .不 


仅 如 此 ,有 关 极 限 理论 最 困难 的 定理 也 都 得 到 了 证 明 .这 就 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 所 企盼 的 把 整个 微 积 
分 算术 化 .我 们 将 在 第 六 章 详细 讨论 这 些 问 题 . 

总 之 , 微 积分 现在 已 经 建立 在 稳固 的 基础 上 了 . 它 有 如 一 个 “平台 ", 在 这 个 平台 上 可 以 建立 
许多 大 厦 . 可 以 用 它 来 解决 许多 以 前 所 不 能 设想 的 问题 .我 们 这 本 书 就 想 对 这 个 平台 上 的 一 些 
“大 建筑 作 一 香 漫游 .当然 ,数学 科学 还 有 许多 其 它 的 平台 , 即 具 有 自己 的 新 思想 、 新 方法 的 领 
域 . 我 们 虽然 不 一 定 能 去 参观 ,不 一 定 能 去 “定居 ” ,但 是 可 以 告诉 读者 ,这 些 平 台中 大 多 数 与 牛顿 
的 平台 有 密切 的 关系 ,而 且 从 数学 的 历史 来 看 ,如 果 想 找 一 个 比 千 顿 平台 更 基本 的 ,可 能 就 只 有 
《几何 原本 》 了 . 

不 过 还 有 一 个 问题 要 说 几 句 ,既然 微 积分 已 建立 在 可 靠 的 基础 上 了 ,是 否 由 此 就 完全 否定 了 
直觉 的 作用 ? 我 们 不 打算 进入 哲学 的 领域 . 从 数学 的 教学 和 研究 来 看 ,我 们 还 只 能 说 ,这 么 多 世 
纪 的 数学 发 展 证 明了 人 们 的 直觉 还 是 可 靠 的 ,需要 的 只 是 深入 的 分 析 . 直 沉 仍 是 数学 的 恩 想 与 理 
论 的 来 源 之 一 . 例如 芝 诺 的 悖 论 ,我 们 还 只 能 说 , 如 果 不 是 终 日 时 想 ,而 是 进入 具体 的 数学 与 物理 
学 的 领域 , 人们 就 不 会 只 作 这 种 抽象 的 它 想 .从 芝 诺 迟 论 会 产生 集合 论 的 问题 ,也 都 在 集合 论 作 
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为 数学 的 一 个 分 支 的 框架 内 ,或 者 得 到 解决 ,或 者 得 到 深化 . 又 如 无 穷 小 ,运动 等 等 ,我 们 只 要 知 
道 了 在 数学 中 是 如 何 处 理 这 些 问题 的 ,就 会 发 现 这 些 直觉 不 但 无 害 而 且 有 益 .而 且 ,数学 懂得 越 
多 ,从 直觉 里 得 到 益处 也 越 多 . 至 少 是 受 "严格 性 不 足 " 之 害 越 少 . 所 以 直到 现在 ,人 们 还 是 说 “ 设 
某 个 增 量 Ax 是 无 穷 小 ", 说 什么 某 个 小 体积 是 “无 穷 小 元 ” ,或 者 “ 微 元 "之 类 的 话 , 本 书 也 是 这 样 
做 的 .总 之 , 越 往 后 走 , 越 深 入 数学 和 物理 学 ,您 会 得 到 越 大 的 自由”, 而 不 必 谨 小 愤 微 . 

大 约 二 百年 前 , 达 朗 贝尔 用 一 名 鼓舞 人 的 口号 来 描述 当时 的 数学 :“ 前 进 吧 ,你 就 会 有 信心 ”. 
而 现在 的 情况 则 是 :人 类 正 充满 信心 ,人 类 正在 前 进 ! 


第 二 章 函 数 


微 积 分 研究 的 对 象 主要 是 函数 .其 主 归 的 动机 并 不 是 思 办 的 需要 ,而 时 党 是 更 实际 的 经 济 利 
益 的 驱动 . 例如 三 角 学 ,自古 看 腊 就 有 系统 的 研究 .这 是 为 了 研究 天 体 的 运行 ,也 是 为 了 航海 的 需 
要 .所 以 当时 不 只 是 有 平 商 三 角 学 还 有 球面 三 角 学 . 随 着 资本 主义 时 代 的 来 临 , 人 类 活动 的 广度 
与 深度 大 为 增加 ,例如 对 数 的 出 现 显然 是 为 了 简化 航海 中 的 计算 .值得 注意 的 是 ,这 些 活动 甚至 
直接 影响 到 学 术 界 的 最 上 层 .下 一 章 开始 时 我 们 会 讲 到 牛顿 还 有 险 雷 对 天 体 运动 的 研究 与 航海 


的 关系 .现在 我 们 将 指出 ,对 数 的 一 位 早期 创 给 者 尼 古 拉 , 才 卡 脱 9 实 质 上 是 用 积分 | 了 入 -来 定 


义 对 数 .牛顿 接受 了 他 的 思想 ,并 把 自己 最 得 意 的 二 项 级 数 用 上 ,与 麦 卡 托 互 相 独立 地 得 到 了 log 
{1+ 工 ) 的 泰勒 级 数 展 开 式 .然后 义 用 非常 精巧 的 反 演 方法 ,得 到 了 er 的 震级 数 展开 式 .牛顿 也 用 


同样 的 方法 来 研究 arcsin xz = 上 dz _ 以 及 它 的 反 函 数 sinz .一 直到 1715, 泰 葛 (Robert Tay- 


oi 
lor,1685 一 1731) 发 表 了 “ 增 量 法 及 其 道 "一 文 , 才 给 出 了 我 们 现在 知道 的 泰 勤 公式. 所 以 ,上 历史 的 
发 展 与 我 们 现在 的 吉 科 书 有 些 卷 盾 , 先 有 反 函数 bg(1+ x) 一 二 5 和 arcsinz = A 


的 级 数 展 开 式 ,后 来 才 有 e 和 sinx 的 级 数 展开 式 .为 什么 现在 通用 的 微 积分 教 本 要 用 与 历史 不 
符 的 讲法 呢 ? 一 个 重要 原因 是 教学 的 需要 .首先 看 到 这 一 点 的 欧 拉 , 把 关于 微 积分 基础 的 讲授 放 
在 前 面 作为 预备 知识 ,于 是 多 年 以 后 三 角 学 完全 在 中 学 里 了 .大 学 里 先是 给 出 了 se= lim 


(1 二) ,作为 有 界 上 升 数列 必 有 极限 的 一 个 重要 的 例子 .可 是 为 什么 重要 ? 为 什么 以 为 遍 的 


对 数 称 为 “自然 "? 都 只 好 不 讲 了 .e" = cos8 + isin9 按 逻 辑 的 要 求 应 该 放 到 另 一 门 课 去 讲 , 因 为 
必须 先 定义 什么 是 复 变 量 的 每 级 数 (其实 这 只 是 一 句 话 的 问题 ), 现在 ,我们 既然 假设 读者 都 学 过 
微 积分 ,就 有 可 能 用 一 种 比较 接近 历史 真实 的 ,比较 接近 物理 学 的 讲法 .我 们 的 出 发 点 是 :一 个 淆 
数 ?=?(z) 可 以 作为 一 个 微分 方程 的 柯 西 问 题 


dy _ 
性 本 


yz0) = yo 


之 解 来 定义 .这 里 y 可 以 是 一 个 遂 数 ,也 可 以 是 一 个 向 量 y= 《yy ，…,y,) (当然 上 也 相应 地 应 为 


外 Nicholas Mereator，1620 一 1687, 数 学 史上 有 有 两 位 圳 卡 脱 . 另 `- 位 是 Gerhard Kremer Mercator，1512 一 1594 是 著名 的 地 
图 出 作家 ,现在 地 图 上 使用 的 麦 卡 脱 投影 法 就是 他 创造 的 .他 为 制作 地 图 所 引进 的 一 些 名 词 ,现在 我 们 仍 灼 使 用 在 微分 流 形 理 
论 中 , 见 第 十 章 .这 二 位 的 姓名 中 Mereator 一 字 在 德 文 文献 中 常 作 Kaufman, 商 人 之 章 黄 实 Mercator 就 是 商人 一 河 的 拉丁 文 说 
车 ,英文 的 Merchanr 也 来 自 此 间 , 所 以 可 以 怀疑 是 否 二 人 真 的 奸 Mercator, 或 者 应 译 为 " 菜 菜 老板 "? 可 以 肯定 的 是 ,他 们 闻 不 
是 职业 数学 家 ,而 从 事 商 贤 . 
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一 个 向 量 /== Cf ,…,/)). 其 实 哆 拉 以 及 现在 许多 深 一 点 的 微 积分 教 本 都 是 这 样 作 的 ,特别 当 
涉及 揽 变量 时 是 如 此 ,那么 它 屿 否 能 定义 一 个 (而 不 是 许多 个 ) 画 数 (也 不 是 什么 部 没有 定义 ) 呢 ? 
从 数学 上 讲 这 就 是 常 微分 方程 的 柯 西 问题 的 存在 与 唯一 性 定理 .为 此 下 面 的 条 件 就 足够 了 ， 

常 微分 方程 的 柯 西 问题 (A) 的 存在 与 唯一 性 定理 。 设 (1) 右 方 的 向 量 值 函数 f(z ,y) 的 每 一 
个 分 县 均 宾 义 在 0 中 ,(z。,y6)E 0 而 县 在 0 的 子 集 |z -zo|<<a,1y- wl<6 中 对 (x,y) 连 
续 对 y 满足 利 普 希 某 条 件 , 则 (A) 必 有 唯一 解 存 在 于 [x。- h，z。+ 上] 中 . 这 里 /二 


minta,b/M|,M= sup IF(z,y)|. 
I ey le 


这 个 定理 我 们 就 不 来 证 明了 .不 过 希望 读者 注意 ,这 是 一 个 很 细致 的 定理 ,在 实际 用 起 来 的 
时 修一 些 似乎 是 很 不 起 眼 的 地 方 ,例如 的 大 小 ,都 会 出 问题 . 

我 们 上 面 已 经 说 了 欧 拉 就 这 样 来 研究 过 一 些 函 数 . 但 是 欧 拉 的 时 代 并 没有 这 样 的 定理 .这 倒 
不 是 因为 这 个 定理 的 证 明 很 难 , 而 是 因为 当时 人 们 并 不 认为 需要 证 明 这 样 的 定理 ,而 且 证 明 这 个 
定理 时 必 不 可 少 的 收 敏 性 的 概念 , 欧 拉 时 代 的 数学 家 并 不 明白 .例如 看 一 个 质点 的 运动 , 按 牛 顿 
第 二 定律 ,运动 方程 就 是 一 个 常 微分 方程 组 ,如 果 给 出 了 一 定 的 初始 条 件 , 则 该 质点 的 运动 状况 
就 完全 确定 了 .而 且 欧 拉 的 想法 是 :把 时 间 分 成 一 小 段 一 小 段 . 在 第 一 小 用 (从 x = z, 到 也 二 0 
+A) 设 f(z,y)= f(zxo,yo), 于 是 得 到 y= yo + 了 (zo ,yo) (x -zo), 这 样 到 之 = zi = xz。 + 让 
时 ,y==y = yo+ 有 (xo,yo)h. 在 第 二 小 段 时 间 , 从 x =x, 到 z=z,+h 中 不 妨 用 f(x， ,201) 代 和 赫 
所 zy) ,而 得 y= y+ f(x, ,yi) (x ~ <). 仿 此 进行 下 去 ,我 们 会 得 到 一 条 折线 , 称 为 网 拉 折 线 . 
拉 时 代 的 人 们 认为 h 一 0 时 就 会 得 到 真实 的 运动 状况 ,而 没有 想到 收敛 性 是 要 证 明 的 ,所 以 到 
世纪 为 止 ,人 们 实际 上 是 以 物理 的 分 析 代 替 数 学 的 分 折 . 丙 且 从 哲学 上 看 ,这 样 的 想法 没有 任 
问题 ,因为 世界 上 的 一 切 都 服从 某 种 决定 论 ,存在 与 唯一 性 定理 无 非 是 哲学 上 的 诀 定论 的 数学 
表示 .哲学 上 对 了 ,数学 上 也 就 犯 不 着 再 自 寻 烦恼 了 . 顺便 说 一 下 ,不 但 欧 拉 折线 是 欧 拉 的 创造 ， 
连 牛 屯 的 运动 定律 可 以 写成 微分 方程 (A)} 也 始 自 欧 拉 . 所 以 我 们 常 讲 的 牛顿 运动 方程 也 不 妨 称 
为 牛顿 一 欧 拉 方程 .下 一 章 $6 我 们 还 要 分 析 这 里 涉及 的 方法 论 问题 ,但 是 到 了 19 世纪 就 发 现 
这 样 做 在 数学 上 会 出 毛病 . 首先 提出 要 证 明 存 在 与 唯一 性 的 是 柯 西 .他 在 1820 一 1830 年 间 发 现 
仅 有 fz,y) 的 连续 性 并 不 足以 保证 唯一 性 ,于 是 他 补充 上 “(x,y) 也 连续 "的 条 件 . 利 普 希 获 
(Lipschitz, 1832 一 1903) 在 1876 年 把 这 个 条 件 减弱 为 我 们 现在 熟知 的 利 普 希 蒋 条 件 , 人 们 还 找 
到 了 不 符合 这 类 条 件 就 会 破坏 唯一 性 的 反例 . 而 为 了 证 明 存 在 仁 , 则 f(z,y) 的 连续 性 就 够 用 
了 . 


宣 郧 梭 


我 们 的 读者 都 受到 过 相当 程度 的 运 辑 推理 的 训练 ,当然 会 问 : 这 样 做 会 不 会 是 循环 论证 ? 肯 
定 不 会 ,在 证 明 上 述 定理 时 我 们 没有 用 到 任何 的 具体 函数 一 -不 论 是 指数 对 数 还 是 三 角 函 数 . 反 
三 角 卫 数 ,还 会 问 :这 样 佑 岂非 杀 鸡 用 牛刀 ? 我 们 重新 回 到 历史 走 过 的 老路 ,是 为 了 看 一 下 , 微 积 
分 的 发 展 怎样 帮助 我 们 更 深刻 地 认识 大 自然 的 规律 . 从 这 个 意义 上 讲 , 指 数 函 数 当然 不 是 “ 鸡 ”， 
说 它 是 “ 龙 " 也 不 为 过 .总 之 这 不 只 是 特例 ,而 是 十 分 重要 的 数学 模型 . 


$1 增长 的 数学 模型 ;指数 与 对 数 


1. 指数 西数 及 其 基本 性 质 “在 自然 界 和 人 类 社会 中 有 许多 量 的 增长 之 快慢 与 该 量 现在 的 
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值 成 正比 .例如 人 在 银行 的 存款 ,在 利率 一 定 的 条 件 下 ,存款 增长 多 少 , 亦 即 利息 之 多 少 是 与 现在 
存款 量 ( 作 为 本 金 ) 成 正比 的 ,这 里 存款 计 息 假 设 是 按 一 定时 其 (年 .半年 ) 来 计算 的 ,在 计 息 期 末 
计 息 之 前 ,存款 额 我 们 约定 按期 初 之 值 计 算 , 即 是 本 金 .又 如 某 种 细菌 , 某 一 个 菌株 是 否 伦 好 在 一 
个 时 刻 分 裂 可 以 是 随机 的 .但 在 一 定 条 件 下 ,在 一 段 时 间 中 细菌 群体 的 一 个 百分比 ( 设 为 )) 总 是 
在 分 裂 的 ,细菌 就 这 样 徽 殖 . 某 一 定量 的 放射 性 物质 的 暗 变 也 是 这 样 .对 这 种 现象 , 既 可 以 把 它 作 
为 连续 变化 过 程 来 处 理 ( 例 如 细菌 的 分 裂 ,放射性 元 业 原 子 的 旷 变 ) ,也 可 以 把 它 作为 离散 现象 来 
处 理 .例如 银行 存款 的 增长 是 离散 的 ,即使 存 期 不 到 ,也 是 按 天 计算 ,不 会 对 时 间 连 续 计 算 . 但 是 
下 面 我 们 会 疾 到 ,即使 这 个 问题 也 可 以 作为 连续 变化 的 量 来 看 待 .总 之 ,对 这 类 问题 可 以 从 连续 
变量 与 离散 变量 两 个 角度 来 讨论 .下 面 我 们 首先 从 连续 变量 的 角度 来 讨论 ， 
从 连续 变化 的 角度 看 ,上述 问题 的 数学 模型 是 


dy - 1 
本 ny， { ) 


2(0) = yo- (2) 
这 个 问题 可 以 化 简 到 人 = 区 因为 只 需 作 一 个 变换 , 即 引 人 新 的 自 变量 i, = Xz 即 可 ) 的 情况 ,又 可 
以 假设 y =1. 因 为 车 得 到 了 yo =1 的 解 E(t), 则 y。E(i) 就 是 问题 (1),(2) 之 解 . 从 上 面 讲 到 的 
存在 与 唯一 性 定理 立即 可 知 这 时 (1), (2) 有 解 E(7) 存 在 ,而 且 F(z) 在 其 定义 域 上 是 连续 可 微 
函数 .从 我 们 熟知 的 常 微 分 方程 知识 立即 可 知 

E(t)= e', (3) 


这 里 。= lim {1+ 汪 】 ,但 因 我 们 目前 还 没有 定义 6, 所 以 暂时 还 不 知道 (3) 式 是 什么 意思 .但 是 我 


们 有 极为 重要 的 

定理 1( 加 法 定理 ) 上 述 E(1) 之 定义 域 是 R: - < 1<+%, 且 在 其 定义 域内 有 

E(t + i) = E(r)E(t),t,t, ER. (4) 

证 用 恋 者 已 熟悉 的 初等 方法 自然 可 得 以 上 一- 切 结论 ,但 是 我 们 现在 不 能 用 (3) 式 ,而 要 回 
到 微分 方程 (1). 如 果 用 初等 方法 求 积 (1)( 令 1=1) 
dy = dt， 
Bd 
双方 对 z 求 积分 ,就 应 考 虚 到 如 果 y = y(z) 在 某 个 + 值 处 为 0 怎么 办 ?所 以 严格 的 证 法 应 该 分 
别 两 种 情况 :一 是 y(t) 处 处 不 为 0, 这 时 可 用 求 积 法 来 处 理 它 . 但 要 证 明 相应 于 这 个 yt) 的 z 值 
充 清 及 并 非 易 事 . 二 是 y(z) 在 某 处 为 0. 所 以 ,初等 的 求 积 方法 其 实 不 是 一 个 好 方法 .我 们 还 可 
以 应 用 读者 可 能 已 学 过 的 一 般 的 存在 唯一 性 定理 .在 那里 ,我们 证 明了 解 在 [zu -大 ,xro +] 中 


存在 ,而 =min( = , 商 } 但 是 这 里 也 有 困难 ,因为 a,6 面 然 可 以 取得 任意 天,M 也 会 随 之 增 大 


所 以 在 一 般 的 常 微分 方 称 解 的 存在 与 叭 一 性 定理 后 ,专门 有 结果 指出 ,对 于 线性 方程 (我 们 用 矩 
阵 形式 来 表示 》 


时 = 4(t)y， 
若 A(i) 在 区 间 [a ,5] 上 连续 , 则 解 的 定义 域 必 包 含 [ea ,5 了, 所 以 对 于 常 系数 线性 方程 , 解 的 定义 
域 必 为 RR. 这 一 场 都 属于 比较 细微 的 地 方 而 可 能 会 注意 不 到 .我 们 下 面 要 利用 常 系数 线性 方程 的 
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平移 不 变性 来 证 明 它 . 加 法 定理 本 身 也 就 是 平移 不 变性 的 表现 . 
设 EE(z) 已 定义 在 [zt 一 ,ty+ 入] 中 ,to 一 0, 于 是 令 0 一 to+ 刀 ,hi 二 有 -5,e 是 任意 小 正 
数 , 并 记 E(z,)= Ei, 于 是 F(t) 在 [to，to + 1] 上 也 是 柯 西 问题 


虹 = 393(0) = 已 


之 解 . 令 上 = r+ , 则 此 问题 义 可 化 为 

EE 
由 前 所 述 ,其 解 为 EE(r), 而 因为 新 的 柯 西 问题 形状 与 {1), (2) 相 同 , 故 由 解 的 唯一 性 定理 ,在 
[t+h] 上 ,E(t)=E,E(r)}= RE()E( -+ 与 (1), (2) 完 全 相同 ,所 以 这 个 解 应 可 以 定义 
于 rE[0,h] 上 , 即 是 说 E(1) 不 仅 可 以 定义 在 [ 16,to。 + 月 ] 上 上 ,而且 可 以 定义 在 [t,t + 大 = 
+ 有 hi ,ty 十 太 + 用] 上 ,再 由 之 任意 性 , 知 下 (2) 可 以 定义 到 [ to。+ ,to+28] 上 . 仿 此 进行 下 去 知 
(1) 可 以 定义 到 [ to, + ce ) 上 , 同 理 也 可 定义 到 (- ,16] 上 .总 之 E(1) 之 定义 域 为 (- oo 。 


+ 00). 


由 前 面 已 证 的 


Eli) = EE(r) = E(i)FE(t +,), 
令 t= 二 +ty, 由 于 E(t) 之 定义 域 已 知 是 整个 RR, 所 以 + ,1, 取 任意 实数 值 均 是 允许 的 . 这样 ,上 
式 就 给 出 了 加 法 定理 :对 任意 实数 ft, ,ts 均 有 
E(t + 1413) = EC E(t,). 

定理 证 毕 . 
上 面 证 明 的 关键 在 于 引 人 了 新 的 自 变 量 + 以 后 , 柯 西 问题 的 形状 不 变 ,因而 原来 的 定理 现 
在 仍然 适用 .这 就 是 平移 不 变性 .如 果 (1) 表 示 某 种 规律 , 则 当 + 表示 时 间 时 ,平移 不 变性 就 表示 
这 个 规律 在 任何 时 间 都 相同 ;如 果 t 表示 空间 位 置 , 平 移 不 变性 就 表示 这 个 规律 在 各 地 都 一 样 ， 
常 系数 的 微分 方程 就 表示 这 类 规律 ,因此 是 最 重要 的 . 
下 面 要 问 ,E(1) 究 竟 是 什么 函数 ? 准确 一 些 说 ,应 该 问 ,EE(:) 与 我 们 过 去 部 知 的 那些 函数 
有 何 美 系 ?下面 要 证 明 E(t) 是 指数 函数 . 

1. 首先 注意 到 E(1) 恒 不 为 0, 因 为 若 E(:,) ~0 ,不妨 设 z = 0( 令 上 = r+ zo, 再 用 平移 不 变 


性), 则 有 SEE =- Br)，E(0) =0, 由 解 的 唯一 性 定 理应 有 =0, 但 因 (0) = 1, 所 以 (5) = 
0 不 能 成 立 , 从 而 (+) 便 不 为 0.E(z) 既 是 连续 函数 , 放 知 E(1) >0. 
2. F(z) 片 儿 定 义 在 好 上 , 则 它 把 及 觅 到 什么 地 方 ? 因为 9E - 忆 >0, 所 以 下 是 上 升 函数 ， 
它 必 把 上 单调 地 映 到 菜 区 间 ( 玉 (~ oo),E(+ oo)) 上 ,所 以 要 间 (二 se) 一 ? 由 于 
| 知 - 人 iu 
iE jo 


人 在 方 的 ?+ om, 则 得 | 天 在 (一 + 时 趋 于 fm ,为 此 需要 E + om, 所 以 E(+ oo) 


+ oo. 当 to 时 ,因为 | 到 在 已 =0 处 发散 , 易 见 这 时 已 “0, 即 是 说 E( - oo)- 0. 所 以 EC) 
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拒 呈 单调 地 映 为 (0, + co) .下面 讨论 E(1) 的 肥 函 数 时 ,这 个 性 质 是 其 基础 、 

3. 最 后 证 明 EC(:)={E(1)]!. 首 先 设 z 是 正 整数 ,例如 :=2. 

E(2) = E(1 +1) = E(1): E(1) = E(1):. 

同 理 认 (n)=|E(1)]",n 为 正 整数 . 

其 次 看 E(w) ,mn 仍 为 正 整数 ,注意 到 由 定义 :EE(0)= 1( 就 是 (2) 式 ) ,所 以 

1= E(0) = E(n+(-n)) = E(n). E(- n)= [E(1)]"E(- n), 

而 EC 一 nn)= [EL1)]“".( 注 意 前 已 证 明 E(z) 恒 不 为 0, 故 E(1) 关 0, 这样, 上 面 的 推导 才 有 意 
义 .) 总 之 


E(n) = [EU an = 0,+1,+2,.. 
再 看 4= 到 为 有 理 数 (mm ,2 为 整 孝 , 设 mw>0) 的 情况 .首先 ,由 1= 汪 +.…+ 上 上 (m 项 ), 有 


下 (1) = 2 人 (二 十 二 )= [z(#)]. 


nn 1 . 1 
于 是 对 ，>0, 达 = 工 +…+ 工 (项 ), 有 
三 [= [z(a)] = [ECI) 芒 . 

而 < 0 时 , 风 利 用 局 + 全 中)= E00)=1. 从 而 Ej= [E(S2] = 
[E( 去 )] ”=CE() 拓 (注意 ->0), 所 以 + 为 有 再 数 时 (2)=[EE(1)]' 也 成 立 . 

最 重要 的 一 步 是 ;为 一 般 实数 的 情况 .在 通常 的 微 积分 教 本 中 定义 a 时 比较 马虎 一 些 的 就 
说 a' 是 连续 函数 . (对 这 句 话 则 不 加 论证 ,而 且 a' 尚 未 定义 又 怎么 知道 a 是 连续 函数 呢 ?) 在 比较 
严肃 一 些 的 教 本 中 者 是 到 一 中 有 理 数 4。 * 4 ,然后 讨论 lima' , 当 na 天 1( 现 在 不 会 出 这 样 的 事 , 因 
为 E( 是 上 升 函数 而 于 z>0 时 ,下 (2)>E(O) = 1 例如 可 以 到 -- 囊 上 升 的 ,一 1, 再 用 单调 有 
界 数列 定理 证 明 这 个 极限 存在 . 同时 还 要 证 明 ,不 论 } ,1 如 何 取 ,不 沦 它 是 否 单调 ,1os | 都 大 相 
同 的 极限 .用 这 个 极限 信 作 为 e' 之 定义 ,这 样 才 把 指数 函数 定义 在 整个 及 上 总 之 是 用 上 了 实 
数理 论 的 全 武 行 ! 本 书 第 六 章 会 详细 讲 实数 再 沦 ,而 且 为 了 以 后 考虑 -- 般 函数 空间 ,是 用 柯 西 序 
列 来 定义 实数 的 . 查 就 现在 的 倩 况 , 则 可 以 完全 跳 过 去 .因为 ,由 存在 与 唯一 性 定理 已 经 知道 
E(t) 在 整个 实数 轴 及 上 有 定义 而 且 连 续 .所 以 哪怕 * 是 一般 实数 , 严 (?) 已 有 定义 而 且 在 ;处 连 
续 , 根 本 用 不 着 证 明 . 何况 E(1.)=[E(1)]' 已 经 得 证 .所 以 对 一 般 的 实数 : 即 有 

EE(4) = limE(t,) (利用 E(t) 处 处 连续 ) 
= lim{ ECD (上 面 证 明了 的 )， 

因为 (4) 在 RR 的 一 个 币 密 集 ( 有 理 数 集 ) 上 与 初等 方法 定义 的 [E(1)] 相同 ,因此 在 整个 丸 工 痢 
不 炉 用 [E(1)]' 这 样 的 记号 来 写 ,并 且 称 之 为 指数 函数 . 总 之 我 们 看 到 ,我 们 回 渤 了 对 无 更 数 指 
数 定义 并 研究 其 性 质 这 个 困难 问题 ,而 变 成 了 对 一 个 由 柯 西 问题 (1),(2) 所 定义 的 函数 证 胃 
其 在 RR 的 一 个 稻 密 于 集 (有 理 数 集 ) 上 与 初等 方法 定义 的 w(。 = E(1)) 相 一 至 的 问题 , 至 于 
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(1) 的 性 质 如 上 面 的 1,2 两 点 全 是 利用 微分 方程 方法 证 明 的 . 

这 样 一 来 岂非 实数 理论 等 等 都 是 无 用 而 多 余 的 吗 ? 不 是 .数学 中 任何 一 个 重要 问题 总 有 其 
关键 之 处 ,用 不 同 的 解决 方法 关键 点 可 能 不 同 , 但 是 它们 困难 的 程度 都 是 一 样 的 ,其 至 这 些 解 决 
方法 本 质 上 都 是 一 样 的 .上 面 我 们 把 问题 归结 为 常 微分 方程 解 的 存在 与 唯一 性 定理 . 而 这 个 定理 
的 证 明 又 少 示 了 证 明 某 个 函数 序列 的 一 致 收 伍 性 ,抽象 地 说 来 这 也 是 一 个 完备 性 问题 ,与 实数 理 
论 要 解决 的 问题 是 一 样 的 , 详 见 第 六 章 度量 空间 一 节 , 这 种 情况 以 后 还 会 出 现 ， 


现在 余下 的 同 题 是 ,我 们 很 相信 E(1) = lim (1+ 十 】 ,可 是 怎么 证 明 呢 ? 我 们 的 方法 是 回 


到 反 函 数 上 去 ,并 且 用 离散 的 方法 处 理 它 . 

2. 增长 的 离 向 模型 ”现在 设 自 变量 ; 不 是 连续 变化 的 ,而 是 “跳动 "着 在 变 , 其 “ 步 长 "是 一 
个 有 限 数 有 >>0, 即 每 一 次 都 是 :一 + + ,或 写作 Ar = 上, 于 是 y{1) 也 相应 有 改变 量 Ay = 
Y(t+ 衣 ) 一 y(2) .现在 设 


= jy，y(0) = oo， (5) 


问 y(z) 是 什么 函数 ?7 (5) 称 为 一 个 差分 方程 , 它 是 上 述 增长 问题 的 “离散 模型 ", 人 们 时 常会 以 为 
只 有 连续 模型 (1),(?) 才 是 “真实 "的 ,而 离散 模型 则 只 是 近似 的 ,这 是 不 对 的 .例如 y(t) 是 菜 人 
在 银行 的 存款 , 则 后 一 个 条 件 表 明 他 在 期 初 (: =0 时 ) 存 人 了 wm ,利率 为 A, 则 y(i) 就 是 他 在 
时 的 本 利和 .这 个 问题 本 质 上 就 是 离散 的 .由 (5) ,并 以 一 个 存 期 为 单位 , 即 令 h=1, 有 

y(1) - y(0) = hy(0)， 


亦 即 
y(UD = {1+ A)y(0). 
所 以 由 y(0) 开 始 会 得 到 
ya) = (1+a)y(n -1) = = (1+ Ay(O0). 


如 果 总 的 存 期 仍 为 1, 但 把 它 分 成 = 个 相等 的 小 间隔 ,以 上 为 短 的 在 期 因为 存 期 变 短 ,所 以 利率 


也 应 相应 变 小 , 设 为 二 ,仍然 以 存 期 的 数目 的 二 为 单位 , 则 原来 的 一 个 存 期 现在 要 算 作 x 个 小 存 
期 . 仍 用 上 面 的 结果 可 知 ,在 长 存 期 1 之 来, 本 利和 应 该 用 上 式 的 y(z ) 来 计算 而 有 
> = (1+ £)y00). (6) 


不 过 这 时 (6) 给 出 的 是 一 个 长 存 期 末 的 本 利和 ,两 个 长 存 期 末 的 本 利和 是 [1+ 入】 y(0),…，: 
个 长 在 期 末 的 本 利和 是 (1+ 六】y(0), 令 noo ,会 得 到 和 连续 的 模型 .用 上 作为 时 间 单位 , 即 有 
30 = tim (1+ 2)y0) = ery(0). 0 


把 它 和 连续 模型 得 到 E(z) =[E(1)]' 比 较 ,更 令 入 想到 EE(1) 应 该 就 是 e= tm {1+ 十 ] ,得 
是 严格 地 证 明 这 一 点 是 不 容易 的 .我们 不 妨 来 看 一 看 欧 拉 是 怎样 来 猎 究 这 些 问题 的 .首先 ,我 们 
要 给 出 一 个 “实际 "计算 EE(1) 的 方法 ,为 此 爸 EE(2)= ar ,刚直 E(O)= 1 应该 有 又 
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由 E(1)=E(z) 应 该 有 


Dnart™! = Da . 
Ee 


ber 


比较 同类 项 的 系数 有 
fn +l)a = cs, 或 ai = er 
所 有 ac 
ED = 1+ 吾 + 和 + 有 (8) 


这 是 一 个 形式 解 .当然 考虑 其 收 化 性 并 不 困难 .所 以 我 们 认为 已 证 明了 (8) 在 -<:<+ 吕 上 的 
收 化 性 以 及 许可 罕 其 上 逐 项 微分 、 逐 项 积分 .其 实 对 复数 + 也 是 一 样 的 . 详 见 下 一 章 §4. 但 是 在 
欧 拉 的 时 代 , 人 们 对 收敛 性 问题 的 重要 性 还 很 不 注 党 ,真正 严重 地 注意 到 收 合作 的 数学 家 应 该 提 
到 高 斯 和 阿 贝尔 , 即 已 经 是 19 世纪 初 年 了 . 欧 拉 的 伟大 在 于 他 对 数学 公式 的 推演 有 非凡 的 才能 ， 
对 正确 的 结论 有 出 平常 人 的 润 察 力 ,虽然 自己 不 巷 严 格 ,但 得 出 了 许多 极为 重要 的 结果 . 即 以 ¢ 
的 问题 为 例 , 他 先 用 二 项 定理 对 止 整数 n 得 出 


1Y nl1 nn-1l)1l .nl 
(+ -1+ 时 二 + 2 


令 mo, 欧 拉 对 每 一 个 有 限 项 取 极 限 , 则 右 方 的 前 若干 项 成 为 


1! ! EE 
再 令 项 数 趋 于 无 寄 , 有 
e=1+ 寺 + 击 +…+ 志 +… (9) 


欧 拉 的 作法 从 今天 看 来 当然 是 不 能 接受 的 .但 是 他 不 但 得 到 了 正确 的 (9) 式 ,而 且 他 用 类 似 的 方 
法 处 理 (1+ 二】 ,得 到 了 
e=1+ 百 十 条 
这 与 (8) 完 全 一 样 .所 以 我 们 立即 有 E(1)=e. 可惜, 这 个 证 明 是 不 严格 的 . 进一步 我 们 回 到 E(+) 
的 反 函 数 . 
3, 对 数 函 数 ”y=EE(z) 有 反 函 数 吗 ? 上 面 我 们 已 经 证 明了 EF(2) 是 音调 落 数 , 它 把 R 单调 
地 (从 而 是 一 对 一 的 ) .连续 可 微 地 映 到 正 实数 轴 RR. = iz:x>0| 上 .所 以 , 它 必 有 一 个 反 函 数 ， 
即 以 王 (1) 为 底 的 对 数 logs y .我 们 把 它 写成 := 工 (y) ,定义 在 y>0 上 而 且 把 y>0 单调 地 , 连 
续 可 微 地 映 为 - %< 1< + ,而 且 因 为 :=0 时 y=E(0)=1, 所 以 L(1)=0, 由 反 函 数 的 导数 
的 定义 知道 


+ + 和 + {10) 


dt 


yr 
=~,t| =0. 
dy yy” 1,- 


1 


所 以 


:= L(y) -下 虹 . (11) 
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如 果 令 ”= 1+z ,由 上 式 经 变量 变换 有 


:= LG+z) = (12) 
但 是 ,通常 的 微 积分 教 本 告诉 我 们 ,(11) 愉 好 就 是 以 < 为 底 的 对 数 Iny, 所 以 
L(y) = Iny. 《13) 
当 y=E(1) 时 ,由 反 函 数 的 定义 知 (11) 中 的 :=1, 代 人 (13) 有 
1 = InE(1). 


从 而 已 (1) = .但 是 这 样 做 还 不 能 令 我 们 满意 ,因为 我 们 都 熟知 
mit). 

怎 冬 把 E (1) 与 这 个 极限 式 联系 起 来 呢 ” 我 们 已 经 看 到 ,车 用 (1),(2) 的 离散 模型 ,会 见 到 

(二 .离散 模型 的 “极限 "就 是 连续 模型 . 这 句 话 一 般 地 说 根 当 有 "说 服 力 ”, 但 是 总 还 欠 严 


格 : 那 么 ,能 否 证 明 E(1) 直 接 就 是 lim (1+ 十] 呢 ? 这 是 可 以 的 ,我 们 将 在 下 面 讨论 ， 
更 在 我 们 权利 用 积分 式 (11) 直 接 讨论 L(y) 的 性 质 .首先 是 加 法 定理 .对 于 y , 因 0, 有 


sm dp dy Pn dy 
L -| dy [ + | gy. 
{yi192) YY 


在 第 二 个 积分 中 作 变 换 yy, ,因为 y, 关 0, 这 个 变换 是 合法 的 ,所 以 有 
afdy ,de 
LCny)= 多 + 让 竹 = Ex + Ly). 


这 就 是 对 数 的 加 法 定理 .本 来 它 由 L(y) = logrto y 以 及 对 数 的 定义 可 以 直接 证 明 , 但 是 用 积分 
证 明 似 更 直接 . 


其 次 是 三 人 基本 的 可 要 ,在 通常 的 微 积 分 孝 本 中 ,证 明 避 e =e 以 及 量 in = 二 可用 两 个 
本 的 极限 


time t=1, 
Ee I 
tim in + zx) 1 
其 证 明 相 当 不 易 . 但 是 用 我 们 现在 的 方程 ,这 两 个 不 等 式 都 戌 了 几乎 不 足 道 的 事 . 
首先 我 们 知道 E(t) = E(z) ,而且 E(0)=1, 所 以 E’(0)= EC0) =1, 由 导数 的 定义 立即 有 


E’(0) = limy EL E(0) _ lim 二 = 1， 

因为 我 们 已 经 知道 了 E(1) =e( 尽 管 还 得 严 阁 证 明 ) ,大 E(z)=[E(1)]* =er、 
关于 第 二 个 极限 式 ,利用 工 (?》= logsm y= ln y 以 及 (12) 式 用 积分 中 值 定理 

”dz 


Iintl + z) = TF 


令 xz 一 0 即 知 -~0, 而 得 


= zj/dure,osesz. 


im ltr) = lim Ts 
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最 后 是 震级 数 展开 式 , 对 E(x)=e’ ,我 们 已 得 到 处 处 收敛 的 (8) 式 ,对 于 对 数 函 数 , 当 1x| < 


1 时 ,由 于 
1 


=1-r+r +t 


T+ 
逐 项 积分 后 ,立即 有 , 当 |x|<1 时 ， 
dr _ _r z . 四 
hl+z)=] T= 汀 + 了 + +(-1) te, (14) 


这 就 是 尼 证 拉 - 麦 卡 托 当 年 的 作法 . 
4 对 数 的 高 散 处 理 FE(1) = lim (1+ 十】 的 证 明 ”从 历史 上 看 ,对 数 的 出 现 要 早 于 指数 .上 


文 说 的 欧 拉 的 贡献 都 见于 他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 一 书 ,出 版 于 1748 秆 ,但 纳 皮 尔 {John Napier， 
1550 一 1617) 在 1614 年 就 造 出 了 第 一 本 对 数 表 , 远 早 于 牛顿 的 微 积分 . 另 一 个 瑞士 人 比尔 吉 
(Jobst Biirgi,1552 一 1632) 也 在 1620 年 发 表 了 另 一 个 对 数 表 . 对 数 的 出 现 确实 直接 来 自 航海 的 
需要 .因为 航海 要 作 许 多 乘除 法 计算 ,当然 人 们 希望 用 更 简单 的 加 减法 来 代替 它们 .这 样 就 想到 
了 用 对 数 y = logs, 它 是 指数 函数 : = ?的 反 函 数 .对 数 的 底 6, 从 一 开始 并 不 是 10, 更 不 是 e， 
而 是 看 如 何 选 取 计 算 最 为 简单 而 定 .于 是 问题 就 成 了 给 定 一 定 的 t 如 何 求 相 应 的 y, 这 当然 是 很 
困难 的 .于 是 纳 皮 尔 和 比尔 吉 不 约 而 同 地 想到 ;把 问题 反 过 来 做 , 即 给 出 许 许多 多 的 y, 肯 用 备 运 
算 来 计算 pr ,得 到 许 许 多 多 的 .他 们 希望 这 些 : 尽量 密集 ,这 样 , 当 你 有 了 一 个 :以 后 ,很 有 可 能 
这 个 + 正 是 纳 应 尔 从 某 一 个 ? 算出 来 的 ,至 少 很 接近 纳 皮尔 算 过 的 值 ,于 是 你 就 得 到 了 相应 于 这 
个 :的 y, 或 者 说 ,就 得 到 了 这 个 计 的 对 数 ,至 少 是 其 近似 值 .但 是 用 玉 算 : 也 不 简单 ,除非 y 是 整 
数 .这 样 , 既 要 y 是 整数 ,因而 Ay = 1, 从 而 > 不 能 太 密集 .又 要 求 : 很 密集 ,这 个 矛盾 如 何 解决 
呢 ? 办 法 是 取 b 尽 可 能 接近 1( 但 6 关 1, 否 则 不 论 y 是 什么 值 ,+ = 1’ 总 是 1). 所 以 比尔 吉 取 wb = 
1 + 10”, 纳 皮尔 取 5 = 1- 107, 纳 皮尔 用 小 于 1 的 5 作 底 是 因为 航海 中 需要 计算 的 多 是 某 角 的 
正弦 ,因而 小 于 1. 如 用 大 于 1 的 6 作 底 ,对 数 将 是 负数 ,用 起 来 很 不 方便 . 

下 面 只 限于 讲 比 尔 吉 的 作法 ,我 们 亲 当 y 有 一 个 增 量 Ay = 1 时 ,At 是 多 少 ?+ 的 相对 误差 是 

Ar _(Lt+l0 一 (1+l >” 1 _Ay 


上 (1+10")” ~ 10 110% 
所 以 At 相当 小 ,而 : 的 分 布 很 密 , 上 式 其 实 就 是 差分 方程 
Ay _ 10’ 
型 = 二， (15) 
如 果 用 亦 三 “代替 y, 则 对 数 的 定义 式 与 上 述 差分 方程 成 为 
Az _ 1 
Ar 


一直) 6) 
这 里 ”= 10 ,如 果 令 wn 一, 风 极 限 情况 是 


dz _ 1 
dt 
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t=e 
这 就 是 e = lim {1+ 让】 的 真正 的 来 源 . 可 惜 我 们 不 知道 欧 拉 是 不 是 这 样 想 的 .但 是 欧 拉 对 他 发 


现 的 这 个 极限 似乎 情 有 独 钟 ,所 以 把 自己 的 姓氏 用 小 写字 母 写 上 去 了 .当然 ,这 不 是 “证 明 ”, 只 是 
一 种 启发 ,要 证 明 差分 方程 的 解 之 极限 确 是 微分 方程 之 解 ,并 非 易 事 .证 明 见 后 文 . 
现在 我 们 来 求解 差分 方程 , > = 0( 即 > = 0) 对 应 于 : = 1, 然 后 用 相同 的 步 长 Ay = 1, 即 


Az = 让 从 mm = 0 依次 得 到 分 点 zo < z， < … < xu ,而 相应 的 + 的 分 点 是 :6 = 1 < 之 … 


< Ast = 4 - ,是 不 相同 的 .但 这 并 没有 关系 ,因为 由 差分 方程 人 = 1 给 出 As = 二 , 亦 


t 
即 


1 


sda Nl 
把 它们 加 起 来 ,并 且 注 意 到 z。~ 0, 即 有 差分 方程 的 角 
N-1 
w= 人 (17) 
全 


显然 它 的 极限 即 
= 人. 


1 
因此 , 当 Az ~ 0 时 不 但 差分 方程 变 成 油分 方程 4 (2) = 二 ,而 且 差 分 方程 的 解 (17) 之 极限 也 正 
是 定义 对 数 函 数 的 积分 
现在 我 们 可 以 来 证 明 EC1) = lm {1+ 十】 了 .在 通常 的 油 积 分 教 本 中 都 要 先 证 明 此 极限 的 


存在 性 ,并 且 记 之 为 e, 我 们 的 工作 则 不 是 证 明 。 的 存在 (证 明 兄 通常 的 教 本 ) ,而 是 承认 它 的 存 
在 ,只 证 明 8= E(1). 


证 明 的 基本 思想 是 从 几何 着 眼 .y = E(t) 是 微分 方程 9 = y 的 解 ,另外 有 差分 方程 (5) 
名 =y. {18) 
可 是 差分 是 那里 算 起 呢 ? 如 图 2 - 1 一 1, 在 y= E(1) 上 取 两 点 P: (a, E(a)),Q: (a + 
Ela + 上) 为 了 在 P.Q 之 间 考 虑 通 近 y = EE(z) ,如果 要 从 了 开始, 则 用 下 (z) 过 近 玉 ( 芽 ), 这 
里 y = F(t) 的 差分 取 为 : 


Ay _y- F(a) 
全 = (181) 
也 可 以 从 蛋 开 始 ,用 G(t) 逼近 下 (4), 而 y = G(1) 的 差分 取 为 : 
Ay _ y- Gla+h) (18,) 
i 


At zi-a-h 
于 是 在 (18,) 的 情况 ,差分 方程 = y 成 为 
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A 2 Fe) F(a) 或 y= Fla) + F(a)(t -a). (191) 
Ar tu ” 


在 (18,) 的 情况 下 则 有 


Ay _ y- Gla +h) 


= Gla+t+h) 或 y= Gla+h)+ Gla th)lt -a-Ah). 《19:》 
Ar tit—-a—-h " 


了 Q(ath,E(at+h)) 


Pla, Ela)) 


|----—- 


图 2-4-1 


注意 到 (41) = E(1) ,所 以 E*(1) = E(7) ,但 是 前 面 我 们 已 经 说 过 ,Ei) > 0, 所 以 y= 
三 (1 是 一 条 向 目的 曲线 ,因此 它 必 位 于 1 = a 与 : = a + 两 点 之 切线 PT 与 QT 之 上 侧 ( 图 
2 -1 一 1), 如 果 我 们 记 PT 为 ?> = F(1),F(+) 之 表达 式 即 (191), 记 QT 为 y = G(#),G(1) 的 
表达 式 为 (19:) ,所 以 我 们 有 
E(!t) 之 下 (z)， E(1) > G(1), (20) 
而 有 旦 (1) = F(t) 只 在 上 = a 时 威 立 ,E(t1) = G(4) 内 在 1 = a + 时 成 立 . 


现在 我 们 把 + 轴 上 的 区 仁 [0.1] 作 ”等 分 :4 -0< 4 < … < = 1,4 = 二 .注意 到 EE(0) 
= F(0) = 1, 面 (19,), 给 出 
Fla+h)= Fla) + F(adk = (1+h)F(a), 
于 是 令 a = 人 .和 = 二 ,从 ;= 工 一 直 做 到 ; =w-1 有 


sa 人 j- (+ 二 il )- (二 (= 
= (2+) Fo = 人 + 二) (0) = (+ 二 ) 


n 


所 以 (1) = 上 + 二) 实际 上 就 是 差分 方程 (18, ) 之 解 .由 于 EE(1) 的 曲线 在 切线 PT 上 方 , 故 


E(1) > F(1) = 人 


用 类 似 的 方法 来 讨论 G(z). 上 面 我 们 求解 (19, ) 时 ,是 用 F(z) 来 表示 Fla + 六 ) ,对 于 
(19,) , 则 反 过 来 要 利用 G(a + A) 来 表示 G(a) , 即 由 (19,) 令 : = 0 得 出 
Gla) = Gae+hi-Gla+hh = (1L-Rh)Gta 帮 ) 


现在 我 们 从 a = 二 开始 ,而 4 = 二 ,注意 到 现在 不 是 E(0) = F(0) = 1 而 是 G(1) = E(1) 


n 
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而 不 知道 其 值 究竟 是 多 少 . 用 上 式 从 = 三 本 1 ,% = 上 开始 选 次 往 前 推算 ,有 


如 
BOD-cGO= (1- 1) c(2]- = 人 co) 


EE(1) 的 图 像 也 在 切线 G(1) 之 图 像 上 方 .现在 对 : = 0 应 用 这 个 事实 (上 而 是 在 1 = 1 处 应 用 
E(t1) > F(1) 的 ), 有 
1 1 


gw = 人 -oo < 人 -二 ov 人- 


nn 


综合 这 两 步 ,得 到 最 后 的 不 等 式 : 


(二 < ED < 人- 二) (21) 
这 就 与 通常 微 积分 教 本 中 则 时 考虑 两 个 序列 | [1 + 二 ) | 和 | - 二 ) | 完全 一 至 了 .不 过 在 
通常 教材 上 先 证 明 前 一 序列 上 升 而 有 上 界 ,后 一 序列 下 降 而 有 下 界 , 因 而 各 有 极限 ,并 且 证 明 这 
两 个 极限 相等 , 记 之 为 e. 现在 我 们 则 是 承认 这 个 事实 ,不 过 对 它 作 了 几何 解释 , 即 ，= E(z) 的 
图 像 在 任 一 区 间 [a ,a + 及] 上 均 在 其 左 . 右 两 端的 两 个 切线 上 方 , 然 后 把 [0,1] 分 成 个 等 分 ,并 
且 对 每 个 小 区 间 [一 ,二 ] 应 用 上 而 的 事实 :或 者 对 左 端 的 PT, 我 们 从 左 向 右 , 依 次 令 i = 


1,2，…'… 在 左 端 ; = 1 处 用 (0) = Ft0) = 1, 而 在 右 端的 i = = 处 应 用 EE(1) > F(1) 得 出 
ECD > {1+ 去 】 .或 者 对 右 端的 QT 则 由 右 向 左 ,依次 令 ; = 各 一 1,…,0, 并 在 i = 一 1 处 应 


用 E(1) - G(1), 在 最 左 端的 ; = 0 处 应 用 1 = EE(0) > G(0) 而 得 出 E() < 人 - 广 ) 各 


之 有 (21) 式 . 


注意 到 
lim (1 + 让 -6 
名 
立即 有 
EUD) = e. (22) 
这 就 是 我 们 最 后 的 目标 , 
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匀速 圆周 运动 ”周期 运动 在 自然 界 中 几乎 是 无 处 不 见 .天 体 的 运行 ,不 论 按 日 心 说 或 者 
按 地 心 说 ,其 最 简单 的 “组 成 成 分 "都 是 匀速 的 圆周 运动 , 正 因为 日 月 五 星 都 围绕 着 一 个 中 心 , 周 
耐 复 始 , 所 以 研究 它们 所 必需 的 三 角 函 教 ,在 十 希腊 数学 中 占据 了 很 重要 的 地 位 .与 上 一 节 讨 论 
指数 两 数 与 对 数 函 数 一 样 ,我们 要 从 微 积分 学 的 角度 来 看 待 它 ,但 是 微 积分 学 既然 开始 于 力学 
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(其 中 包括 运动 学 ) ,我 们 也 就 从 运动 学 的 角度 一 一 即 只 讨论 速度 与 加 速度 ,而 不 讨论 产生 其 速度 
的 原因 一 一 来 讨论 三 角 函 数 ， 


一 切 研究 工作 都 应 该 从 最 简单 的 情况 开始 . 牛顿 力学 始 于 勾 速 0 
直线 运动 ,从 这 里 有 了 惯性 系 的 概念 .在 讨论 周期 运动 时 ,我 们 自然 
从 匀速 圆周 运动 开始 . “) 
表示 平面 上 的 运动 当然 用 平面 向 量 为 好 ,圆周 运动 则 用 极 坐 标 
最 方便 .以 下 我 们 以 圆周 运动 的 中 心 O 为 极 坐标 原点 (如 图 2 - 2 ~ 4 


1 ,以 一 个 指定 的 加 OA 为 极 轴 , 于 是 一 个 点 了 决定 了 一 个 向 量 OF 

所 有 的 向 量 均 分 成 两 个 分 量 一 即 轴 向 的 与 横向 的 .在 这 两 个 方向 

上 的 单位 向 基 记 为 p 与 8, 一 点 P 的 辐 角 yp 不 受 任何 限制 : - % < 图 2 .2_1 
之 + 0 所 以 pg 与 p+2kx,k 一 0 = 二 ,+l, 土 2… 表 示 同 一 个 点 ， 

这 使 ?恰好 适用 于 表示 周期 现象 -而 的 多 值 性 则 时 常 是 产生 问题 的 根源 , 正如 大 家 都 已 习惯 了 
的 ,角度 用 弧度 表示 ,但 是 在 微 积分 中 弧度 有 时 表示 鹿 形 面积 占 全 圆 面积 的 百分比 (全 贺 的 面积 
= (半径 )? x x 弧度 ) ,有 有 时 表示 角度 .但 是 它 总 是 无 量 网 量 . 匀速 圆周 运动 就 是 角速度 = 常数 
的 情况 .ea 的 单位 是 弧度 / 秘 , 但 是 我 们 时 常 以 每 秒 绕 贺 心 的 冰 数 w 度量 角速度 ,因此 其 单位 是 


膨 / 秒 ,w = 赤 , 所 以 匀速 贺 半 运动 的 方程 是 


P= af = 2rout， (1) 
后 面 的 表示 法 是 更 常 用 的 .在 一 般 地 刻画 周期 运动 时 ,a 称 为 频率 ,。 称 为 图 频率 .它们 的 量 纲 均 


1 
为 示 - 


rd 


(3) 人 b) 
图 2-2-2 


下 面 我 们 在 极 坐标 中 计算 运动 学 的 主要 变量 ;速度 和 加 速度 ,因为 我 们 要 在 这 个 基础 上 建立 
三 角 函 数理 论 ,所 以 请 读者 注意 ,这 里 完全 不 许 使 用 三 角 函 数 知 识 . 若 己 点 之 极 坐标 为 (r ,p) , 注 
意 到 随 着 时 间 的 变化 ,p 与 9 大 小 虽然 都 不 变 (1 p 1= 1 8 | = 1), 但 是 其 方向 是 改变 的 ,所 以 ,由 
OP = zp, 对: 求 导 后 可 以 得 到 
dr 


d 一 
移 二 下 OP = + 音 
=7rp+mp, (2) 
这 里 我 们 按 咎 顿 的 作法 ,用 上 加 一 点 表示 对 时 间 上 求 导 ， 
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现在 来 计算 .= 是 p .如 图 2 - 2 - 2 的 (a) 作 单位 加 , 若 p 记 为 [入 ,经 过 时 间 dt 后 ,车 了 沿 


单位 贺 变 成 P, 则 有 一 个 卉 量 dp 即 PE, 它 对 于 圆心 张 一 个 角 dg, 因 此 接 弧 度 计 ,利用 
1 OP 1 = 1, 即 知 dp 之 大 小 即 dg, 而 其 方向 则 是 切线 方向 PP', 即 9 方向 ,总 之 


.dp _ dp， ， 
PP= 和 = = 90. {3) 


记 的 方向 恰好 与 p 正 交 . 
再 看 加 速度 a. 由 (2) 


a=v=rp+t2rp+ -型 
= fp +2790 + r(80 + 98). (4) 
所 以 现在 又 要 计算 6, 再 看 (图 2 - 2 - 2,b) 的 单位 加 .车 在 无 穷 小 时 间 dt 内 OF 变 成 了 OP”,6 由 
已 点 处 切线 上 的 单位 向 量 E 池 变 成 P" 处 切线 上 的 单位 向 量 PT" ,而 db 就 是 向 是 了 ,将 PT 平移 
为 PR, 则 TF = 六 ,而 由 于 PT 上 OP,PT' 上 OP' ,而 且 | OP1= 1PT1= 1 那么 ,和 人 POP: 
二 全 TPR. 这 样 , 当 dy 为 无 穷 小 量 时 , TT | PT 因而 指向 叙 心 O 而 且 方向 相反 ,这 样 
= 里--3 jp (5) 


代入 (4) 式 . 即 得 
= rpt+(2ryp+ryg)0 -ryp 
= (7 ~- roi)p + (2r9 + rp)e. {6) 
在 这 个 计算 过 程 中 ,我 们 时 常 容许 一 些 误 差 .但 是 读者 会 看 到 ,车 以 dy 表示 一 阶 无 穷 小 量 , 则 我 
们 上 略 去 的 都 是 关于 dg 的 高 阶 无 穷 小 量 . 在 第 三 章 中 ,我 们 将 指出 ,路 去 高 阶 无 穷 小 量 是 微分 学 的 
基本 思想 ,而 且 全 章 就 是 为 了 说 明 这 个 思想 怎样 由 它 最 初 的 形态 ,发展 到 它 的 现代 的 形式 ,构成 
整个 微分 学 .所 以 现在 我 们 就 不 去 讲 它 了 . 
以 上 讲 的 适用 于 一 切 运动 .如 果 把 它 应 用 于 圆周 运动 ,而 以 该 圆周 的 中 心 为 极 坐 标 原点 ,将 
得 到 + = 常数 ,从 而 > = 0,> = 0( 但 是 p 因为 方向 会 变 所 以 不 是 常 向量 ) ,而 (2) 式 变 成 
也 = rp'0, (22) 
这 就 是 说 ,图 周 运 动 只 有 切 向 速度 ,大 小 为 | rp | 即 我 们 所 熟悉 的 线 速度 = 半径 x 角速度 . (6} 
则 成 为 
a =— rp p+ rp. (6') 
它 由 两 部 分 组 成 :一 是 径 向 加 速度 - rp?, 亦 即 我 们 常 说 的 向 心 加 速度 , 另 一 部 分 是 切 向 的 线 加 
速度 = 半径 x 角 加 速度 . 
再 看 匀速 贺 周 运动 ,这 时 = a = 常数 ,于 是 区 = 0 而 由 (6 ) 有 


2 一 
让 芒 --* (0) 


这 是 一 个 二 阶 常 微 分 方程 .下 而 我 们 所 要 作 的 事 就 是 从 这 样 的 方程 来 定义 三 角 函 数 .这 里 我 
们 还 要 提醒 一 下 :推导 出 (6") 时 ,我 们 只 利用 了 一 些 运 动 学 的 概念 ,即时 间 、 空 间 、 速 度 与 加 速度 ， 
而 完全 没有 利用 动力 学 的 概念 如 力 、 功 、 能 量 等 等 .下面 我 们 还 会 把 这 些 动力 学 概念 用 于 方程 
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(6”) 的 研究 . 
2, 指数 函数 与 三 角 酉 数 。 平面 向 量 部 可 以 用 复数 来 表示 .所 以 现在 我 们 用 * = xz(1) 来 表 
示 芒 ,而 方程 (6”) 就 成 了 


z(t)+az(i) = 0. 《7) 
如 果 分 开 实 姬 部 : z(1) = z(z) + wv 二 1y(:) 就 有 

X(t) + a x(t) = 0, (8,) 

II) + or y(t) = 0. (8,) 


我 们 通常 用 i 表示 Vv 一 1, 但 有 的 物理 学 家 反对 ,他 们 认为 1 通常 将 示例 如 电流 ,所 以 主张 用 j 代替 
之 ,但 还 有 物理 学 家 反 层 相识 说 j 有 时 也 表示 某 个 物理 量 ,例如 电流 密度 . 所 以 大 家 都 同意 ,在 有 
可 能 引起 疑义 时 ,就 用 v 一 了 表示 虚数 单位 .不 论 如 何 , 这 样 一 来 ,复数 进入 了 . 这 时 我 们 只 要 注 
意 一 点 :把 V1 当 作 常 数 处 理 ,因而 可 以 进入 或 移出 微分 与 积分 号 外 .这 不 是 一 个 只 图 一 时 方 
便 的 约定 ,而 有 很 深 的 道理 .在 讨论 线性 空间 时 ,我 们 应 该 讲 明 ,“ 系 数 " 在 娜 一 个 域 ( 域 就 是 可 以 
进行 四 则 运算 的 地 方 ) 中 . 是 实数 城 还 是 复数 域 ,线性 空间 的 基本 定理 都 不 会 改变 (但 是 欧 氏 空 
则 相应 的 对 象 叫 埃 尔 米 特 空间 ). 所 以 ,引入 复数 就 意味 着 现在 取 复 数 域 作 为 “ 基 域 ". 基 域 中 的 元 
素 就 是 常数 .(7) 或 者 (8) 是 二 阶 常 微 分 方程 . 即 令 在 复数 城中 其 柯 西 问题 之 解 的 存在 与 唯 .性 
定理 仍 成 立 ,因为 一 个 复 的 常 微分 方程 如 (7), 在 分 开 实 虚 部 后 就 成 为 一 组 两 个 实 的 常 微 分 方程 
如 (8,),(8, ). 不 过 这 时 的 初始 条 件 应 该 是 给 定 初始 位 置 与 初速 , 即 给 出 

zt0) = A, 2(0) = B. (9) 


不 过 A 与 8B 现在 都 是 复数 . 
为 了 求解 方程 (7) ,我 们 不 妨 与 $1 中 求解 指数 方程 9 = XE 来 比较 ,在 那里 我 们 发 现 了 其 


解 为 E(1) = Ce” ,就 是 说 指数 函数 与 其 导数 为 “同类 项 " .既然 如 此 ,与 基 高 阶 导数 自然 也 是 “ 同 
类 项 ”. 所 以 我 们 不 妨 试 一 下 看 (7) 是 否 有 一 解 可 以 写 为 (2) = Cex? 不 过 1 与 C 现在 都 应 该 是 
复数 ,好 在 上 而 我 们 已 指出 ,哪怕 复数 也 可 以 当成 常数 处 理 . 故 以 Cer 代入 (7), 即 得 
CO + oa) = 0. 

此 C 仍 为 未 定常 数 ,而 4 = 上 = ia, 因此 得 到 (7) 的 两 个 解 

X(t) = ee, ze 
注意 忆 与 zx, 并 不 线性 相关 ,即使 在 复数 域 中 也 不 是 .所 以 这 就 给 出 了 (7) 的 基本 解 系 .而 (7) 之 
一 切 解 均 可 表 为 


zf) = Cizi(1) + Cz, (1). 
这 里 C, 与 C: 是 任意 复数 .只 要 适当 选取 C,, C， 就 能 满足 任意 的 初始 条 件 (9)， 
分 开 z, (4) 之 实 部 虚 部 并 引信 新 记号 , 即 得 
Z(t) = C(1) + V1S(0). 
注意 到 zi(0) =1=1+v=-1.0z(0) = Via-0+vTi. cy 即 知 
C(0) = 1, C (0) = 0; 
S(0) =0, 5(0 -a. 
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因此 关于 C(z) 与 S(+) 立即 有 


CraC=0, 
| 。 (10,) 
C0) = 1,C {0)} = 0. 
S+mS=0, 
| 。 (10,) 
S(0) = 0,5 {0} = a. 
我 们 立刻 就 会 看 钊 
Ci = eo0s at, S(1) = sin at. 
这 是 因为 :由 唯一 性 定理 ,自然 有 
EI = cos ol + VT 1sinat. (11) 


(11) 式 是 极 重要 的 殉 拉 公式 ,而 且 公认 是 最 漂亮 的 数学 公式 之 一 .我 们 还 想 多 说 一 些 话 . =() = 
cos af + V1 sin at 为 什么 成 立 ?我 们 再 细 细 分 析 一 下 .这 个 式 子 之 成 立 是 我 们 实际 验证 的 结 


时 ,验证 中 的 关键 步 又 又 是 证 明生 引 ) & = cos 9. 证 明 这 个 求 导 公式 当然 不 会 用 到 (11) 式 ,因此 没 
有 循环 论证 之 娩 . 但 是 它 用 到 了 微 积分 中 另 一 个 重要 的 极限 式 
= 1. 《12) 


这 个 极限 式 与 另 一 个 极限 式 Jin = 1 -1 同时 被 称 为 两 个 最 重要 的 极限 式 .既然 已 经 有 了 (11) 


式 ,当然 就 会 问 ,这 两 个 极限 式 的 关系 是 什么 ?我 们 先 把 话说 在 前 而 :(12) 式 其 实 与 后 一 极限 是 
局 一 回 事 . 这 一 点 我 们 慢 慢 道 来 . 且 先 问 一 下 ,(12) 式 在 微 积 分 教 本 中 是 怎样 证 的 ? 它 的 基础 是 ， 
当 8 充 分 小 时 (不 妨 设 它 为 正 ) 

sing<b<tanb， (13) 
这 里 8 要 按 弧度 计 ,因为 著 把 弧度 按 红 长 来 解释 ,这 个 不 等 式 就 是 

弦 长 < 弧 长 < 切线 长 . 

但 是 如 果 青 追究 一 步 ,何以 知道 这 个 不 等 式 成 立 就 会 发 现 它 很 不 好 证 .因此 在 微 积分 教 本 中 至 少 
在 这 里 是 用 扇形 面积 来 解释 弧度 的 .把 问题 归结 为 面积 有 很 深 的 含意 ,我 们 暂时 把 它 放 在 一 边 ， 
而 承认 (13) 式 ,用 sin 0( 这 是 正 数 ) 通 除 (13) 式 , 又 有 

1< 05< sts 
于 是 只 要 证 最 后 一 项 极限 (9 -> 0 时 ) 为 1 即 可 ,用 信息 公式 
cos[2 ' #)- | = | 人 -2 到)- 1| 
=2sin 了 <2. (2) (am sn < 5) 
故 当 8 0 时 ,cosg 一 1, 而 基本 的 极限 式 (12) 得 证 . 

信和 外 公式 的 来 源 是 和 角 公 式 , 例 如 


cos(, + 0,) = eos H, cos 0, — sin 0, sin 6,. 


ls- = 


它 的 证 明 当 
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4 0<0,0, < 901+ < 六 (14) 
有 B 时 确实 是 十 分 容易 的 . 因为 如 图 2~2 一 3 
cos( 人 P+) = 请 = OC 


= OD - CD = OB cos 0, — ABsin /BAE 

= OAcos dcos 8, — OAsin ,sin 0, 

= cos lcos O, — sin Hsin 0, (94 = 1). 
这 里 只 要 注意 到 和 BAE = 9, 即 可 ,但 是 即使 在 中 学 里 学 三 角 学 时 ， 
许多 老师 以 及 细心 的 同学 都 知道 ,如 果 条 件 (14) 不 成 立 , 则 不 但 是 
证 明和 角 公式 ,甚至 画 一 个 适当 的 图 也 非 易 事 . 这 一 切 告 诉 我 们 ,经 典 的 中 学 教 本 讲 三 角 函 数 的 办 
法 ,不 仅 谈 不 上 简洁 (更 不 谈 优美 了 ) ,而 且 相 当 烦 琐 ,使 人 难得 要 领 ,更 不 说 发 展 其 实质 了 .所 以 上 
面 讲 的 一 切 ,虽然 是 对 的 ,我 们 宁可 把 它 放 在 一 边 ,进而 用 其 它 方法 证 明 C(z),S(z) 确实 是 余 孩 、 正 
纺 了 .目前 ,尽管 我 们 心里 明白 结果 是 这 样 , 却 不 淮 用 这 个 结果 ,这 样 我 们 需要 重新 解释 
ae = CH) + VTISG) (15) 


| 


《为 简单 起 见 ,我 们 取 «=1). 
现在 我 们 国 到 义 速 圆周 运动 , <(*) = eV 就 是 一 个 在 单位 图 周 上 以 匀速 a( = 1) 运动 的 动 
点 ,而 C(z),S(#) 正 是 z(:)( 亦 妈 向 量 O 疡 ) 在 坐标 轴 上 的 投影 .7 与 z 轴 的 交角 6 = or(= 7) 


是 = 的 辆 角 .这 样 一 来 我 们 就 采用 了 在 中 学 时 就 应该 已 经 讲 过 的 -一般 角 9{ 不 一 定 限 于 0 < 6 < 
计 ) 急 下 路, 你 训 定 义 了 : 


C1) = cos 1, S{1) = sin t. 

这 样 做 的 好 处 就 是 我 们 不 必 再 受 (14) 式 那样 的 限制 . 当然 这 意味 车 如 和 角 公 式 这 样 简单 的 东西 都 
得 重 证 .这 样 也 好 ,我 们 可 以 系统 地 用 (15) 式 以 及 er 满足 方程 (7) 和 初 值 条 件 (30) 来 得 出 有 关 正 
余弦 函数 的 全 部 性 质 ,以 此 强调 我 们 是 走 一 条 与 中 学 数学 不 同 的 路 .我 们 现在 讲法 与 中 学 里 的 讲法 
最 重要 的 区 划 何 在 呢 ? 把 一 个 向 量 分 解 成 z 与 y 轴 两 个 方向 的 分 向 量 之 和 ,这 并 没有 什么 出 奇 之 
处 .可 是 当 我 们 用 运动 学 的 思想 来 看 待 它 时 ,就 发 现 匀 速 圆周 运动 有 向 心 加 速度 这 个 简单 事实 现在 
成 了 一 个 常 微分 方程 (7) ,而 且 发 现 匀 速 圆周 运动 可 以 用 e "来 表示 .这 样 向 量 之 分 解 为 分 向 量 就 
变 成 了 欧 控 公 式 (11). 于 是 ,这 个 公认 的 数学 中 最 法 亮 的 公式 从 运动 
学 的 观点 看 来 ,原来 简单 如 此 ! 因为 想法 不 同 ,所 以 还 保留 记号 CC4) 
与 S(7) 一 直到 最 后 再 改 问 习惯 的 eos ,sin 4. 0 < p 

加 具有 近乎 完美 无 使 的 对 称 性 (直线 当然 也 如 此 ,不 过 直线 可 {~ 
以 遂 是 半径 为 无 穷 大 的 疗 ). 对 称 性 是 整个 数学 的 最 基本 的 基础 之 局 < 
一 .我 们 当然 现在 还 不 能 讲 得 太 云 ,但 就 我 们 “看 得 见 " 的 圆 的 对 称 上 
性 ,立即 可 得 出 : 

lz(2) 1 = C(t) + S10) = 1. 

当然 您 可 以 说 这 就 是 勾 股 定理 或 者 什么 别 的 东西 . 要紧 的 是 ,不 论 
辑 角 多 少 , =(7) 之 长 总 是 不 变 的 ,这 当然 是 对 称 性 .其 次 看 “特别 角 " 图 2-2 1 
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的 正 余 忠 之 值 .因为 是 色 速 < = 1 旋转 ,所 以 每 2 个 单位 时 间 回 转 一 周 ( 所 以 2x 即 周期 ), 又 因为 
旋转 是 匀速 的 ,所 以 在 子 个 周期 中 必 转 过 于 个 单位 图 .这样 在 ， = 0, 下 ,x 六 x,2r 时 =(z) 位 于 
4,B,C.D,A 诸 点 .由 对 称 性 和 它 在 = 或? 轴 上 之 投影 或 为 0, 或 为 1, 总 之 在 这 些 特别 角 上 , 依 
次 有 

eT = TV -1,- Vl,l. 
再 看 六 对 x 轴 ,y 轴 (以 及 原点 ) 之 对 称 性 , 恢 次 得 到 了 之 对 称 点 QQ,R,S( 图 2 -2 一 4) ,其 辐 角 分 
别 为 x 一 1x + ,一 + 由 图 即 见 


Ciro—t)=- CC), Clxa+tt)=- C(t), C(-1) = C(i), 
Sr- it) = S(t), S(r+t)=-5(), S$(-1)=~ St) (16) 
(16) 每 行 中 最 后 的 公式 即 C(t) 与 S(t) 分 别 是 偶 函 数 与 奇 函 数 .最 后 再 加 上 周期 性 
EM eT, Cl t+2Rr) = C(t), S(t +2kr) = S(t#). (17) 


以 上 诸 公式 我 们 列 为 一 组 - 

第 二 组 性 质 与 "相位 "(phase) 有 关 . 和 什么 叫 相位 ,并 没有 明确 的 答案 .但 是 此 词 是 从 天 文学 中 
借 来 的 . 例如 月 亮 的 贺 缺 .阴历 初 一 ,天 上 完全 没有 月 亮 , 是 为 凌 日 ,然后 有 上 芝 ,新 月 如 芽 , 直 到 
望 日 (阴历 十 五) 满月 ,然后 是 下 弦 月 ,终于 月 亮 完全 消失 ,又 到 了 下 一 个 朔望月 ,这 就 是 月 相 , 是 
一 个 周期 内 月 亮 处 于 什么 “阶段 "一 一 阶段 英文 也 可 时 phase. 但 是 为 了 讲 C(z),S(z) ,还 是 用 月 
亮 在 24 小 时 内 的 升降 -一 -这 是 由 地 球 自转 造成 的 一 一 来 解释 更 好 .如 果 把 图 2 - 2 - 4 中 的 圆 看 
作 地 球 的 剖面 ,我 们 说 C{z) ,St) 是 在 坐标 轴 上 的 投影 ,可 是 坐标 轴 的 选取 有 相当 大 的 任意 性 ， 
4 点 的 永 平 轴 ( 指 向 地 平 线 ) 是 y 轴 , 而 铅 直 轴 ( 指 向 天 顶 ) 则 是 z 轴 , 换 到 B 点 .B 的 水 平 轴 恰 
好 是 4 的 错 直 轴 , 而 B 的 锁 直 轴 则 是 A 的 水 平 轴 . 因 此 A,B 两 点 的 C(z),S(1)( 各 加 下 标 A， 
了 以 示 区 别 ) 是 互 换 的 .如 果 有 人 在 A 点 ,他 的 时 间 用 * 表示 ,于 是 在 :=0( 傍 晚 6 时 ) 月 亮 出 来 
了 :下 出 于 东 出 之 上 ,徘徊 于 斗牛 之 间 ,他 看 见 的 月 亮 高 度 S(z) 由 S(0) = 0 逐步 变 成 S(z) >0， 


直到 += 至 (半夜 12 时 ) 月 正中 天 ,S|[ 卫 )=1. 如 果 日 处 还 有 一 个 人 ,他 的 时 间 是 r, 则 当 1 = 各 


时 ,r=0, 于 是 卫 看 见 月 亮 升 起 到 地 平 线 上 上 即 S(0)=0-r= 林 时, 对 且说 来 恰好 是 半夜 ,而 对 A 
说 来 已 是 : = r, 到 了 天 亮 了 ,月 落 乌 喀 霜 满 天 ,S() 又 变 成 了 0. 总 之 r= 子 , 这 时 我 们 说 + 的 


相位 “提前 ”了 ,或 者 由 4 一 + 地, 我 们 也 可 以 说 + 有 了 "滞后 "了 .由 图 2 一 2-4 看 到 S,(:)= 
Ca(1) ,Ca(1)= -Sn(t), 所 以 ,以 4 为 准 (路 去 下 标 ) 

st) = C 人 -于 )， ct =-s(: -至 }- (18,) 
或 者 以 B 为 准 ,同样 赂 去 下 标 ,又 得 到 


s(1+¥)= cl, cet)=- SC (18,) 


由 此 可 见 ,C(e) 和 S(z) 其 实 是 一 回 事 ,无 非 有 一 个 相位 关子 而 已 .至 于 是 “提前 " 还是“ 滞后”， 
就 看 对 哪 一 个 函数 而 言 .例如 对 钞 数 y = f(t) ,y = f(t - a),a > 0 的 图 像 就 在 其 右 方 相 虐 a 
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处 ,所 以 是 f(t) 的 相位 “提前 ", 同 样 y = f(z + a),a >0, 就 比 y= 扰 轨 的 相位 "滞后 ”名词 并 
不 重要 ,重要 的 是 于 与 - 素 决 不 可 混 洒 

把 (18,) 与 116) 的 最 后 一 个 式 子 ( 奇 偶 性 ) 合 起 来 ,就 得 到 中 学 生 都 熟悉 的 

sin( 持 -= eos 7, cos (=)= sint. 
而 且 在 直角 三 角形 中 ,大 家 都 知道 这 就 是 两 个 锐角 互 余 ,现在 我 们 不 限于 直角 三 角形 ,而 且 看 见 
一 大 堆 公 式 ,其 实 都 是 相位 差 的 问题 .例如 
cos(r 一 上) = co( 到 + 也 一 =-sin[ 皇 - = eo £» 

等 等 ,都 有 多 种 方法 “证 明 " 或 “变形 ". 可 是 真正 重要 的 是 相位 问题 . 

可 是 相 拉 问题 的 重 哥 人 性 还 不 止 于 此 -例如 对 于 (3) 式 p= VvV 一 198, 如 果 令 p 为 e ,其 中 
a>0,9(1) = V1at,dg = V -1adi, 而 用 复数 表示 ,(3) 就 成 为 


oe -a 


了 -ia 
村 = Vv-l1ae " 


= we ie 
= ae (ef). (19) 
所 以 ,= = eiw 求 导 后 ,一 方面 "振幅 " 放大 | a | 傍 , 另 一 方面 相位 六 后 子 (如 果 a < 0, 就 应 把 


它 写 为 e "这 时 仍 会 得 到 "振幅 "( 即 模 | = 1) 放大 1 | 入, 但 相位 会 沸 后 学 .与 此 类 似 ,车 
对 = 乘 以 基 个 复数 se 1* ,而 1a | > 0, 则 不 但 有 的 振幅 会 放大 a 偿 ,而 且 也 有 相位 滞后 到 .这 
些 现象 在 物理 学 中 十 分 重要 . 
三 角 岗 数理 一 类 性 质 与 加 法 定理 有 关 , 现在 我 们 已 经 看 见 了 , 三角 函 数 通 过 欧 拉 公式 其 实 归 
结 为 指数 函数 .而 指数 函数 最 引 人 注 目的 性 质 是 加 法 定理 ,那么 加 法 定理 在 三 角 函 数 上 有 什么 体 
现 呢 ?看 e i" 与 er” .一 方面 出 欧 拉 公式 
er = Clg + gi)+ V1S(g + 9). 
另 一 方面 由 指数 函数 的 加 法 定理 有 
eV etn .en = [Cp) +t VTis(g) lc pg) + VTISCg,)]. 
所 以 这 两 个 式 子 双方 必 相 等 .分 开 其 实 、 虚 部 立即 得 到 三 角 函 数 的 加 法 定理 
Co + pa) ~ Cp )C (gs) - S(g)S( gp,), (201) 
S(pi+ ga) = Sg )C(p) + Cg)S(g,). (20,) 
有 了 加 法 定理 自然 也 就 有 了 倍 和 角 公 式 ,半角 公 式 等 等 . 
现在 我 们 看 到 一 个 现象 :同一 个 结果 可 以 用 多 种 不 同方 法 证 明 . 条 条 大 路 通 罗 马 ,使 人 简直 
不 知 所 从 了 . 便 如 ,全 C(1) = - S(1) ,用 SC(:) = CC ) ,就 有 多 种 方法 证 明 : 用 指数 函数 的 求 导 公 


式 加 上 欧 拉 公式 


ee /te SCDO+V=TC6D， 
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dr _ aa _ — 4 
C+ V1s()) = HCH) + 1 rs (2). 


比较 双方 实 虚 部 也 可 以 得 到 同样 结果 . 
我 们 还 可 以 用 相位 滞后 加 上 网 拉 公式 来 证 .因为 上 面 我 们 已 经 得 到 了 指数 函数 求 导 后 相位 


滞后 


3 


Be en) = cfr 3): is( + ) 


有 + 吝 )=- SG),s (e+ 于 )= C00), 代 入 上 


式 又 一 次 得 到 子 C (= 一 SC fs) = Cla). 


同一 个 铺 果 可 以 用 多 各 不 同居 和 到， 这 当然 不 是 偶然 的 事 , 这 后 而 是 否 还 隐藏 着 更 深刻 的 
东西 呢 ? 是 的 ,本 书 第 五 齐全 章 就 是 讨论 这 里 的 问题 

总 结 以 上 的 讨论 就 可 以 看 到 ,我 们 的 出 发 点 就 是 指数 函数 是 一 个 微分 方程 的 解 . 从 运动 学 的 
角度 来 看 待 这 些 问题 之 所 以 取得 成 效 ,也 是 因为 匀速 国 周 运动 的 向 心 加 速度 公式 就 是 *(z) 所 应 
满足 的 微分 方程 .所 以 我 们 是 通过 eT 所 满足 的 微分 方程 得 出 了 三 角 函 数 的 性 质 而 完全 没有 利 
用 直角 三 角形 的 边 角 关 系 .但 是 C(:),S(1) 也 直接 地 是 常 入 分 方 种 柯 西 问题 (10) 的 解 (我 们 为 
简单 计 是 限于 “ = 1 的 情况 ), 能 否 直接 由 它 ( 仍 令 。= 1) 得 出 C(z),S(z) 的 性 质 呢 ? 这 里 又 通 
到 了 上 面 说 的 “条 条 道路 通 罗马 " 的 状况 ;上面 讲 的 许多 佳 质 都 可 以 这 样 得 出 ,但 为 此 我 们 先 把 
(10) 化 成 一 个 方程 组 讨论 起 来 更 容易 .以 (10,) 为 例 , 令 5 (+)》 = 5(1), 读 者 会 感到 ,这 不 是 利用 
到 3 全 = 各 an， = eos + = CC1) 吗 ? 何 必 嗓 设 它 是 (1 更 ?注意 ,前 面 证 明 3S =- C(t) 用 的 
古 相位 和 指数 现 数 的 微分 方程 ,我 们 现在 则 想 用 (10), 所 以 暂时 还 不 知道 3 (z) 是 什么 ,只 好 宇 
为 C(1) ,于 是 有 


(1) = 801) =- S00), 
ED = $0) =- C0). 


利用 它们 一 方面 得 出 C(2)+ C1) =0, 另 一 方面 , 令 : = 0 又 得 E(0) = 4,C (0) = 0, 总 之 C(z) 
是 以 下 柯 西 问题 之 解 : 


Er = 0, 
CD -1 C0)=0. 
但 这 就 是 (10,)( 令 。=1), 于 是 由 叭 一 性 定理 知 世 (1) = Cz) 这 也 算是 里 sin := os t 的 " 另 证 " 取 1 
总 之 我 们 有 了 一 个 党 微分 方 窒 组 


C=- S00), 8S() = cn， 
C0) = 1, S(0) = 0. {21) 
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有 了 它 ,许多 性 质 的 证 明 都 十 分 容易 了 ,例如 C*(:) + S*(:) = 1 的 证 明 如 下 ; 
是 [Co + SO = 2[C()C 0) + SCOS (0)] 
= 2[~ CU)S() + C(t)S(2)] = 0. 
所 以 ,Ce(z) + S?(z) 之 值 不 随 :变化 ,因此 
C+ SE) = C0) + 50) = 1. 
又 如 加 法 定理 的 证 明 , 注 意 到 
是 [S(D)c(e -站 + C(D0S(e -9 = Ccla -0) + St)s(e -日 


— S{1}Sta ~ 1) -ClijC(a -1)=0. 
所 以 S(a)}Cla -te)+ Cl)S(a-t) = S(O)C(a -0)+ C0)S(a -0) = S(a). 令 a=zr+ 
yyt = 工 , 即 得 

S(r t+y)= Sr)cCty)+C(z)S(3y). 
这 样 “证 ”下 去 ,不免 令 人 感到 烦琐 而 无 新 意 ,但 是 下 面 我 们 就 立刻 会 得 到 引 人 注 目的 结果 了 .上 
一 节 我 们 给 出 了 指数 函数 e 的 震级 数 展开 式 


ef 二 DE 
如 果 把 上 改 成 Vv - 1+ ,然后 局 在 式 右 分 开 实 部 与 部 ， 将 有 
To Cl + VIISG) 
= -+ 条- (条 + 和 
所 以 
3 3 
0 = Dp rnt (22,) 
C(t)=1- 下 + 有 -=- = Dr 二 并 (22,) 


这 两 个 震级 数 对 一 切 !( 不 论 实数 还 是 复 数 ) 都 是 对 的 ， 而 且 可 以 逐 项 全 分 、 逐 项 积分 . 
我 们 也 不 芒 直接 把 (22, ) 与 (22, ) 代 入 方程 组 (21) 及 相应 的 初始 条 件 就 知道 这 两 个 级 数 确实 
会 它们 ， 


现在 要 回答 遗留 下 来 的 一 人 = -19 一 方 
面 可 以 说 它 太 容 易 , 不 是 道 了 ;用 级 数 (221) 立即 可 知 ,但 是 这 个 证 明显 然 “ 不 好 ", 因 为 它 没有 给 
我 们 任何 新 的 启发 ,所 以 我 们 来 看 另 一 条 “道路 ” 籁 积分 中 另 一 lm -1 
是 怎么 证 的 ?当时 我 们 利用 中 = 1, 可 知 

le 外 . (23) 


ko0uae-， 
二 是 这 个 极限 就 是 和 oe J--o。 = 1. 注意 ,我 们 有 意 引用 记号 z, 它 一 般 是 代表 复数 的 .那么 
就 要 间 :如 果 一 个 函数 (zx) 自 变量 是 复数 z, 则 
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flzo + Az) — f(z0) 
7 -加 人 和- 


对 不 对 ?应 该 说 对 .只 要 右 方 的 极限 存在 即 可 ,但 是 复 的 Az -> 0 比 之 实 的 At 一 0 内 售 要 丰富 得 
多 .如 果 At 是 实 的 , 则 At 一 0 无 非 是 人 左 侧 或 右 侧 趋 于 0, 而 当 At 是 复数 时 ,At - 0 的 方式 就 
是 复杂 得 很 难 想象 了 .因此 当 = 为 复数 时 ,会 有 极限 是 一 个 极 强 的 条 件 ,所 以 我 们 就 要 问 ,Kx) 
= e 有 没有 导 教 呢 ? 复 自 变 重 西数 的 求 导 是 一 个 很 深刻 的 问题 ,下 一 章 4 专门 讨论 它 ,而 且 恰 
好 ge = e 总 是 对 的 .于 是 我 们 来 看 (23) 式 ,并 设 其 中 ! 是 复 的 .如 果 + 之 虚 部 为 0, 则 * -~ 0 就 
意味 着 实 变量 :一 0, 这 时 (23) 式 就 成 为 

名 


如 果 : 是 纯 弄 的 :+: = 一 1z ,而 实 变量 z 一 0, 则 因 
er-1 cosr-l, sinz 
iv > 
所 以 (23) 式 分 开 实 虑 部 就 给 出 两 个 极限 式 


=1. 


于 是 我 们 看 到 , 微 积 分 中 两 个 基本 极限 其 实 是 同一 个 极限 的 两 个 特殊 情况 ， 

但 是 这 算 不 得 一 个 证 明 ,只 是 一 条 “道路 "(approach》, 要 把 它 变 成 证 明 , 还 得 补 上 复 自 变量 
医 数 求 导 的 许多 知识 ,说 它 是 “道路 ", 因 为 它 引导 我 们 而 对 这 许多 新 问题 ， 

3. 皮 三 角 窗 数 现在 我 们 已 经 完成 了 通过 微分 方程 来 定义 C(1) 与 S{1) 并 研究 它们 的 性 
质 ,完全 证 实 了 它们 就 是 中 学 学 过 的 cos i ,sin + .所 以 下 而 我 们 不 再 使 用 C(z) .S(z) 这 两 个 记号 
了 . 阿 样 V- 工 也 采用 原来 熟悉 的 i 来 表示 . 

现在 我 们 要 讨论 止 ,余弦 函数 的 反 函 数 问题 ,我 们 已 知 


dsing 


= cos 0. (24) 
而 当 ~ 节 所 8 志 芳 时 ,由 cos 6 之 0( 这 一 点 由 cos 9 是 5 方 在 z 轴 上 的 投影 即 可 看 到 ) 知 sn 9 是 
6 的 上 升 函数. 它 把 | - 于 ,到 ] 罗 到 [- 1,1] .因此 其 反 卫 数 9 = 6(z) 存在 ,而 且 仍然 是 一 个 上 升 
的 C' 甬 数 ( 即 一 阶 导数 为 连续 的 冰 效 ), 映 [~ 1,1] 到 | - 至 ,至 ] .这样 ,读者 当然 会 问 ,sin 6 在 
| - 各 可] 以 外 有 没有 反 函 数 ?当然 也 可 以 用 类 似 上 而 的 办 法 来 处 理 ,而 例如 又 可 得 到 [ - 1,1] 
一 [(# 一 主 )w,(# + 村)<] .k= 0 1, +2,… 的 C' 丙 数 ,它们 都 应 该 是 = sin 9 的 反 函 数 


4 一 名 (z) ,也 都 定义 在 [- 1,1] 上 ,但 是 其 值 一 般 不 在 | - 于 ,于 | 中 ,只 有 = 0 的 一 个 例外 : 
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8(z) = 8《z) .如 果 我 们 说 有 无 穷 多 个 反 函 数 , 则 称 & = 0 的 一 个 加 (x) = 8(z) 为 其 主 值 , 然 
后 可 以 讨论 这 许多 反 函 数 之 间 有 什么 关系 ?这 个 关系 式 其 实 很 简单 , 它 就 是 

BE) = krt (~ 1)'B, (x7). 
它 相应 于 正弦 沙 数 的 一 个 基本 关系 式 

sin [kr + (— 1)8] = sin 0. 
但 是 我 们 不 来 讨论 这 个 问题 ,我 们 也 可 以 说 sin3 的 反 函 数 是 一 个 "多 值 函数 " ,至 于 什么 叫 "多 值 
函数 ”, 下 一 节 再 淡 . 现在 我 们 就 只 讲 主 值 6(z) .我 们 习惯 地 记 它 为 arcsin x 而 其 它 一 切 扣 (x) 
则 记 为 Arcsin x， 


由 (24) 即 有 
do 1 1 
有 (25) 
这 里 根 号 限 取 正 值 ,因为 对 于 主 值 9 = arcsin z, cos 9 渤 0 是 当 z = 0 时 8 = 0, 所 以 
6 = arcsin z = [ EE (26) 


按 道理 说 ,zx 作为 sin 6 之 值 就 是 [- 1,1] 中 的 数 ,而 8 作为 一 个 角 应 该 以 弧度 为 单位 ,弧度 可 以 用 
弧 长 来 定义 ,但 是 更 好 是 用 肩 形 而 积 来 定义 .如 图 2 - 2 - 5.8 之 弧度 值 = 2 扇形 AOP 之 而 积 ， 
换 一 个 记号 ,我 们 把 (26) 中 的 x 写成 y,y = sin g .为 什么 它 称 为 “正弦 "? 它 就 是 正 对 着 角 8 的 半 


获 PR .但 是 (26) 是 否 遍 形 而 积 ?这 不 要 紧 , 我 们 来 看 积分 | V 工 -ydy, 它 是 曲 边 梯 形 OAPQ 的 
而 积 ,用 分 部 积分 法 即 有 
[i Vl-ydy=yV1-y 


5 站 ydy 
0 0 


1-y 
一 (如一 1)+1 
=yvV1l-y+| 忆 一 
Yh 
， ， 
=yVi-w -| Vi- yay+ | dy 
o oly 


移 项 后 即 有 


Te br 
左边 是 OAPQ 面积 , 右 方 第 一 项 是 人 OPQ 之 面积 ,所 以 ; 
了 -2 衣 形 40P 面积 ~ 4 之 下 度 人 5 
这 样 一 米 ,y = sin 9 是 由 9 之 弧度 什 算 出 正弦 值 ,而 9 = arcsin y = 0 
本 是 由 正 到 之 长 (实际 上 是 半 孩 )y 算出 其 所 对 之 角 人 的 红 


度 ( 按 扇形 面积 理解 ) 值 . 
用 这 样 的 观点 重 看 自然 对 数 7 = ln $ 更 有 意义 . 上 节 我 们 说 图 2-2-5 


Ey 
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过 , 考 卡 脱 就 发现 了 自然 对 数 4 = 上 与 双 冬 线 的 红 下 的 
面积 有 关 . 由 图 2 一 2 -6 可 见 
斑 芭 = 由 边 梯 形 ABPQ 之 面积 . 
， 
但 是 
1 _1 _1 
人 OAQ = 地 "1*1= 人 OBP = 方 S 7 = 六， 


双方 同 减 去 人 OAT, 即 有 全 OTQ = 梯形 4BPT ,双方 再 加 
上 TPQ 即 有 
凯 形 OPQ 面积 = 曲 边 梯形 ABPQ 之 面积 


所 以 ,对 数 函 数 In # = | 双 作为 面积 与 arcsin x 大 十 分 相近 的 ,如 果 我 们 作 一 个 族 转 


- 工 x+ 工 
二 二 万 + 万 
= 1-1 
7 万 万 
则 6 = 1 变 成 xz? -y= 2, 则 这 种 相似 更 为 明显 .不 过 ,对 于 反 三 角 函 数 
1 dy 
AOP 面积 = 二 ， 
山形 AOP 面积 = 于 | A 
式 中 多 了 一 个 因子 十 ,是 由 于 图 2 -2-S$ 中 的 圆 是 . 悦 + y = 1 ,而 图 2-2-6 中 的 双 曲 线 是 二 


- y= 2. 如 果 注 意 到 若 在 圆 的 方程 中 把 > 换 成 iy , 风 轩 就 变 成 双 曲线 ,所 以 一 电 进 入 复 域 , 正 芒 
一 反正 芒 就 会 变 成 指数 一 对 数 . 欧 拉 公式 也 就 不 足 为 奇 了 . 

当年 麦 卡 托 正 是 看 到 了 这 一 点 ,然后 传 到 牛顿 才 得 到 许多 初等 函数 的 夫 级 数 崩 开 式 . 欧 拉 在 
他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 一 书 中 也 就 把 以 。 为 斌 的 对 数 称 为 “自然 对 数 或 双 曲 对 数 "， 

4. 振动 现象 ”以 上 我 们 从 匀速 回 周 运动 向 两 个 互相 垂直 的 坐标 轴 投 影 ,找到 了 z(1)， 
C(t) ,以 及 S(t) 所 适合 的 常 微分 方程 .它们 的 相互 关系 给 出 了 十 分 重要 的 欧 拉 公式 . z(1)， 
CCi) ,和 S(z) 都 是 适合 同样 类 型 的 微分 方程 

x+axr=0 《27) 
(但 初始 条 件 不 同 ) 的 函数 ,由 于 它 在 物理 和 工程 中 的 重要 性 ,我们 称 适合 (27) 的 z(1) 为 一 个 谐 
振子 (harmonic oscillator) .所 以 zx(z)》 是 一 个 复 的 谐振 子 ,而 C(t),S(4) 则 是 实 谐 捧 子 .实际 由 起 
来 , 则 复 谐振 于 更 方便 . 

一 个 一 般 的 复 谐振 子 总 是 e” 与 ”= e" 的 复 系数 的 线性 组 合 .但 是 只 要 弄 清楚 了 其 中 之 
一 ; 则 另 一 个 自然 完全 都 清楚 了 . 所 以 下 商 我 们 限于 讨论 Ce ,这 里 C 是 一 个 复数 .但 是 由 欧 拉 
公式 我 们 很 容易 看 到 任 一 复数 C 都 可 写 为 Aer ,这 里 A 渤 0, 所 以 谐振 子 一 定 可 以 写 为 

Ae™® = Ae™ nD. (28) 
这 里 A 称 为 其 振幅 ,cx 称 为 其 频率 ,w 称 为 加 频率 ,x 之 单位 就 是 我 们 很 熟悉 的 赫 交 (Hertz) ,每 秒 


控 动 一 次 称 为 1 Hz, 量 网 则 是 二. 所 以 at 或 wt 都 是 无 量 网 量 . or + 9 = 2nwt + 9 称 为 相位 
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(phase) ,这 样 一 来 ,什么 则 相位 有 了 一 全 数学 的 说 法 :今后 我 们 时 常会 遇 到 形 如 ;At(z si)eet 间 
的 量 ,而 且 A《(x,t) 产 0, 这 时 我 们 总 是 说 A《(x ,1) 是 振幅 ,@(z,z) 是 相位 ,更 (zz) 1,, 称 为 初 
( 始 ) 相 (位 ) ,所 以 对 于 (28) ,9 就 是 初始 相位 

谐振 子 为 什么 如 此 重要 ?在 自然 界 中 我 们 常见 到 这 样 的 运动 : 某 一 物体 ( 某 一 质点 , 某 一 “ 电 ” 
量 . 如 电位 ,电容 、…) 在 某 一 位 置 附近 往复 振动 .其 例子 不 仅 有 扫 , 还 有 如 电子 在 原子 中 的 振动 ， 
所 谓 脉冲 坚 一 阵 一 阵地 例如 以 X 射线 形式 发 出 大 量 的 能 量 ; 激 光 在 激光 器 内 往复 反射 …… ,还 
有 电路 中 的 电流 ,电压 …… 心电图 ,血压 …… 这 些 都 是 振动 ,然后 这 些 振动 在 空间 中 的 传播 ,就 
成 为 波 . 例如 水 的 振动 在 水 面 上 传播 成 为 水 波 ,天 线 中 的 电磁 振动 在 空间 传播 为 电磁 波 ,电压 . 电 
流 的 振动 在 导线 中 传播 输送 出 电讯 号 .不 但 自然 界 如 此 ,社会 生活 中 也 有 越 来 越 多 的 现象 可 以 归 
人 共 中 而 用 数学 方法 考察 .例如 价格 .股市 .流行 病 的 发 生 等 等 都 是 . 尽管 研究 的 对 象 可 以 几乎 是 
包罗 万 象 , 研 究 它们 的 数学 方法 却 是 统一 而 有 系统 的 .常常 总 是 把 它们 归 为 一 个 微分 方程 (但 时 
党 又 是 一 个 差分 方程 ) ,而 (27) 可 以 说 是 最 简单 的 一 例 . 

《27) 是 一 个 理想 的 情况 , 称 为 一 维 谐振 子 , 说 它 是 一 维 的 ,因为 刻 D 
画 这 个 物理 现象 只 需 一 个 物理 量 zfz)( 时 间 :总 是 作为 参数 来 看 待 
的 ) ,物理 学 中 许多 重要 的 理论 模型 都 是 建筑 在 它 的 基础 上 的 , 例如 考 
虑 单 摆 (图 2 - 2 - 7) ,就 是 质量 x 的 质点 挂 在 长 为 ! 的 弦 上 并 在 重力 
下 振动 . 要 想 刻 画 它 只 需要 知道 一 个 物理 量 > 随 t 的 变化 即 可 ,所 以 它 
是 一 维 振动 , 它 是 理想 的 ,因为 我 们 假设 弦 的 质量 可 以 忽略 不 计 , 而 且 
是 刚性 的 ,因此 ! 之 大 小 不 变 .这 时 质点 只 受 重力 mg( 向 下 ) 作用 . 重 / 
力 有 两 个 分 力 . 一 是 在 弦 的 方向 上 ,因为 纺 是 副 性 的 ,这 个 分 力 不 起 作 
用 .二 是 在 加 上 的 贺 弧 的 切线 方向 上 ,大 小 为 mg sin x 而 且 指向 平衡 
位 置 ,所 以 必 与 角 位 移 =(t) 方向 相同 ,但 符号 相反 , 称 为 恢复 力 .我们 
考虑 单 摆 的 小 振动 ,就 是 角 倍 移 之 绝对 值 | z(t) 1 很 小 ,所 以 sin x ~ 
z* 这 样 焦 复 力 成 为 - mg ,牛顿 的 第 二 定律 给 出 图 2-2 -7 


三 (站 =— mgr(t). 


左 方 出 现 ! 是 因为 Zr 为 线 位 移 ,而 第 二 定律 的 加 速度 并 非 角 加 速度 之 (7), 而 是 线 加 速度 忆 (t)， 
此 即 方程 (27) . 

上 面 我 们 研究 三 角 函 数 时 ,是 把 cos + = C(z) 放 在 + 辆 上 sin t = S(t) 放 在 y 轴 上 ,再 考 
永 一 个 复 平面 .zx 轴 与 y 轴 是 贺 上 的 点 的 投影 运动 的 场所 ,我 们 不 仿 称 之 为 物理 空间 .在 单 摆 的 
例子 中 ,我 们 也 不 妨 把 角 位 移 z(1) 放 在 z+ 轴 上 ,这 个 工 轴 就 应 称 为 物理 空间 (一 个 恰当 的 数学 名 
词 是 构 形 空间 (configuration space) ,因为 它 的 一 个 点 x 就 给 出 了 角 的 大 小 ， 因而 决定 了 摆 的 形 
状 一 一 即 构 形 ) ,那么 是 什么 相应 于 y 负电? 回 到 三 角 函 数 的 情况 ,zx 轴 弃 用 来 表示 cos 1 ,y 轴 则 


表示 sin ft =- 了 # .现在 在 单 押 的 情况 下 是 否 也 可 以 用 y 轴 来 表示 之 (1) 即 角速度 呢 ?( 这 里 


相差 一 个 符号 ,但 它 显然 没有 影响 , ) 或 者 用 来 表示 p = yz 即 动 量 呢 ? 当 然 都 是 可 以 的 ,真正 重 
要 的 是 要 看 动量 p 与 位 移 x 是 怎样 联系 起 来 的 :由 方程 (27) 一 一 其 中 oz 二 oo— 双方 乘 以 x 
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再 积分 ,有 


0 = [Gx + ezz)dt = 让 是 人 + ez22)dt 


= re)) 0) or(0))， 


所 z(t) + or (i) 是 守 便 的 .但 是 我 们 要 注意 ,除了 相差 一 个 常数 因子 (其 中 有 上 质量 吉 , 还 有 


各) ,恢复 力 是 
d d for’ 
-站 V3) = 起 (到 
所 以 < 字 - 万 是 质点 的 位 能 , 另 一 方面 "学 ” 是 动能 ,而 


2 


Br + a = (1) + a xi(1) = 常数 (29) 


就 表示 能 量 守恒 : 

(动能 ) + (位 能 ) = 常数 
现在 我 们 就 作 一 个 平面 ;x 轴 表 示 位 移 z(:),y 抽 表示 动量 p(t) = mz(t) ,并 称 此 平面 为 相 平面 
〈 相 空间 )(phase plane, phase space) 而 与 构 形 空间 相 区 草 ;(z ,p) 就 称 为 此 质点 的 相 , 因 为 有 此 
就 足以 完全 决定 此 质点 的 运动 状况 .x(1) 的 更 高 阶 的 导数 不 必 给 了 ,因为 牛顿 运动 方程 就 给 出 


了 x( 刀 ) ,而 更 高 阶 的 导数 也 可 以 从 运动 方程 求 导数 得 出 .不 但 现时 该 质点 的 运动 状况 完全 决定 
本, 即 其 过 去 未 来 的 运动 状况 也 可 以 用 此 时 的 (x,p) 作为 初始 条 件 青 通 过 方程 (27) 完全 决定 - 
当 z(#) ,pti) 已 经 决定 了 以 后 ,(z(1),p(2)) 就 给 出 了 相 空 间 的 轨道 , 称 为 相 轨道 ,而 与 构 形 室 
间 中 的 轨道 > = ztz) 相 区 别 . 于 是 对 于 单反 的 小 振动 , 相 轨 道 就 是 椭圆 (29). 亦 即 
a +az(t)= C. 

当 w = a = 1 时 就 是 加 .于 是 ,从 力学 的 观点 看 来 ,这 里 的 相 平面 就 是 前 面 讲 的 z 平 面 的 一 般 化 ， 
而 前 面 讲 的 

cost + sinzt = 1, 
处 几何 上 看 无 非 是 色 股 定理 ,而 从 力学 角度 来 看 就 是 能 重 守 恒定 律 的 特例 . 真正 值得 注意 的 是 ， 
这 里 得 出 了 檐 加 而 前 面 得 出 了 圆 .差别 仅 来 自 恢复 力 系 数 oz 之 大 小 .从 拓扑 学 角度 来 看 ,它们 并 
无 本 质 的 区 别 :都 是 封闭 曲线 ,所 以 都 表示 周期 运动 . 下 一 章 我 们 要 详细 讨论 并 普 勒 三 定律 与 咎 
顿 万 有 引力 定律 的 关系 ,到 那 时 我 们 会 再 一 次 看 到 行星 的 运动 也 包含 在 这 样 的 框架 内 . 

现在 再 进一步 设 质点 在 阻力 亦 即 摩擦 力 下 运动 ， 阻力 是 一 个 复杂 的 对 象 ,在 最 简单 的 情况 

下 ,可 以 假设 阻力 为 - hr, > 0 是 一 个 常数 .这 里 加 了 一 个 负 号 是 因为 阻力 必 与 速度 方向 相反， 
否则 就 谈 不 上 阻 滞 了 , 这 时 由 牛顿 第 二 定律 将 给 出 

了 + 及 二 oz 0 (30) 
(我 们 略 去 了 质量 mm , 面 把 系数 作 必 要 的 修正 ) .我 们 首先 把 (30) 化 成 一 个 方程 组 .为 此 令 xz，= 
工 , 再 引 和 人 za = 2 , 则 (30) 化 成 了 


XI Ts 
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Ze =— hr ~ Air. (31) 

《zlvr2) 平 面 现 在 就 是 相 平面 .所 以 ,研究 方程 组 (31) 即 是 在 相 平 面 上 讨论 它 , 但 是 为 了 求解 ,我 
们 仍 用 (30) ,并 且 仍 设 xz(1) = Ce” ,代入 (30), 即 得 关于 4 的 一 个 二 次 方程 

A+hAta =0 (32) 


称 为 特征 方程 , 它 有 两 个 特征 根 
hs 到 V 


六 
这 时 最 重要 的 是 让 - 4a? 的 符号 .下面 我 们 只 看 4, ,因为 4, 是 ), 的 复 共 恩 , 它 不 会 给 出 新 的 物 
理 知 识 . 
相应 于 21 ,将 得 到 解 


x(1) = Ce fer, (33) 
好 = 
有 = 0, 就 是 没有 阻力 的 情况 ,如果 hh 逐步 增 大 ,把 C 写成 一 个 复数 C = Aem ,4 > 0, 有 
#00) = Ac 和 em 
于 是 我 们 看 到 频率 由 a 变 成 <, 就 是 频率 变 慢 . 扰 幅 出 现 了 因子 e-? ,而 当 1 一 oo 时 衰减 为 0, 但 
是 它 仍然 表现 了 振动 性 质 .h = 2a 是 一 个 临界 值 .这 时 a = 0. 但 是 当 特征 方程 出 现 重 根 时 , 解 不 
再 写成 (33) 而 有 变化 .如果 阻 力 再 增加 ,使 h? - 4e > 0, 解 4 与 1%, 都 成 了 实数 ,而 解 (33) 现在 
成 了 


这 时 就 不 再 有 振动 ,而 只 有 指数 衰减 了 . 

以 上 我 们 是 求 出 了 zx(+) ,如果 转 到 相 空间 (xz, ,x,) ,尽管 ri (1) ,zz(z) 都 不 难得 山 , 却 不 容 
易 找 到 与 椭 贺 (29) 相应 的 联结 z, ,x, 的 关系 式 .实际 上 , 相 轨 道 不 会 再 是 一 个 封闭 曲线 ,因为 不 
再 有 周期 运动 但 是 相 轨 道 的 分 析 引导 到 数学 与 物理 学 中 .工程 学 中 十 分 富有 成 果 的 分 支 . 


§3 进入 复 域 


微 积分 学 在 建立 了 以 后 ,立即 就 转 到 复 城中 了 ,这 个 发 展 是 很 自然 的 ,又 是 很 重要 的 .这 样 也 
就 形成 了 数学 的 一 个 广阔 的 领域 一 一 复 分 析 .特别 是 在 19 世纪 ,几乎 所 有 重要 的 数学 家 都 对 它 
有 贡献 ,许多 人 都 有 一 个 看 法 , 即 复 分 析 是 当时 数学 的 中 心 .其 所 以 如 此 ,一 方面 来 自 它 对 解决 实 
际 的 物理 工程 问题 的 效用 , 另 一 方 而 则 是 因为 许多 在 实数 域 中 十 分 复杂 困难 的 问题 在 复 域 中 变 
简单 了 ,其 本 质 更 凸现 了 -因此 复 分 析 就 成 了 一 个 很 完美 的 框架 .在 本 书 里 ,我 们 总 是 随时 准备 进 
信 复 域 ,首先 讲 某 一 个 问题 中 如 何 直接 应 用 实 域 中 的 微 积分 理论 ,一 直到 遇 到 了 本 质 上 与 实 域 不 
阿 之 处 才 止 步 .这 样 为 读者 将 来 学 习 复 分 析 作 一 个 准备 . 

于 是 关于 函数 ,读者 都 知道 , 狄 利克 和 雷 关 于 函数 的 定义 是 : 设 有 商 个 变量 x 与 y,z 在 某 一 集 
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合 A 中 变化 ,而 对 每 个 xE A, 均 有 一 个 y 与 之 相对 应 , 则 说 y 是 xz 的 一 个 函数 (准确 些 说 是 z 
的 定义 于 A 上 的 函数 ), 记 作 y= A(r), 而 A 称 为 /的 定义 域 .这 个 定义 中 "一 个 "两 字 十 分 重要 ， 
我 们 下 面 要 仔细 讨论 . 除 此 以 外 ,有 两 点 信 得 注意 ,首先 是 x 与 y 也 可 是 复数 (但 他 没有 明说 ). 
这 样 不 会 造成 什么 困难 ,我 们 只 需 规 定 z 与 y 都 是 复数 即 可 .然而 进一步 的 研究 表明 ,z 是 否 为 
“真正 的 复数 ”( 即 其 型 部 是 否 真 正 为 0), 有 极 大 的 关系 .以 下 , 凡 讲 到 复 变 量 的 函数 时 ,总 认为 x 
大 真正 的 复数 , 面 不 止 是 作为 复数 的 特 俩 的 实数 .这 时 应 该 更 准确 地 说 是 复 自 变量 函数 ,至 于 y 
基 否 真正 的 复数 并 无 关系 . 即 令 x 为 实 面 y 为 复 ,我 们 将 得 到 一 个 取 复 值 的 函数 . 这 时 不 妨 分 开 
> 的 实 . 虚 部 ,并 且 研 究 两 个 取 实 值 的 函数 . 反 过 来 x 是 否 真 正 的 复数 大 有 关系 ,而 y 是 否 真 正 
的 复数 则 没有 关系 (只 不 过 在 下 面 讨论 的 所 谓 解 析 函 数 , 当 x 可 以 取 复 值 时 ,y 不 可 能 只 取 实 
值 ,除非 y 一 实 常数 , 而 在 复 域 中 我 们 又 只 讨论 解析 函数 ) , 以 后 , 凡 考 虑 复 变量 函数 时 , 自 变量 与 
函数 值 总 用 = 和 志 记 :w= 了 f(z). 

另 一 点 值得 注意 的 是 ,在 狄 利克 雷 的 定义 中 A 是 任意 集合 .但 是 狄 利克 雷 当时 考虑 的 实际 
问题 中 ,4 则 是 一 个 区 间 . 所 以 原 定 文中 是 说 x 在 一 区 间 中 变动 . 就 在 那 时 ,人 们 开始 认识 ,有 必 
要 考虑 任意 集合 上 定义 的 函数 ,所 以 现在 的 微 积分 教 本 中 讲 函 数 定 义 时 ,定义 域 总 是 一 般 的 集 
会 .对 复 变 函 数 自然 也 是 一 样 .但 是 我 们 要 讨论 的 复 变 量 函 数 都 是 解析 函数 ,需要 对 它 进行 微分 
与 积分 ,这 时 ,需要 假设 4 为 开 集 ,因为 要 如 免 在 A 的 边界 上 讨论 这 些 问 题 ,我 们 常 说 A 是 一 个 
区 域 .区域 就 是 连通 开 集 , 但 有 的 书 上 用 语 不 太 注 意 时 把 开 集 也 就 说 成 了 区 域 . 以 后 在 讨论 复 变 
量 的 函数 时 ,我 们 总 规定 A 是 区 域 , 整 个 复 平面 是 一 个 区 域 , 复 平面 除去 有 限 多 个 点 也 是 区 域 ， 
当然 还 有 更 复杂 的 区 域 . 

有 关 函 数 和 变量 的 一 些 基本 概念 如 极限 .连续 性 ,无穷 小 量 以 及 连续 函数 的 一 些 基本 性 质 ， 
实 的 情况 与 复 的 情况 是 一 样 的 .但 是 因为 复数 不 能 比较 大 小 ,所 以 涉及 比较 大 小 的 概念 如 单调 
性 ` 上 下 确 界 .最 大 最 小 值 等 等 都 没有 意义 .但 是 | F(z)1 却 是 z=z+iy 的 实 值 函数 ,也 就 是 =,y 
的 实 值 函数 ,所 以 若 fz) 在 有 界 闭 区 域 G 上 连续 . 则 | /(z)| 必 可 在 G 上 达到 最 大 最 小 值 ,可 以 
取 中 间 值 等 等 ,但 是 对 f(x) 就 谈 不 上 这 些 问 书 .在 涉及 微分 积分 时 ,如 前 面 所 指出 的 ,只 需 注 意 
复 常 数 可 以 如 实 常数 一 样 看 待 , 可 从 微分 与 积分 号 下 提出 来 或 放 进 去 , 均 与 实 的 情况 一 样 . 当然 ， 
中 值 定理 因 涉 及 比较 大 小 就 不 可 能 成 立 了 .这 些 问题 在 下 面 两 章 讨论 复 变量 函数 的 微分 与 积分 
时 都 会 详细 讨论 ,这 里 就 一 句 带 过 

我 们 最 要 注意 的 是 “多 值 函 数 "的 问题 , 按 丽 数 的 定义 ,所 谓 y = (z+) 是 z 在 定义 域 A 上 的 
函数 , 即 指 对 于 一 个 zxE 及 , 必 有 "一 个 ”y 与 之 相应 .上 文 我 们 特别 指出 “一 个 "两 字 的 重要 性 ,所 
以 按 函 数 的 定义 ,函数 就 是 单 值 函数 ,无 所 谓 多 值 函数 

这 样 的 限制 是 有 道理 的 . 如 果 我 们 允许 对 同一 个 x 有 多 个 y 与 之 相应 , 则 下 面 的 “东西 " 算 
不 竺 一 个 多 值 通 数 ? 


Sin 工 


tan x 


y= (1) 


二 


这 样 把 一 些 言 不 相干 的 东西 硬 拉 在 一 起 并 称 之 为 "多 值 函 数 "的 作法 ,至 少 是 没有 益处 的 . 
但 基 在 数学 中 给 出 一 个 定义 就 是 划 了 一 条 界线 ,在 界线 内 的 对 象 是 需要 研究 的 ,而 在 界线 外 
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的 如 上 而 的 例子 就 可 能 是 需要 排除 的 .因此 界线 的 划 法 就 很 有 讲究 :应 该 要 能 促进 数学 研究 的 进 
展 .现在 我 们 要 间 ,在 给 出 了 函数 的 定义 如 上 以 后 ,我 们 在 数学 的 研究 与 应 用 中 常用 的 多 值 函 数 
例如 由 = 光度 如何 对 待 ? 

我 们 不 要 把 函数 按 定义 必须 是 单 值 函 数 这 一 点 看 死 了 .在 现代 数学 中 有 所 谓 集 值 映射 
(set 一 valued map) 的 概念 , 它 在 例如 经 济 数学 中 就 很 有 用 . 它 的 定义 是 ,对 每 个 zE A, 必 有 某 个 
“大 集合 " 即 一 个 空间 Y 的 子 集 y( 注 意 现在 是 y 己 Y, 而 不 是 y€ Y) 与 之 对 应 ,y 中 可 能 有 许多 
元 素 如 y= |y, ,ys,，…1( 苏 至 不 是 可 数 多 个 ) ,y, EY 而 不 是 y CY. 这 个 概念 的 来 源 之 一 就 是 如 
同 w= 总 这样 的 “多 值 函数 ". 集 值 映射 这 个 概念 常见 于 “ 非 线 性 分 析 ” 这 个 很 新 很 活路 的 分 支 ， 
我 们 不 能 涉及 .只 说 一 下 , 读 完 本 书 对 进入 这 个 领域 大 有 好 处 . 

我 们 现在 讨论 w= 总 却 是 从 一 个 很 二 老 的 观点 出 发 的 :把 它 看 成 w = xz" 的 反 函 数 .这 里 的 
记号 要 解释 一 下 ,ww= 并 是 z= tw 的 反 函 数 ,为 什么 又 说 w= 名 又 是 w= xz" 的 反 商 数 呢 ? 要 注 
意 重 要 的 是 “ 汕 数 关系 ”:“n 次 根 "函数 关系 与 “n 次 塞 " 了 两 数 关系 互 为 反 荡 数 . 如果 某 一 个 函数 关 
系 记 为 『, 而 且 已 知 有 反 函 数 存在 , 则 反 函数 关系 , 亦 即 送 映 射 记 为 广 ! .于 是 产 广 := 过 ,六 了 
= id .id 是 恒 等 映 射 .不 过 这 两 个 id 并 不 相同 ,因为 其 定义 域 不 同 .前 一 个 这 定义 在 大 的 值 域 
上 ,后 一 个 定义 在 了 的 定义 域 上 .总 之 我 们 现在 讨论 省 = 奖 . 若 固定 > 值 , 它 是 = 次 代数 方程 

w -z=0 (2) 


的 根 , 这 是 一 个 很 古老 的 问题 ,当年 高 斯 第 一 次 证 明了 n 次 代数 方程 D Qt =0 (a6 才 0) 必 


有 个 复 根 存在 ,这 是 数学 史上 第 一 次 有 了 一 个 “纯粹 的 存在 定理 ” .不 过 我 们 现在 要 讨论 的 是 
更 一 般 的 方程 
Gofz)jan +al(z)w + +a(z) = 0, (3) 
而 系数 a. (=) 都 是 z 的 多 项 式 .从 这 种 方程 解 出 的 zw = w(z) 称 为 代数 函数 .它们 大 多 是 多 值 
的 ,这 个 问题 在 19 世纪 中 后 期 是 数学 中 的 重大 问题 , 黎 曼 正 是 由 研究 它们 才 得 到 十 分 深刻 的 黎 
曼 曲面 的 思想 .所 谓 黎 押 曲 面 S 是 这 样 一 种 * 曲 而 ,使 得 上 述 方程 的 “多 值 "的 解 成 为 S 上 的 单 
值 函 数 .由 于 (2) 是 (3) 的 特例 ,我 们 现在 就 以 (2) 为 特例 介绍 这 个 极为 深刻 的 思想 . 
对 于 固定 的 z, 方 程 (2) 有 n 个 根 
Ww = ee R=0,1,",n-1, (4) 
如 果 让 * 取 其 他 整数 值 如 = ,n+1,… 或 = 一 1 ,一 2,… 
所 得 的 如“ 仍然 在 (4) 式 所 给 的 ma 个 am 各 之 中 ,(4) 中 的 > 
个 ww 中 称 为 1 的 个 n 次 单位 根 ,它们 位 于 一 个 正 有 边 形 的 
个 顶点 上 (如 图 2-3 一 1), 其 中 一 个 是 1( 即 w 中 ). 
我 们 可 以 青 叙 述 一 次 上 面 的 结果 . 由 欧 拉 公式 ,任何 复 
数 = 均 可 写 为 = = re” ,这 里 r 守 0,9 称 为 辐 角 , 它 是 多 值 的 ， 
因为 若 p 是 一 个 辐 角 , 则 p+2kx,k=0, 寺 1, +2,… 都 是 辑 
角 .但 + =0 时 町 角 不 确定 .容易 证 明 ,(2) 的 x 个 根 即 


， 
it = = er = 0 -1 (5) 
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rr, 也 就 是 正 实 数 r 的 次 算术 根 .如 果 大 一 正 实数 ， 则 可 取 辐 角 g =0, 这 时 在 上 述 2 个 根 中 
有 一 个 是 正 实数 (相应 于 =0) ,这 个 根 也 就 称 为 z# 的 算术 根 .而 对 于 一 般 的 复数 ， 算术 根 的 概 
念 是 没有 意义 的 .有 的 书 上 规定 只 有 算术 根 才 可 使 用 疾 的 记号 ,一 般 情况 下 则 使 用 =* .我 们 却 不 
如 此 手 谨 , 主要 是 要 知道 它 是 “多 值 函 数 " ,而且 这 种 多 值 性 的 来 源 就 在 于 复数 辐 角 的 多 值 性 .为 
了 从 这 许多 值 中 分 出 特别 的 一 个 便于 使 用 ,我 们 时 常 指定 辐 角 p 的 取 值 范围 是 0 志 p<2x, 并 称 
这 个 值 为 “ 主 值 ”但 是 这 又 是 一 个 不 必 过 分 计较 的 名 词 ,有 时 也 说 - rx 和 p<r 是 主 值 、- x< gp 所 
x 是 主 值 , - rs 和 wp<xr 是 主 值 …' 总 之 ,目的 在 于 分 离 出 一 个 特定 的 值 来 . 

乍 看 一 下 , w" = z 有 n 个 反 函 数 w'” ,但 仔细 看 一 下 又 不 能 泰 
然 处 之 ,因为 着 令 zo = roe™ ,0S< go<2n, 并 取 ww 中 (z0) = re 


为 ww(z) 之 "初始 值 "zt (x) 不妨 称 为 w = ”的 主 值 ) ,现在 来 
看 = 变化 时 zw 之 值 如 何 变化 .这 时 x 变动 的 道路 (path) 之 构造 将 
Rez 起 关键 作用 .例如 取 图 2- 3-2 上 的 不 绕 过 O 的 道路 工 , .如 果 = 


/ 
AN 4 从 开始 依 道 时 针 方向 绕 ,一 图 回 到 <,, 则 = 变 回 原来 的 ruem ， 
~ 十 一 而 ww 也 由 wu (fx ) 变 回 原来 的 ww (za)- 但 是 = 从 z 开 始 滑 绕 过 
O 〇 的 道路 工 依 北 时 针 方 向 又 回 到 zo ,后 一 个 zo 将 是 ruetw -2 ,而 
图 2-3-2 甸 将 由 ww (xz ) 变 成 re , 即 变 为 wo (x0) ,车 z 再 沿 工 ， 


绕 O 一 圈 再 次 回 到 zo ,现在 的 zx, 将 是 roe'%w'*", 而 tw 由 

ww 中 (zo) 变 威 mP (mo) = 全 sw 2 ,所 以 这 站 个 w= 三 将 依 一 一 、 
次 互相 转变 .所 以 把 w = x* 看 成 一 个 单 值 的 反 示 数 葛 为 妥当 .但 一 一 ~ 
是 现在 给 定 一 个 = .可 以 求 出 = 个 w 值 如 (5), 这 个 矛盾 如 何 解 
决 ? 办 法 就 是 把 原来 的 so 与 绕 L, 转 了 一 图 使 gs 增加 了 2x 的 一 一 一 个 
zo = metn ,人 区 别 开 来 .这 里 就 表现 了 黎 曼 的 天 才 : 设 想 有 个 一 个 
x 平面 ,如 同 n 张 纸 一 样 ,而 且 把 它们 钉 在 一 起 ,可 是 不 是 像 书 那 一 -一 一 上 一 一 :平面 
样 沿 书 兰 钉 ,而 且 在 x = 0 处 钉 住 ,然后 例如 把 它们 都 沿 正 实 轴 2 

剪 开 ,再 把 一 张 纸 的 沿 正 实 轴 的 下 滑 ( 辆 角 接近 2x 处 ) 与 务 一 张 图 2-3-3 

纸 的 上 沿 ( 辐 角 接近 0 处 ) 业 在 一 起 , 像 一 个 旋转 灾 梯 . 当 我 们 沿 

楼 梯 旋 转 一 周 环绕 O 点 就 自动 上 了 一 层 楼 .初始 的 z, 在 一 楼 ,下 一 个 ,在 二 楼 …… 这 样 就 把 两 
个 z。 区 别 开 来 了 .这 样 一 层 又 一 层 地 转 , w 就 自动 地 变 成 ww …… 再 变 成 w'" 等 等 .可 是 到 了 
楼 ( 即 =n -1 处), 如 果 再 转 ,wn 就 应 变 威 retm ra -orr2a 
所 以 z, 就 应 该 回 到 一 楼 的 起 点 图 2 一 3 一 3. 可 是 ,怎么 能 由 楼 神 不 知 法 不 觉 地 再 回 起 点 呢 ? 
za 的 路 径 应 该 与 其 它 楼 面 都 相交 ,可 是 交点 处 的 <。 对 应 的 w 值 又 怎么 计算 昵 ? 可 是 歼 曼 认为 
不 必 管 , 就 让 2 像 崂 山道 士 那样 外 天 人 地 了 无 痕迹 算 了 , 黎 曼 把 这 样 造 出 来 的 东西 5, 看 成 一 个 
曲 商 ,后 世 就 称 为 钱 曼 曲面. 于 是 所 调 儿 值 函 数 w= =: 就 成 了 黎 曼 曲面 S, 上 的 单 值 函 数 . 自 此 
以 后 ,研究 多 值 两 数 就 变 成 了 研究 如 何 构造 相应 的 区 曼 曲面 . 


k=n~l1 


gg + 2 
一 ze ) = riew 
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当然 ,读者 会 感到 困惑 , 5, 究竟 是 怎样 构造 的 呢 ? 我 们 不 妨 这 
样 来 作 . 先 找 一 个 小 纸 片 ,在 上 面 标记 一 点 ze 然后 例如 藻 着 上; 与 
zo 相近 处 ,再 找 一 个 小 纸 片 与 第 一 片 粘 起 来 ,站 了 一 整 图 以 后 , 当 
工 回 到 zx, 时 ,注意 在 这 时 的 小 纸 片上 虽然 仍然 标记 上 z, ,可 是 不 
要 与 原来 最 初 的 小 纸 片 粘 在 一 起 ,而 要 用 新 的 小 纸 片 粘 下 去 ,这 样 
到 了 第 ”图 时 ,已 经 用 过 了 不 少 小 纸 片 .后 来 的 小 纸 片 与 第 二 片 、 
第 三 片 大 相 径 庭 ,所 以 可 以 “置之不理 ”, 而 硬是 把 它 与 最 初 的 一 片 
粘 在 一 起 .这 有 点 像 运 动 会 上 的 万 米 赛跑 ,运动 员 要 在 400 米 的 圆 
形 跑 道上 跑 25 圈 . 于 是 当 一 个 运动 员 一 路 领先 已 到 了 冲刺 阶段 , 金 
牌 在 望 时 ,突然 看 见 前 面 还 有 一 个 运动 员 , 他 当然 可 以 “置之不理 ”， 
项 为 “前 面 " 的 运动 员 还 只 跑 了 24 圈 , 还 差 400 米 呢 .上 面 我 们 写 了 
一 些 “ 游 戏文 章 " 其 实例 如 道路 、 粘 结 , 旋 转 楼 梯 等 等 都 大 有 数学 文章 在 后 而 ， 

如 果 读 者 仍然 感到 S, 神秘 莫 测 ,我 们 再 换 一 个 角度 来 看 :mw = x 是 w= z" 的 反 耳 数 , 因 此 
其 定义 域 是 后 者 的 值 域 .由 = 之 映 C:(z 有 平面) 一 S。 ,我 们 现在 研究 S, 的 构造 .把 x 平面 C 分 成 n 
个 户 形 ,其 项 角 均 为 2x/n ,于 是 OA 被 映 为 wm 平面 的 正 实 轴 , OA, 也 是 一 样 ,总 之 第 一 个 扇形 被 
二 对 二 地 映 为 w 的 全 平 而 ,而 OGA 我们 认为 变 为 w 平面 正 实 轴 * 上 岸 ",OA, 变 为 w 平面 正 实 轴 
“下 岩 ", 总 之 ,我 们 得 到 第 一 页 的 平 徊 . 青 往 下 进行 到 了 第 二 个 记 形 ,信人 4, 变 成 第 二 页 w 平 而 正 
实 轴 的 上 上 嵌 , 而 与 第 一 页 相 邻 . 仿 此 进行 下 去 可 以 作出 ” 页 w 平面 而 且 再 区 到 第 一 页 .在 图 
2-3-4 上 我 们 夯 了 一 些小 区 域 , 它 们 都 是 跨 在 两 页 w 平 而 上 的 , 借 此 标志 第 一 页 与 第 二 页 以 及 
第 ”页 相 邻 ,但 与 第 三 页 第 = -1 页 都 不 相 邻 .所 以 在 第 na 页 上 的 w 又 会 "从 天 而 降 " ,不 知 息 
么 又 回 到 了 第 一 页 .这样 看 来 w= z* 的 值 域 S, 显 然 具有 上 面 讲 的 黎 曼 曲面 的 构造 ,所 以 它 的 反 
函数 由 = < 应 以 这 样 的 S, 为 定义 域 ,而 且 成 为 S, 上 的 单 值 函 数 .所 以 , 黎 虹 曲面 是 实 实在 在 前 
结构 而 非 空 中 楼 阎 ! 

有 了 对 w= 如 的 详细 讨论 ,再 看 w =e* 的 反 函 数 忆 = ln z 就 容易 多 了 .事实 上 ,因为 == 
re = re en ,R=0, +1, +t2,., 

w=lnz=lnrti(gt+2Rx), k=0,+1,t2,, 《6) 
从 表面 上 看 来 ,ln = 是 一 个 无 穷 值 的 多 值 函数 ,但 是 如 果 按 上 面 讨 | 
论 w = 履 的 方法 来 处 理 ,可 以 知道 它 只 是 一 个 定义 在 黎 昌 曲面 一 一 一 1 


S- 上 的 函数 .S。 由 无 穷 多 页 = 平面 到 合 面 成 (图 2 - 3 - 5). 只 不 -一 一 


图 2-3 -4 


过 , 它 一 方面 可 以 向 上 (如 果 z 绕 zu 作 反 时 针 方 向 旋转 的 活 ) 升 到 
无 穷 多 层 ,也 可 以 向 下 (如 果 z 绕 zo 作 顺 时 针 方向 旋转 的 话 ) , 降 到 
无 穷 多 层 的 “地 下 室 ” 去 . 读者 由 此 可 见 ,w = ln z 是 黎 曼 曲面 二 
S- ( 它 有 无 穷 多 页 ) 上 的 单 值 函 数 . > 
还 有 反 三 角 函 数 也 是 相应 黎 曼 曲面 上 的 单 值 函 数 .但 因 其 黎 受 
曲面 的 构造 比较 复杂 ,我 们 就 不 再 讨论 了 . 
可 是 不 论 怎么 说 ,神秘 气氛 终于 难以 尽 除 .为 什么 数学 家 们 背 图 ?23 
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接受 这 样 的 东西 ?根本 之 点 在 于 它 能 解决 深刻 的 数学 问题 和 物理 问题 .从 上 面 讲 的 处 理 多 值 函 数 
的 情况 看 来 ,一旦 进入 复 域 ,许多 隐藏 在 水 下 的 东西 就 浮现 出 来 了 .所 以 ,数学 家 一 直 努 力 把 它 涉 
及 的 基本 思想 弄 清 楚 . 到 1913 年 外 尔 (H. Weyl) 的 名 著 《 黎 曼 曲面 的 概念 》 出 版 ,明确 指出 , 黎 曼 
岗 面 是 一 个 微分 流 形 , 而且 对 于 什么 是 微分 流 形 也 给 出 了 今天 我 们 采用 的 说 法 . 后 来 的 研究 表明 
了 , 黎 摆 有 曲面 不 能 在 R' 中 “实现 ”, 而 只 有 在 更 高 维 的 R" 中 才能 使 它 不 自 交 地 实现 .关于 微分 流 
形 我 们 将 在 第 七 章 中 讨论 , 那 时 将 再 回 到 黎 曼 曲面 的 问题 . 我 们 现在 想 要 指出 的 只 有 一 点 :函数 
的 定义 之 内 涵 不 是 固定 不 变 的 ,而 是 随 着 数学 与 物理 学 的 发 展 , 越 来 越 丰富 ,也 越 来 越 深 刻 地 表 
现 了 大 自然 的 奥秘 . 
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我 们 先 回顾 一 下 函数 概念 的 发 展 . 本章 中 我 们 并 没有 就 函数 的 定义 作 很 多 文章 ,而 是 抓 住 了 
几 个 函数 (其 实 只 有 一 个 函数 即 指数 函数 ), 尽 可 能 地 讲 到 它 的 方 方 面 而 . 当然 应 指出 ,我 们 还 只 
涉及 一 些 浅 层 次 的 问题 ,而 对 于 它 所 列 含 着 的 更 深刻 的 问题 一 一 对 称 性 并 未 接触 . 整个 第 二 章 实 
际 上 都 是 讲 的 指数 函数 .我 们 这 样 艇 的 生 的 在 于 指明 ,数学 的 发 展 根本 的 主题 是 揭示 大 自然 的 深 
层 的 规律 性 .各 种 概念 方法、 理论 的 提出 与 发 展 ,归根 结 带 是 服务 于 此 目的 的 . 迹 数 概念 当然 也 
不 例外 . 

尽管 微 积 分 学 研究 的 主题 是 函数 , 微 积分 的 创始 人 如 牛顿 . 羔 尼 布 区 都 只 是 讨论 具体 的 函 
数 ,如 长 函 数 、 指 数 与 对 数 函数 .三 角 函 数 和 一 些 很 特殊 的 与 物理 问题 相关 的 曲线 如 旋 轮 线 .其 链 
线 等 等 .因为 他 们 研究 的 对 象 基本 上 就 是 这 些 . 大 约 到 18 世纪 , 才 开始 有 了 一 般 的 函数 概念 . 例 
如 欧 拉 就 给 出 了 两 种 "说 法 ”( 恺 怕 不 宜 说 是 定义 ) ,其 一 见于 他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》(1748) ,是 说 
函数 即 变 量 和 常数 组 合 而 成 的 表达 式 ,其 中 他 概括 了 某 些 代数 函数 和 某 些 超 越 函 数 , 并 且 看 出 了 
它们 的 区 别 .可 是 欧 拉 还 有 第 二 种 说 法 ,就 说 y= A(z) 即 在 zy 平 而 上 “随手 画 出 的 曲线 ". 欧 拉 
的 第 二 个 定义 的 来 源 显然 受到 当时 关于 弦 振 动 问题 研究 的 影响 ,因为 一 根 到 的 形状 显然 是 可 以 
顺手 画 出 来 的 . 在 是 数 概念 进一步 的 发 展 中 , 短 里 叶 的 研究 起 了 极 大 的 作用 .例如 ,他 研究 了 单位 
圆 中 温度 的 分 布 ,并 假定 在 边界 上 温度 的 分 布 是 这 样 的 :在 左 半 圆周 上 温度 为 1, 右 半圆 周 上 温 
度 为 -1, 车 用 极 坐 标 (r ,6) 表 示 , 则 车 天 盘 内 各 点 的 温度 是 T(r ,9), 则 


1, 1 6 1 志学， 
T(1,8) = f(9) = 
一 1，169 1 关子 


这 里 了 (5) 用 两 个 表达 式 来 表示 ,至 今 仍 有 不 少 人 把 它 称 为 “分 眉 函 数 ", 并 且 花 不 少 精力 来 讨论 
它 .其 实 它 就 是 一 个 函数 ,是 T(r,0) 在 ,=1 处 的 边 值 . 全 里 叶 给 出 了 这 个 函数 的 展开 式 如 下 ; 
Lf(0) = os8- eos 30 + 二 cos59 — 
因为 这 个 例子 常 被 人 引用 ,所 以 很 有 点 名 气 ,本 书 中 就 引用 了 好 几 次 . 黄 实 这 种 自 有 间断 点 的 冰 
数 的 依 里 叶 展 开 式 例子 很 多 ,也 都 容易 算 , 上 面 的 例子 并 没有 什么 “特色 ” ,许多 人 都 以 为 “完全 任 
意 的 函数 "( 这 是 传 里 叶 的 原 话 ) 都 可 以 展开 为 收 全 的 傅 里 时 级 数 , 睾 里 叶 也 是 其 中 之 一 犹 利 志 
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图 2-4-L 


雷 则 发 现 了 ,在 满足 一 组 相当 复杂 的 条 件 (现在 常 称 为 狄 利 克 雷 条 件 ) 后 ,函数 J(z) 之 全 里 叶 级 
数 才 确 实 收 合 . 可 是 车 ro 是 f(z) 的 连续 点 , 则 级 数 在 zs 之 和 就 是 f(xo) .车 zx。 是 F(z) 的 第 一 


美 间断 点 , 则 级 数 在 zu 之 和 却 是 元 (7(ze+0) + f(z 一 0)). 对 上 面 的 例 平 , 它 丰 = 一 祁 x， 


28+1 
2 


~ 竹 , 守 ,可 (总 之 在 + 于 + 处 , 收 化 于 图 2-4-1 上 的 小 国 点 .所 以 这 个 级 数 之 和 并 不 是 


前 面 的 式 子 [还 有 因子 全 ), 而 如 果 要 写 准确 ,在 [ - r,z] 内 应 是 


《细心 的 读者 会 发 现 前 式 中 我 们 既然 写 了 16 | 所 也 ,所 以 在 | 01= 也 时 两 个 式 子 矛盾 了 .我 们 这 


里 是 “故意 ”这样 散 的 ,因为 今后 我 们 会 看 到 , 若 在 "个 别 点 ”上 改变 函数 值 , 有 时 并 不 影响 讨论 ， 
详 见 第 五 章 .但 在 目前 的 讨论 中 ,确实 应 写 为 后 式 ) .那么 上 式 是 不 是 仍 表示 一 个 函数 ? 它 既 不 是 
一 个 解析 表达 式 , 又 不 是 可 以 “顺手 ” 画 出 的 曲线 . 这 些 事实 迫使 狄 利克 雷 给 出 定义 在 区 他 A 上 
的 函数 的 定义 , 即 “ 有 两 个 变量 = 和 y,z € A , 面 且 对 每 个 z 都 有 一 个 y 与 之 相应 ”, 请 读者 注意 ， 
我 们 在 定义 中 没有 说 什么 "有 确定 的 规律 ”或 "有 一 定 的 方法 " 找 出 与 x 对 应 的 y. 央 为 什么 叫 * 规 
律 ”什么 叫 “ 方 法 ”都 是 说 不 清 的 .是 不 是 指 某 种 “算法 "? 确 有 这 样 的 函数 , 它 是 没有 一 定 的 算法 
来 计算 的 ,如 此 等 等 .这 当然 都 是 后 来 的 人 提出 的 问题 (但 决 非 无 中 生 有 的 芍 作 高 深 ), 儿 利克 雷 
本 人 不 仅 没 有 想到 这 一 步 ,而 且 有 时 仍然 说 "完全 任意 的 函数 ” 都 可 以 展开 为 侍 里 时 级 数 .其 实 
他 心里 想 的 是 适合 狄 利克 曙 条 件 的 函数 1 由 此 可 以 想见 传统 的 束缚 和 习惯 的 因素 是 多 么 再 力 ! 
健 里 叶 级 数 确 实 是 一 个 产生 重大 数学 成 果 的 来 源 . 狄 利克 雷 已 考虑 了 具有 第 一 类 间断 点 的 
郑 数 ,如 果 有 无 穷 多 个 间断 点 ,那么 可 以 考虑 间断 点 的 极限 点 .如 果 极 限 点 只 有 有 限 多 个 还 好 说 ， 
有 无 穷 多 个 又 怎么 办 ? 是 不 是 还 应 该 考虑 极限 点 的 极限 点 呢 ? 这 样 一 来 ,人 们 所 研究 的 丽 数 范 
围 就 扩大 到 前 人 无 法 思议 的 地 步 . 这 时 把 函数 定义 为 解析 表达 式 或 者 某 种 图 像 都 是 无 所 助 益 的 
了 -可 是 为 什么 要 研究 这 种 “病态 “的 函数 ?我们 在 第 三 章 8$ 7 中 将 讲 一 些 理由 ,而 整个 第 四 章 实 
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际 上 是 围绕 着 这 个 问题 来 展开 的 :函数 的 类 型 越 来 越 复 杂 , 其 反映 大 自然 规律 的 深度 越 来 越 深 . 
而 到 第 六 章 , 则 对 这 些 极 丰 富 而 又 多 样 的 对 象 给 出 了 相当 统一 的 框架 ,而 丝毫 不 失 严 格 性 .到 那 
星 再 来 看 初学 者 视 为 梦 放 的 < 6, 就 会 感到 还 不 过 是 雕 虫 小 技 ,而 有 “会 当 凌 绝顶 ,一 览 众 帆 小 ” 
之 慨 ! 

那么 ,函数 概念 发 展 到 这 一 步 就 “ 够 用 ”了 吗 ? 问题 的 核心 是 某 些 自然 现象 所 表现 出 的 奇异 
性 是 古典 的 微 积 分 ( 亦 即 所 谓 的 古典 分 析 ) 难 以 应 对 的 .这 里 的 情况 和 微 积分 的 发 展 有 些 类 似 : 人 
们 在 很 长 的 时 间 里 只 能 用 一 种 不 严格 的 、 直 观 的 方法 ,或 者 说 是 在 没有 充分 根据 的 情况 下 沿用 古 
典 分 析 的 概念 与 方法 ,然而 总 是 得 到 了 正确 的 结果 .到 了 20 世纪 30 年 代 , 在 许多 数学 物理 问题 
中 都 出 现 了 这 种 情况 ,使 人 们 不 能 不 认真 地 对 待 它们 .然而 幸运 的 是 ,到 了 20 世纪 50 年 代 就 系 
统 地 解决 了 这 个 矛盾 ,出 现 了 所 谓 广义 函数 论 { 这 是 前 苏联 数学 家 的 称呼 ,而 西方 数学 界 则 称 为 
分 布 理论 ) ,我 们 在 这 里 不 可 能 详细 地 介绍 它 , 丙 要 在 四 、 五 两 章 中 讲解 其 若干 基本 点 .现在 我 们 
从 一 个 最 简单 .而 和 且 谁 都 认为 不 可 回避 的 问题 开始 . 我们 的 讲法 大 体 上 相应 于 20 世纪 中 没有 党 
握 广义 函数 论 的 物理 学 家 处 理 这 类 问题 的 方法 ,但 贿 时 指出 其 不 足 之 处 .但 在 本 节 最 后 ,我 们 却 
要 讲 一 个 十 分 重要 的 定理 .我 们 对 它 的 处 理 将 是 严格 的 ,而 且 证 明 的 思想 却 很 好 地 表现 了 广义 函 
数 的 力量 . 

假设 有 一 根 梭 ,我 们 不 妨 设 它 是 整个 实数 轴 . 如 果 从 最 左 端 算 起 直到 x 点 的 这 一 段 ,其 质量 
是 m(z) (当然 我 们 不 妨 设 m(z ) 是 有 限 的 ,因为 总 质量 为 吧 的 票 是 很 难 设想 的 ) .我 们 来 算 一 
下 , 它 在 各 点 处 的 密度 .为 此 ,在 棒 上 取 (x ,zx +Ax) 一 小 段 , 其 质量 应 该 是 Am = m(x +Azr)- 


m(z) ,所 以 其 平均 密度 是 全 ~ 亚 (E AE) 一 型 (Z) ,了 点 的 密度 是 一 个 天数 p(x) = 


2 全) .只 要 加 (x) 可 求 导 , 以 上 的 作法 就 是 合理 的 .又 因 m(z) 是 从 最 左 端 = = - 下 算 起 的 ， 


所 以 mm) =0, 因 此 又 有 功 (z)= | 。 po(z)dz, 只 要 p(z) 是 比较 "规则 "的 ,例如 是 连续 的 ， 


而 且 这 个 积分 又 是 收敛 的 ,这 个 作法 也 是 合理 的 .总 之 ,在 适当 的 “光滑 性 "( 光 少 一 词 就 是 指 直 到 
某 阶 导数 均 为 连续 ) 以 及 p(z) 的 可 积 性 条 件 下 总 有 
dm (x) 


Pz) = 一 9 ， 


m(x) = | p(x)dr. {1} 


可 是 我 们 来 看 ,车 有 一 个 单位 质量 的 质点 放 在 x = 0 处 ,而 粹 的 其 它 地 方 都 没有 质量 ,这 时 
还 有 没有 密度 ?(1) 式 十 否 成 立 ?这 个 情况 当然 也 是 理想 化 的 ,但 是 是 很 自然 的 . 先 计算 m(x). 若 
<0, 则 m(z)=0, 关 xz 守 0, 则 m(z) = 1, 所 以 mn(z) 就 是 赫 维 赛 德 (O. Heaviside, 1850 一 
1925) 函 数 : 
1， 工 闻 0， 


xz) = H(x) = 
m (xz) (x) 加 加 (2) 


该 者 会 看 到 , 若 限于 x<9<r, 则 上 面 我 们 讲 的 T(1,9) = /(0)= 2| HC0) - 于] .在 那里 我 们 


说 ,在 |61= 子 处 ,f(9) 用 哪个 式 子 来 表示 并 不 重要 .但 现在 却 严格 舰 定 了 豆 (0) =1. 这 是 因为 在 
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xz 一 0 处 有 一 个 单位 质量 存在 . 忒 维 赛 德 是 一 个 电气 工程 师 ,他 研究 一 个 电路 .如 果 在 某 一 瞬间 x 
=0( 这 里 x 表示 时 间 ) 把 电路 接 通 ,输入 一 个 单位 电流 , 则 在 x 之 0 时 ,电流 为 1,z<0 时 ,电流 为 
0, 他 认为 这 种 情况 在 研究 电路 理论 中 是 最 基本 的 .在 某 种 意义 下 ,这 就 是 广义 函数 论 的 开始 ,时 
为 1890 年 左右 . 
这 种 质量 分 布 的 密度 是 什么 呢 ? 现在 我 们 暂 把 数学 严格 性 的 变 求 置 庄 脑 后 .如果 z<0, 则 
只 要 Az 充分 小 , 仍 有 r+Ax<0, 因 此 
Am = mtz+ar)-mr)=0-0=0， 


优 =0. 其 极限 也 为 0. 即 当 .xz<0 时 ,p(z) -0. 著 >0, 则 当 Ar 充分 小 时 , 仍 有 二 +Ar>0, 所 


以 Am=m{zt+Ar)~m(x)=1~1=0, 我 们 仍 有 p(x)=0. 可 是 ,注意 ,这 里 开始 出 问题 了 ,如 
果 我 们 把 + 放 在 z=0 的 * 紧 左边 ”, 从 而 mm (zx)=0, 而 着 x+ +Az 在 t=0 的 " 紧 右 边 ", 则 mm 


(z+Az)=1, 从 而 从 


=1《Az ,而 


6f0) = %. 
大 家 立刻 会 四 到 ,这 已 经 不 是 数学 语言 了 :什么 叫 紧 左 边 . 什 么 叫 紧 右 边 ? ee 
放 在 区 间 [.x ,x +Axr] 内 ,我 们 取 极 限时 不 只 令 Az 一 0, 而 且 也 令 zx->0. 这 当然 好 办 ,我 们 只 


区 间 [ - 笠 ,等 ]， Az >0 即 可 ,可 是 这 个 极 眼 是 不 存在 的 ,习惯 了 数学 思维 的 读者 会 问 , 怎么 能 


ee 不 存在 的 东西 册 窗 席 史 1 可 是 对 物理 学 家 ,包括 狄 拉克 (P. A. M.Dirac, 量 子 物理 学 的 大 
师 ) 在 内 , 却 认为 这 是 非常 自然 的 .试想 区 间 之 长 Ar 是 一 个 无 穷 小 ,可 是 这 个 区 间 中 的 质量 Am 
=1, 二 者 一 除 不 是 无 穷 大 又 是 什么 呢 ? 狄 拉克 当时 的 想法 也 就 在 这 个 水 平 上 . 如 果 伯 克 莱 主 教 
再 世 , 他 很 可 能 会 写 一 篇 《不 信 神 的 物理 学 家 》 ,并且 说; 狄 拉克 先生 ,您 连 量子 力学 那样 希奇 古怪 
的 东西 都 相信 , 赁 什么 不 相信 上 帝 昵 带 着 罪恶 的 灵魂 怎么 能 进 天 国 呢 ? 难怪 哲学 家 拉 卡 托 其 
人: Lakatos) 在 《证明 与 反 联 ) 一 书 中 要 再 调 佩 一 番 了 :和 牛顿 等 了 两 百 多 年 , 才 有 人 出 来 拯救 他 的 
灵 瑰 , 进 了 数学 的 天 堂 , 炙 拉克 要 幸运 得 多 ,他 还 在 世 时 , 施 拟 效 (L，Schwartz, 有 两 个 施 瓦 效 , 这 
一 位 是 法 国 数学 家 , 另 一 位 是 H. A. Schwarz, 德 国人 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 高 足 ,我 们 每 日 每 时 都 在 
用 他 的 不 等 式 . 你 不 要 窟 了 ,我 们 每 时 每 分 都 用 的 。 - 3 并 不 是 发 表 在 什么 SCI 刊物 上 ,而 是 见 
于 他 听 自 己 的 老师 讲课 所 记 的 笔记 中 .为 了 区 别 ,以 后 都 用 施 殉 欧 来 表示 德国 人 ;而 法 国人 才 译 
为 “ 施 丽 兹 ”. 一 一 本 书 作者 注 . ) 就 邱 救 了 他 的 灵魂. 狄 控 克 于 1984 年 去 世 , 可 是 施 现 兹 在 1950 
年 就 发 表 了 《分 布 理论 》( 这 个 名 词 的 来 源 很 清楚 了 ,我 们 讨论 的 不 是 一 种 质量 分 布 吗 ?) 一 书 , 完 
全 符合 现代 数学 严格 性 要 求 ,处 理 了 狄 拉克 的 理论 . 

这 里 有 一 个 重要 的 争论 :物理 学 家 会 说 ,难道 狄 拉克 需要 人 来 乓 救 他 的 灵魂 吗 ? 他 已 经 在 天 
安息 ,当然 天 国 里 也 会 给 施 匹 兹 留 下 位 置 .可 是 狄 拉克 一 定 会 坐 在 更 加 紧 千 上 帝 的 椅子 上 , 施 
于 兹 的 “ 灵 瑰 "的 一 部 分 , 即 施 甩 效 核定 理 , 不 是 狄 拉克 早已 知道 ,并 以 自己 的 语言 来 陈述 过 ? 这 
可 是 你 们 数学 家 说 的 ,请 看 汉 - 诸 依 曼 (Von Neumann){ 量 子 力学 的 数学 基础 )25 27 页 .数学 家 
当然 也 可 以 反 唇 相识 :不 护 再 看 一 下 爱 因 斯 坦 , 难 道 不 是 黎 受 给 了 爱 因 斯 坦 以 灵魂 吗 ? 这 可 是 爱 
因 斯 坦 自己 也 承认 的 . 这 样 的 争论 已 经 有 多 少年 了 ,还 会 继续 多 少年 ? 看 来 ,数学 与 物理 学 是 两 
种 不同 的 文化 ,各 有 自己 的 方法 与 风格 ,然而 都 有 共同 的 目标 一 一 探讨 大 自然 的 央 秘 ,而 且 携手 
并 启 ,结伴 前 进 . 
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不 论 如 何 ,我 们 得 到 了 一 个 “函数 ", 狄 拉克 称 之 为 “3 函数 ”而且 现 在 有 公认 的 记号 8(z): 
co，z=0， (3) 
0， 工夫 0， 

但 读者 可 以 看 出 一 个 问题 :如 果 我 们 在 z =0 处 放 一 个 质量 为 2 的 质点 , 则 一 方面 看 ,我 们 应 得 


到 26(z), 另 一 方面 ,我 们 又 看 到 ,会 得 到 人 2 = 六 -， 仍 是 无 穷 大 ,归根 结 项 :2co = ,因此 仍 会 


得 到 8(x)- 为 了 区 别 这 些 情况 ,我 们 在 定义 $ 函数 时 还 需要 附加 一 个 表示 总 质量 为 1 的 条 件 : 
「 d(x)dr = 1. (4) 


6 函数 即 由 (3),(4) 随 式 来 “定义 ”我 们 现在 可 以 把 这 个 “定义 ”中 “不 合法 "的 地 方 再 重复 一 下 : 
首先 ,一 个 函数 应 该 对 x 之 每 个 值 均 有 一 个 确定 值 与 之 对 应 ,而 肯定 不 能 算是 一 个 确定 的 值 . 
其 次 ,一 个 函数 在 某 些 点 没有 定义 也 是 常 有 的 事 ,这 时 定义 其 积分 时 常 也 是 可 以 的 ,但 按 (3) 式 ， 
SCz) 的 “积分 "应 该 为 0, 而 不 应 该 是 (4) 式 . 

6 函数 最 早 是 由 赫 维 赛 德 在 1894 一 1895 年 间 定 义 的 . 1927 年 狄 拉克 在 他 关于 量子 力学 的 
基本 论文 (1927 年 ) 提 出 以 上 的 讲法 ,可 以 在 狄 拉克 《量子 力学 原理 》 第 三 章 § 15(P.A. M.Dirac， 
Principles of Quantum Mechanics, 4th ed. ，Clarendon Press, 1958, 58~61 页 ) 中 找到 .在 他 的 基 
本 论文 (The physical interpretation of the quantum dymamics, Proc. of the Royal Soc. of London， 
Atl3,(1927)621 一 641) 中 ,他 说 “当然 ,严格 说 来 ,3(z) 并 不 是 z 在 本 来 意义 下 的 函数 ,但 是 可 
以 看 作 是 某 个 函数 序列 的 极限 .完全 同样 ,把 它 用 于 莉 子 力学 ,对 其 几乎 所 有 的 需要 ,都 不 会 得 出 
不 正确 的 结果 ”. 

犹 拉 克 在 那 本 书 和 那 篇 论文 中 提出 了 两 种 解释 3 函数 的 方法 ,一 是 利用 对 侦 性 (这 是 现代 
的 语 堂 , 狐 拉 克 那 时 是 说 用 分 部 积分 法 ), 一 是 利用 函数 序列 的 极限 .下 而 我 们 再 加 上 一 种 利用 测 
度 的 方法 , 则 来 自 施 所 获 ,其 实 也 是 对 侦 性 之 一 例 . 我 们 将 在 第 四 章 中 讲解 对 偶 性 与 函数 序列 的 
“极限 ”, 现 在 我 们 先 来 不 太 严 格 地 介绍 测度 方法 ,使 读者 有 机 会 接触 一 点 现代 数学 的 思想 和 方 
法 . 

这 本 书 里 将 不 会 一 般 地 讨论 测度 理论 ,我 们 只 直观 地 指出 ,测度 是 一 个 “ 集 函 数 ”. 以 一 维 情 
况 为 例 , 如 果 作 一 个 分 划 

OCC a +m, 

则 可 得 一 系列 左 闭 右 开 的 区 间 o。 = [@-,,4,) 把 实数 轴 R 覆盖 起 来 :R = Uo, ,对 每 个 区 回 
xz ,我 们 规定 一 个 实数 m(o, ) ,使 得 

m(Ua) = Dm(o,). (5) 
这 样 的 mw 当然 是 一 个 “ 集 函 数 ”, 即 对 集 o, 确定 了 一 个 实数 m{s, ) 与 之 相应 .测度 的 例子 很 多 ， 
通常 的 区 间 长 度 是 一 个 测度 ,如 上. 面 所 说 的 棒 上 的 质量 分 布 也 是 测度 .这 里 有 两 点 需要 说 明 : 首 
先 我 们 是 从 区 间 v。 币 不 是 更 一 般 的 集合 开始 ,而 且 (5)》 式 中 的 U 与 和 > 都 不 明确 规定 是 有 限 
并 (有 限 和 ) 还 是 可 数 并 (可 数 和 ). 我 们 在 这 里 虽然 含情 其 秤 了 ,好 在 读者 们 在 第 四 章 会 有 机 会 
读 到 准确 的 论述 .其 次 ,我 们 取 o, 为 左 闭 右 开 的 而 且 彼 此 不 相交 ,这 却 是 重要 的 . 因为 我 们 要 考 
永 集 中 在 某 一 点 的 质量 ,如 果 该 点 在 x = a, , 则 这 个 点 的 质量 是 算 在 [<，, ,a, ] 的 质量 内 还 是 算 


(zr) = 
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在 fc, ,ai] 内 呢 ? 我 们 不 能 把 一 个 质点 的 质量 算 两 次 , 那 会 使 棒 的 总 质量 产生 疑义 .总 之 ,我 们 
称 适合 (5) 的 m(c) 叫做 测度 .有 了 测度 就 可 以 定义 积分 ; 设 f(x) 充分 光滑 ,而 且 在 共有 限 区 间 
[4 ,B] 之 外 人 恒 为 0, 则 可 以 定义 f(x) 关于 测度 m(o) 的 积分 为 
rdm = lim YW /(é) ma). (6) 
这 个 积分 称 为 黎 曼 一 斯 蒂 尔 切 斯 (Stielties) 积 分 , 它 与 黎 曼 积分 的 区 别 在 于 黎 曼 积分 使 用 了 一 个 
特别 简单 的 测度 : m(o,) = (a, - a,.1),8 函数 则 相应 于 上 面 讲 的 有 一 个 单位 质量 的 质点 位 于 zx 
= 0 处 的 测度 .我 们 很 容易 计算 这 时 的 (6) 式 , 设 zx, = 0 位 于 [a ,a.,) 内 , 则 (6) 式 右 方 各 项 除了 
i = 了 一 项 外 全 为 0, 从 而 只 余下 一 项 1($) .1,6 € fa ,aw). 由 于 我 们 假设 了 f(z) 充分 光滑 ， 
故 有 
Treopan = ro (7) 
这 里 我 们 必须 在 观念 上 有 一 个 大 转变 : 过 去 讲 函数 总 是 讲 的 可 以 在 某 一 集合 上 逐 点 取 值 的 * 东 
西 ".( 当 然 “ 逐 点 取 值 " 有 时 可 以 马 席 一 点 .在 积分 一 章 中 我 们 还 要 回来 讲 怎 样 马 虎 *) 现在 ,3 
函数 则 对 应 于 一 个 测度 ,测度 可 不 是 逐 点 取 值 的 东西 , 潭 是 在 某 个 集合 < 上 有 -一 个 值 .但 是 , 它 
可 以 作用 在 一 个 充分 光滑 的 函数 f(z) 上 , 按 (7) 式 起 一 种 作用 , 即 取出 该 函数 (以 后 称 为 试验 函 
数 ) 在 x = 0 处 的 什 来 .凡是 可 以 按 某 种 线性 的 规律 如 (7) 在 一 类 试验 函数 上 取 值 的 对 象 ,叫做 一 
个 线性 沁 丁 .一 个 普通 的 连续 函数 g(x) 也 可 以 在 一 类 试验 函 教 上 取 值 , 例 如 按 下 式 
(91f) = ocr)ar (8) 
取 值 .如 果 p(z) 有 原 簿 数 B(x), 则 (8) 式 还 可 以 写 为 
C97) = [ftz)dg. 
所 以 ,普通 的 连续 丽 数 也 可 以 形成 泛 西 .但 是 汉 函 不 一 定 由 普通 连续 函数 生成 ,而 也 可 以 由 例如 
测度 生成 .所 以 我 们 把 这 些 线性 泛 函 叫 做 广义 函数 .其 实 还 可 以 由 更 加 复杂 的 东西 生成 更 复杂 的 
广义 函数 ,3 函数 只 是 最 简单 的 一 例 , 它 按 
(8,7) = f(0) (9) 
生成 一 个 由 测度 给 出 的 广义 西数 ,就 是 上 文 讲 的 在 + = 0 处 有 单位 质量 的 质点 生成 的 测度 . 

这 样 ,我们 看 到 测度 可 以 认为 是 函数 概念 的 推广 .测度 理论 是 一 个 很 重要 的 数学 分 支 , 它 特 
别 是 概率 论 的 基础 .我 们 将 在 第 四 章 讨论 一 个 特别 有 用 的 测度 一 勒 员 格 测度 以 及 蔓 贝 格 积分 . 
它 是 黎 肥 积分 直接 的 推广 -至 于 更 一 般 的 测度 和 积分 (包括 斯 蒂 切 尔 斯 积分 ) 我 们 都 不 讲 了 .我们 
只 指出 ,它们 都 构成 广义 函数 ,而 未 在 广义 函数 理论 中 把 这 一 类 划分 出 来 专门 讨论 ,因为 那 是 太 
民力 了 . 

再 看 如 何 用 分 部 积分 法 来 解释 6 函数 . 和 上 而 一 样 , 取 f(z) 为 一 试验 两 数 , 即 定义 在 
(- ,+ 吕 ) 上 的 充分 光滑 而 且 在 一 有 限 区 间 [A,B] 外 便 为 0 的 函数 .车 g(z) 在 (- co ,cy 上 
有 和 连续 的 一 阶 导数 , 则 有 


3 8 
scrtmar = pCa)f (a)ar = eC) F(z)| ~ [pCa) (a)ds 
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= od =- 9°). (10) 


这 里 我 们 利用 了 试验 函数 f(z ) 充分 光滑 且 在 [A,B] 外 人 恒 为 0, 从 而 f(A) = f(B) =0.(10) 告 
诉 我 们 ,车 p(xz) 连续 , 则 (gp,f) 可 以 化 为 p 作用 在 /上 形成 的 泛 函 (再 改变 符号 ) ,但 是 可 能 有 
这 样 的 情况 , 即 p (zx) 不 一 定 是 一 个 好 的 函数 ,但 (g ,六 ) 仍 可 以 化 为 作用 在 .F(xz) 上 所 成 的 泛 函 
(四 改变 符号 ). 这 时 ,何妨 把 这 个 泛 函 看 作 是 p(x) 在 某 种 广义 意义 下 的 导数 ?这 是 数学 中 推广 
某 个 概念 的 常用 的 方法 : 某 个 对 象 (如 这 p(xz)》) 在 某 种 条 件 下 (这 里 是 ;g'(x) 连续 ) 具有 某 种 性 
质 (这 里 是 ;在 试验 函数 几 z) 上 产生 一 个 泛 画 如 (8) 式 ) ,而 另 一 个 对 象 在 缺少 该 条 件 时 也 共有 
此 种 性 质 ,我 们 就 说 这 个 另外 的 对 象 在 缺少 该 条 件 时 ,广义 地 具有 此 种 性 质 .我们 来 看 一 下 “ 另 一 
个 对 象 ”的 例子 : 即 赫 维 赛 德 函数 (2). 它 不 是 连续 可 微 的 ,因为 H(z) 存 x = 0 时 甚至 不 连续 ,但 
若 按 (8) 式 将 它 作用 到 试验 函数 f( 工 ) 之 导数 (x) 上 ,我 们 有 


[Hr dr = fo HO Cr)dr 


= [ F(x)dr= f(x) ,= -Fo0)= -(6, 户 ， 


右 方 除了 相差 一 个 符 导 外 即 是 《9) 式 ,因此 ,我 们 说 9 函数 即 志 (x) 在 广义 函数 意义 下 的 导数 : 
H'(x) = (xr). 
这 就 完全 解释 了 茵 维 赛 德 的 思想 的 合理 内 核 . 

我 们 再 来 回顾 一 下 这 里 的 作法 .我 们 有 两 种 对 象 ,其 一 是 试验 函数 f(x), 它 的 集合 是 一 个 线 
性 空间 . 而 其 元 素 都 是 性 质 很 好 的 函数 :我 们 这 里 规定 f(z) 充分 光滑 ,而 且 在 某 有 限 区 间 之 外 
为 0- 另 一 类 对 象 如 p(z), 也 形成 了 一 个 线性 空间 , 例如 对 子 pl(z) ,yz(z) 我 们 也 可 以 研究 
cp (z) +caypa(z) 等 等 . 它 的 元 素 则 可 以 不 太 "规矩 "例如 赫 维 赛 德 函 数 在 zx = 0 不 连续 .这 些 
对 象 其 至 可 以 是 测度 ,根本 不 是 逐 点 取 值 的 函 教 .但 是 ,它们 可 以 像 连续 函数 -- 样 ,在 试验 空间 的 
函数 上 生成 线性 泛 函 .只 不 过 生成 的 方式 王 以 是 (9) ,而 不 一 定 是 (38). 这 个 空间 称 为 试验 函数 的 


对 偶 空 间 . 这 个 名 词 也 是 由 线性 代数 中 借 来 的 .而 例如 | (z)7(z)dz 二 (9 ,有 就 好 像 线性 代数 


中 两 个 向 量 的 内 积 一 样 . p(x) 虽然 不 规则 ,例如 不 能 求 导 ,但 是 f(z) 则 很 规则 可 以 求 导 ,而 且 
我 们 可 以 利用 (10) 式 ,把 对 p(z) 求 导 这 个 困难 问题 转移 到 对 f(z) 求 导 上 去 .这 就 是 对 偶 性 的 
妙用 ,分 部 积分 法 就 可 以 看 成 是 利用 对 个 性 把 * 困 难 " 由 p(x) 身上 “转嫁 " 到 f(x) 身上 的 办 法 ， 
因此 是 一 个 很 深刻 的 公式 ， 

广义 函数 就 是 试验 函数 空间 上 的 线性 次 函 , 它 是 线性 代数 的 思想 与 微 积分 的 思想 融合 的 产 
物 . 它 使 我 们 摆脱 了 函数 必须 在 某 一 集合 之 各 点 上 取 值 这 个 限制 ,使 得 许多 分 析 运 算 可 以 很 顺利 
地 推广 到 原来 不 能 应 用 的 领域 ,帮助 我 们 研究 物理 科学 中 许多 有 高 度 奇异 任 的 对 象 , 

下 面 我 们 再 来 解释 狄 拉克 “8(z) 可 以 看 作 是 某 个 函数 序列 的 极限 "这 句 话 . 狄 拉克 是 一 个 
伟大 的 物理 学 家 . 他 商 度 尊崇 数学 对 物理 学 的 重要 性 . 他 甚至 认为 数学 美 是 选择 在 再 论 物 理学 中 
走 哪 一 条 路 的 最 终 判 据 .他 说 “方程 之 美 比 之 其 与 实验 结果 的 符合 更 重要 ”. 当 二 者 不 甚 符合 时 
“不 必 太 裕 气 ,因为 二 者 不 符 可 能 是 由 于 某 些 较 小 的 地 方 …… 而 在 理论 的 进步 中 迟早 会 弄 清 楚 
的 .但 是 他 又 不 甚 注意 数学 的 严格 性 . 他 本 是 在 英国 布 里 斯 托 (Bristol) 大 学 学 电工 的 .后 来 
(1923) 才 到 剑桥 圣 约翰 学 院 做 研究 生 , 转 人 了 理论 物理 领域 . 1932 华 他 当选 为 剑桥 大 学 卢 卡 斯 
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数学 讲座 教授 (Lucasian Professor of Marhemarics), 这 是 当年 牛顿 担任 过 的 教 职 . 狄 拉克 在 大 学 
中 学 的 主要 是 工科 数学 .后 来 ,他 这 样 回顾 自己 的 经 历 :“ 我 愿 解释 一 下 工程 师 的 训练 和 十 程 教育 
对 于 我 所 起 的 作用 …… 过 去 ,我 只 对 完全 准确 的 方程 有 兴趣 . 然而 我 受到 的 工程 训练 教会 了 我 要 
容 护 近似 .我 能 够 套 到 有 时 近似 的 东西 也 包含 了 相当 的 美 .…… 我 想 ,如 果 不 是 有 过 这 种 工程 训 
练 , 我 后 来 作 的 那 一 类 工作 是 不 会 成 功 的 .…… 我 在 后 来 的 工作 中 主要 是 继续 使 用 了 工程 师 的 非 
严格 的 数学 .我 想 , 你 们 会 发 现 我 后 来 的 著 必 中 都 用 了 非 严格 的 数学 ”. 在 独 拉 克 看 来 .一 是 对 数 
学 美的 追求 ,二 是 卓越 的 润 察 力 才 是 成 功 的 保证 .这 是 非常 值得 我 们 深思 的 .下 面 我 们 将 先 用 完 
全 严格 的 方法 证 明 一 个 著名 定理 ,再 从 $》 函数 的 观点 去 重新 看 待 它 , 作 为 对 狄 拉 克 的 方法 论 的 
一 点 小 小 同 颇 ,并 就 此 结束 我 们 对 函数 概念 的 讨论 ， 

魂 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 设 f(x) 为 共和 外 限 闭 区 同上 的 过 续 函 数 . 则 必 可 找到 一 申 多 项 式 P, (z) 
在 此 闭 区 则 上 -- 歼 收 煞 于 f(x). 

证 设 ./(z) 是 [La,B] 上 的 连续 函数 ,这 里 0< < < 8< 1. 可 以 把 f(z) 连续 地 拓展 到 (- co ,co) 
上 ,而 月 使 它 在 i- 4,A](A > 1) 外 恒 为 0, 这 样 一 来 /(x) 就 是 一 个 试验 函数 了 (试验 函数 的 “充分 光 
滑 性 ”本 来 就 有 相当 的 活动 余地 ,这 里 我 们 只 要 求 它 是 连续 的 .这 一 段 话 只 与 以 下 讨论 6 栈 数 有 关 , 与 
本 定理 之 证 明 无 关 ). 

考虑 积分 


I. = [0 -qu, UD 


将 它 分 成 两 部 分 ,一 部 分 是 在 1 4 1 所 n “上 积分 , 另 一 部 分 是 在 mi2 二 Lu 1 之 1 上 积分 , 即 
= K+L,= 六 + 


1 


EA 


当 ? -> 品 时,K, 之 积分 区 域 缩 为 一 点 ,但 是 它 的 贡献 却 是 几乎 上 的 全 部 ， 
limL, /1, = 0. 
证 明 如 下 :在 L, 中 ,被 积 丽 数 之 最 大 值 在 | 4 1 = xi 时 达到 ,所 以 
L, < 2(1 - ma23)"， 
玉 之 积分 区 域 则 包含 了 | -地 a 2 ,到 a 2 ] ,所 以 


i 
.> Gd > (1 -$a ") a 
下 


加 


因此 
L./1. < 
1 i 
但 是 
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这 里 我 们 用 到 了 不 等 式 e > 1+ zkz 关 0), 计 算 一 下 e" 一 1 -zx 之 最 小 值 即 可 得 此 式 .总 之 
L,/l, < 2n' ed 0. 
现在 我 们 可 以 来 构造 P, (xz) 了 ,我们 需要 的 P, (z) 是 一 个 2n 次 多 项 式 


pl) = 于 [DG -Prdy 


= Lc + (1 2) dt. 
用 上 面 的 式 子 并 用 二 项 定理 把 [1 - (> - xz)*]" 展开 ,就 知道 p,(z) 是 z 的 22 次 多 项 式 .变换 >y 
= 工 + 了 上 则 给 出 第 二 个 式 子 , 因 为 ea 委 工 委 朋 故 

-rz<-a<0<1_ pAl-z. 
取 n 充分 大 ,使 1 < minla,1 一 Pi, 则 


~x<-nlicnl ?<1-z. 


这 样 ， 
Pon = + th 
Pen 并 dr de) 
4 
MI 3) 
a le 
= MIL,/1,.»0, M=maxl f(x)|, 
这 里 趋 于 0 是 对 x 一 致 趋 于 0. 对 于 J 则 利用 积分 中 值 定理 而 有 


Eft de fer 0, 101< a", 
青 利用 A(z) 的 一 到 连续 任 以 及 1 ,+ K， 即 知 对 zx 一 臻 地 有 
J f(z). 

定理 证 毕 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 有 许多 发 展 .例如 设 f(z ,… ,zx ) 为 连续 函数 ,而 且 对 每 个 变量 x 都 有 
周期 2r, 刚 f(x ，…,z,) 一 定 可 以 用 三 角 多 项 式 

ee IR kN 

二 一致 通 近 . 

现在 我 们 从 8 函数 的 观点 来 看 看 这 个 证 明 . 我 们 很 容易 想到 [， 0, 因 为 计算 这 个 积分 并 不 
难 . 白 以 子 (1 一 志 )", 当 "起 变 直 大 时 ,图 形 大 托 如 图 2 42, 当 天 0 时 “总 有 ”lim (1 ) 


= 0. 但 当 4 “0 时 .big 二 (1 一 避 )" = ,同时 征 有 天 | (1 - oj"dv 一 二 所 以 二 (1 一 沁 之 角 
限 ” 就 是 3 函数 ,而 我 们 上 面 证 明 的 定理 其 实 就 是 说 
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lmj| 关 (! f+ xdt = ar + zx)dt = f(x). 
这 就 是 狐 拉 克 所 说 的 用 3(z)" 可 以 看 作 是 某 个 函数 序列 的 极限 " 的 意思 .但 是 ,上 面 的 讲法 总 是 
不 严格 的 . 因为 只 看 lm 下 (1 - w2)" = mo(v = 0 时 ) 以 及 lim(1 ~ va = 0 (w 关 0 时 ), 不 能 
就 说 函数 极限 就 是 3 函数 


st = | 


ca =0， 

0， z 天 0. 

再 则 ,我 们 不 能 随意 地 在 积分 号 下 取 极 限 ,所 以 我 们 闵 只 好 说 是 一 种 “广义 的 " 极限 过 程 .我 们 称 
它 是 “ 弱 极 限 ". 但 是 应 说 明 ，“ 弱 极限 ” 是 一 个 很 严肃 的 数学 概念 ,读者 以 后 有 很 多 机 会 遇见 它 ， 
上 面 讲 的 函数 序列 ,通常 称 为 3 型 序列 , 它 在 物理 学 中 是 很 常见 的 . 其 中 有 一 些 是 如 上 所 示 的 " 钟 
形 曲线 " ,而 有 一 些 则 完全 令 人 联想 不 到 这 种 图 形 , 面 表现 出 的 剧烈 的 振 划 特性 .关于 广义 函数 ， 
包括 这 里 讲 的 $ 型 序列 ,四 、 五 两 章 中 将 比较 详细 地 介绍 . 
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1. 新 的 历史 条 件 与 新 的 要 求 ”我们 在 第 一 章 中 就 已 讲 到 ,关于 运动 和 变化 的 考察 从 古 希 腊 
就 已 开始 ,而且 由 芝 庶 、 毕 达 哥 拉 斯 以 至 欧 多 克 萨 斯 、 欧 几 里 得 ,不 论 是 在 哲学 的 思辨 上 或 者 在 数 
学 基础 上 都 达到 了 很 高 的 水 平 .但 是 ,不 但 有 这 些 纯 思辨 的 考察 ,还 有 许多 有 待 解决 的 实际 问题 ， 
推动 着 科学 的 进步 . 从 当时 的 生产 力 发 展 的 水 平 以 及 与 之 相应 的 科学 技术 发 展 水 平 来 看 , 静 力 
学 ,流体 的 静 力 学 ,光学 ,特别 是 物体 的 机 械 运动 ,包括 地 上 的 和 天 上 的 物体 的 运动 都 有 是 当时 科学 
发 展 中 的 关键 问题 .其 中 一 个 重大 问题 是 天 体 运行 规律 问题 . 

由 古 着 腊 的 托 勒 密 地 心 说 以 至 后 来 哥 白 尼 的 日 心 说 ,以 至 布鲁诺 被 施 以 火 刑 , 懈 利 路 受到 教 
延 的 迫害 ,我们 时 常 看 到 的 是 它 的 意识 形态 方面 ,但 是 这 个 问题 的 意义 远 不 止 此 ,现在 每 一 个 中 
学 生 都 懂得 了 什么 是 相对 运动 ,那么 ,日 心 说 与 地 心 说 之 差别 无 非 是 采用 了 不 同 的 坐标 系 ,何必 
大 动 干戈 呢 ? 但 是 能 把 问题 看穿" 到 这 个 地 步 ,前 提 是 要 能 用 数学 很 好 地 刻画 运动 .要 能 追 索 星 
体 在 天 空运 动 的 轨迹 , 写 出 其 运动 方程 式 ,而 不 是 只 满足 于 亚 里 士 多 德 式 的 思 因 ,说 什么 物体 下 
旦 是 因为 向 下 落 是 物体 “自然 的 本 性 "之 类 .这 就 不 但 不 是 依赖 哲学 ,而 恰好 是 能 摆脱 某 种 哲学 ， 
回 到 科学 的 道路 上 , 回 到 观测 推算 等 等 科学 方法 的 道路 上 .不 仅 是 天 体 和 运动 的 规律 ,还 有 关于 运 
动 学 的 基本 概念 如 巡 度 、 加 束 度 如 何 理解 ,什么 是 力 ,什么 是 离心 力 等 等 都 是 16 一 17 世纪 前 后 科 
学 界 关 心 的 焦点 , 牛 囊 力 学 三 大 定律 正 是 在 这 样 的 科学 氛围 中 出 现 的 . 它 一 方面 吸收 了 许多 人 ， 
特别 是 伽利略 \ 笛 卡 玫 的 成 就 , 另 一 方面 自然 也 是 牛顿 本 人 的 努力 和 天 才 的 结晶 .所 以 牛顿 说 自 
己 是 站 在 巨人 肩 上 是 很 有 道理 .很 有 见解 的 .我 们 特别 要 提出 ,牛顿 深 受 欧 几 里 得 《几何 原本 }》 的 
影响 .在 他 的 巨著 《自然 哲学 之 数学 原理 》(1686, 以 下 简称 《原理 》, 中 译本 ,武汉 出 版 社 ,1992) 一 
书 中 ,他 就 把 三 大 定律 列 为 “运动 的 公理 或 定律 "并 由 此 推导 出 原理) 中 所 有 的 命题 .这 一 点 确实 
是 牛顿 的 伟大 贡献 . 

可 是 ,这 一 切 努 力 绝 不 是 只 具有 理论 的 兴趣 ,而 要 实际 得 多 .例如 ,由 于 资本 主义 向 全 世界 的 
扩展 ,人 们 需要 作 长 距离 的 航海 ,而 确定 船只 在 海洋 中 的 位 置 自然 是 重要 的 .确定 纬度 比较 容易 ， 
只 要 测定 某 一 个 恒星 离 天 顶 的 角度 邵 可 ,但 确定 经 度 却 要 困难 得 多 . 大约 从 16 世纪 起 ,人 们 就 开 
始 利用 时 差 来 确定 经 度 . 但 为 此 ,一 是 要 有 关于 天 体 运动 的 准确 知识 .1675 英 王 查理 二 世 建 立 格 
林 尼 治 天 文 台 , 就 是 为 了 这 个 是 的 ,研究 天 体 运动 的 人 不 仅 有 伽利略 和 牛顿 ,还 有 许多 人 ,其 中 例 
和 如 有 险 雷 (Edmund Halley,1656 一 1742 ,哈雷 在 星 的 发 现 者 ) ,他 所 作 的 星 图 是 最 精确 的 .二 是 要 
有 一 个 好 的 钟 . 单 摆 是 当时 人 们 测定 时 间 的 基本 工具 -关于 单 摆 的 研究 工作 的 基础 是 由 韦 更 斯 和 
胡 克 (Robert Hooke,1635 一 1703, 曾 任 英国 皇家 学 会 秘书 ,与 牛 帧 为 了 万 有 引力 定律 的 “知识 产 
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权 " 亲 过 不 小 的 矛盾 )? 葛 定 的 .但 是 为 了 计算 经 度 , 摆 的 误差 每 天 不 得 超过 2 ~ 3 秒 , 这 在 当时 是 很 
难 达 到 的 .由 此 还 产生 过 一 次 灾难 :1707 年 ,一 支出 5 艘 军舰 组 成 的 英国 舰队 ,在 海军 元 是 玻 莱 
尔 (Admiral Sir Clawdisley Shorel) 率 领 下 在 直布罗陀 大 败 法 国 舰队 .可 是 在 扬 旋 回国 时 遇 大 雾 ， 
因 无 法 确定 舰队 准 确 位 置 而 触礁 ,五 舰 军舰 沉没 了 四 租 ,死亡 水 兵 二 千 余 人 .在 举国 大 哗 之 下 , 英 
国 国会 于 1714 年 通过 "经 度 法 案 " ,悬赏 20 000 英镑 ( 约 合 今天 $1 000 000) ,征求 确定 经 度 之 
法 .最 后 由 一 位 险 里 撑 (John Harrison, 1693 一 1776) 在 1761 年 造 出 了 可 以 实用 的 海 钟 (当时 称 为 
chronometen) 而 获 效 .哈里 撑 没 有 读 过 大 学 ,是 一 位 极为 能 干 的 工区 . (以 上 见于 N. 下. Lane， 
Problem Solving in Complex Society, AMS, Notices, Vol. 44, May (1997), 580 一 584). 总 之 , 微 
积分 发 展 的 环境 已 与 希 腾 时 代 和 中 世纪 有 了 天 壤 之 别 . 

关于 天 体 的 运动 当时 还 主要 是 太阳 系 中 行星 运动 的 规律 .由 于 问题 的 重要 性 ,人 们 已 经 
进行 了 多 年 的 观测 ,积累 了 大 量 观测 数据 .到 17 世纪 初 , 开 普 勒 以 多 年 观测 数据 为 基础 ,提出 了 
著名 的 开 普 勒 三 定律 . 

I . 开 普 寺 第 一 定律 :行星 运行 的 轨道 是 椭圆 ,太阳 位 于 椭圆 的 一 个 焦点 上 . 

下. 开 善 勒 第 二 定律 :联结 太阳 和 菜 行星 的 线段 称 为 行星 的 动 径 , 车 采用 极 坐 标 , 令 太阳 在 
原点 处 , 动 径 就 是 一 个 向 量 7 .在 相同 时 间 内 ,r 扫 过 的 扇形 面积 相同 .简单 的 说 法 就 说 各 行星 的 
面积 速度 是 一 个 常数 (当然 ,不 同 的 行星 之 面积 速度 是 不 同 的 常数 ) ， 

亚 - 开 普 勒 第 三 定律 :各 行星 的 周期 各 不 相同 ,但 是 周期 T 与 轨道 梓 圆 的 长 半 轴 a 之 3 扩 2 次 
方 成 正比 , 即 了 va?” = const, 注 意 ; 这 个 常数 适用 于 各 个 行星 . 
开 普 勒 三 定律 是 唯 象 定律 . 它 没有 解释 为 什么 恰好 有 这 三 个 定律 成 立 .牛顿 的 功绩 在 于 指出 
了 ,它们 其 实 是 一 个 更 深刻 的 定律 :万 有 引力 定律 的 推论 .万 有 引力 定律 指出 , 若 有 二 质点 ,质量 
各 为 mr 与 m;, 设 一 个 质点 在 极 和 坐标 原点 处 , 另 一 质点 的 动 径 为 r, 则 第 一 质点 对 另 一 质点 必 有 
引力 ,其 方向 与 -x 相同 ,而 大 小 出 与 ”成 反比 ,或 者 写成 

F=- G2r 

G 称 为 引力 常数 ,r/r 表示 方向 的 单位 向 量 .当然 , 按 牛 顿 第 三 定律 , 另 一 质点 也 对 第 一 质点 有 
引力 ,大 小 与 下 相同 ,方向 则 相反 ,所 以 是 -下 . 

牛顿 是 怎样 把 开 普 勒 三 定律 与 万 有 引力 定律 联系 起 来 的 D 
呢 ? 下 面 我 们 看 一 下 牛顿 在 《原理 》 中 怎样 证 明 一 个 与 此 相关 
的 命题 : 若 一 质点 在 有 心力 场 中 运动 , 则 其 面积 速度 必 为 常数 / 
(原理 》 ,第 二 章 , 命 厦 1, 定 理 1)- 但 是 这 还 只 是 由 万 有 引力 定 
理 导出 开 普 惑 第 二 定律 .该 书 第 二 章 ,命题 2, 定 理 2 还 进一步 
证 明了 车 而 积 速度 为 常数 , 则 质点 必 是 受 有 心力 的 作用 .关于 0 
牛顿 万 有 引力 定律 与 开 普 勒 三 定律 的 关系 我 们 将 在 后 商 详 
述 ,现在 我 们 来 看 牛顿 对 上 述 命题 的 原 证 ,其 目的 在 于 探讨 牛 图 3-1-1 
顿 的 方法 的 要 点 是 什么 . 

设 有 心力 场 的 中 心 是 原点 D. 先 设 没有 外 力 , 这 自然 是 有 心力 场 的 特例 , 即 力 之 强度 为 0. 若 
质点 初始 位 置 在 A ,经 过 一 个 无 穷 小 时 间 dt 后 到 了 日 点 .因为 没有 外 力 , 按 牛 顿 第 一 定律 ,该 质 
点 将 沿 直 线 AB 作 等 速 运 动 .再 过 一 段 时 间 ds 到 达 C 点 .ABC 是 一 条 直线 ,而 且 AB - BC. 所 以 


r=|rl. 


r 
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OB 是 人 OAC 之 中 线 而 人 O04B = 人 OBC .这 就 是 说 质点 的 动 径 5 斑 在 di 时 间 内 扫 过 的 面积 相 
同 (图 3-1-1). 

车 有 向 心力 作用 , 则 在 B 点 处 有 一 个 力 灌 BG 方向 指向 O ,因此 在 第 二 个 时 间 段 di 内 ,质点 
还 有 一 个 与 BO 方向 平行 的 位 移 CO .这样 质点 从 日 的 位 移 将 是 BC 与 5 芒 的 合 位 移 瑟 .而 动 径 CO 让 
在 第 二 个 时 间 段 dt 内 扫 过 的 面积 是 人 OBD. 比较 人 OBC 与 人 OBD ,其 底 等 长 (内 为 0B), 而 高 
又 因 顶 点 C 和 太 位 于 OB 的 平行 直线 CD 上 , 故 又 为 等 高 ,所 以 人 O04B= 和信 OBC = 人 OBD. 因 
而 定理 证 毕 . 

这 个 证 明 中 最 值得 注意 的 是 ;牛顿 的 证 明暗 地 里 使 用 了 一 个 假设 , 即 在 每 一 个 时 间 段 dt 里 ， 
有 心力 的 方向 与 其 开始 瞬间 的 方向 BC 一样 ,所 以 才 得 到 面积 速度 可 以 用 和 OA4B 与 AOBD 表示 
的 结论 . 如 果 我 们 记 质 点 动 径 ( 从 0 对 算 起 ) 扫 过 的 面积 为 A(z)( 它 当然 是 时 间 的 函数 ) ,而 在 “无 
穷 小 "时 段 内 dt 内 ,要 过 的 而 积 为 dA(z) , 则 在 时 刻 

dA(t)= 全 OAB + 高 阶 无 穷 小 量 ， 


在 时 刻 z+ dz 


d4(t+dt)= 人 OBD+ 高 阶 无 穷 小 量 ， 

注意 到 入 O4B = 个 OBD , 赂 去 高 阶 无 穷 小 量 ,并 用 dz 去 除 , 即 有 
于 At) 
di 


0， 


图 3-1 .2 
所 以 得 知 面积 速度 呈 (为 常数 . 


下 面 再 举 一 个 光学 中 的 例子 ,光学 在 17 世纪 也 是 一 个 重要 的 科学 分 支 . 这 当然 是 与 望 远 镇 
种 显微镜 的 发 明 分 不 开 的 .而 特别 是 望远镜 ,是 天 文 研究 最 有 力 的 工具 .于 是 几何 光学 兴起 了 ( 波 
动 光学 则 晚 到 19 世纪 才 流 行 起 来 ) ,而 17 一 18 世纪 的 几乎 所 有 大 数学 家 、 大 物理 学 家 (包括 牛 
顿 ) 对 光学 者 作出 了 下 献 . 我 们 特别 要 举 出 费 马 (Pierre de Fermat,1601 一 1665) .他 其 实 也 是 微 积 
分 学 的 黄 基 者 之 一 .他 的 方法 如 下 :例如 .要 考虑 光 的 反射 问题 , 设 工 是 一 个 平面 镜面 ,光线 从 A 
点 射 向 L 并 在 点 也 反射 到 B 点 , 问 反射 点 P 的 位 置 是 什么 当 费 马 着 手 解决 这 个 问题 时 ,他 已 
经 有 了 一 个 著名 的 费 马 原理 : 光 在 一 切 可 能 的 路 径 中 必 取 新 时 早 短 的 路 径 , 这 里 要 注意 什么 是 
“可 能 的 路 径 "? 即 联结 4 与 L 上 一 点 了 再 到 日 的 上 路径. 如果 找 到 了 这 样 一 条 路 径 , AP 必 为 直 
线 . 因 为 在 镜面 以 外 , 光 当 然 也 走 耗 时 最 短 因此 长 度 也 最 短 的 路 径 一 一 -直线 , 同 理 PB 也 是 直线 . 
我 们 可 以 看 到 ,着 由 A ,8 两 点 作 工 之 王 线 , 令 重 足 为 有 A1,B1, 则 AA, 与 BB; ,决定 一 个 与 工 垂 
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直 的 平面 M,P 必 在 此 平面 上 《图 3-1-2). 不 然 的 话 , 由 P 向 此 平面 M 作 垂 线 , 令 垂 足 为 P, ， 
则 AP> AP,, 间 理 BP> BP,. 从 而 AP+ PB>AP, + 了 ,B, 而 APB 这 条 路 径 就 不 会 是 最 短路 径 
了 -这样 .问题 就 化 成 了 平面 问题 :在 平面 M 上 有 一 直线 工 与 线 外 同 删 两 点 4 与 B, 在 1 上 求 一 
点 已 使 AP + 了 P1B 达到 最 小 昔 . 

用 对 称 点 的 方法 求解 这 个 问题 是 读者 们 数 知 的 ， 4 
这 个 方法 可 以 追 湖 到 古 希 腊 的 海伦 (Heron, 大 约 生 于 
公元 1 世纪 ) ,但 它 不 能 推广 到 更 复杂 的 问题 ,所 以 我 
们 以 折射 问题 为 例 说 明 费 马 的 方法 . 设 平面 M 上 有 一 
直线 工 , 分 M 为 上 \ 下 两 半 , 在 其 中 光速 分 别 为 w 与 
za ,在 上 ` 下 半 平 面 上 各 取 一 点 4 与 B, 问 ,车 光线 由 各 
经 LL 上 某 一 点 P 折射 后 能 到 达 B,P 之 位 置 何 在 (图 
3 一 1 一 3)? 我 们 不 妨 设 P 之 坐标 为 x, 从 而 光 走 折线 
APB 所 带 的 时 间 是 x 的 函数 ， 

= 外 + 理 ， (D 


™ 


图 3- 1-3 


费 马 的 想法 是 ,让 x 变动 一 个 “无 穷 小 量 "dz 到 Q,Q 的 坐标 是 + + dx ( 费 己 当时 用 玉 或 。 来 记 
dz) ,于 是 所 需 时 间 成 为 


(zt+dzr]= 


比较 A 六 z+dx) 与 A(z). 如 果 了 在 zx 点 达到 极 小 , 则 当 向 右 移动 (dz >0) 时 ,f(z + dx) 一 f(x) 
尖 0, 就 表示 f(z) 不 会 再 有 下 降 的 可 能 ; 当 z 向 左 移动 (dz<0) 时 , 则 又 有 /f(xz+dz) f(z) 
0, 就 表示 F(z) 不 会 比 /z+ dz) 更 大 了 .同样 , 若 dz>0 时 ,Flz+dzr)- rz)<odr>0 时 ， 
fz+dr)~ f(x)<0, 也 表明 /xz) 不 是 极 小 .因此 ,要 使 f(x) 为 极 小 ,f(x + dx) 一 f(x) 不 论 
dz 符号 如 何 , 总 是 非 负 的 .我 们 就 来 计算 f(z+dz) - 了 (x) ,具体 说 来 就 是 要 计算 (AQ - AP) 
+ 《BQ ~ BP), 至 此 ,一 切 都 是 显然 的 . 费 马 的 “ 读 答 "就 在 于 计算 AQ - AP 时 略 去 了 “应 该 略 去 " 
的 东西 ,过 P 点 作 AQ 之 重 线 PP, ,如 果 dz 是 无 穷 小 , 则 由 正弦 定理 ,db 也 是 同 阶 的 “无穷 小 ”， 
(注意 ,我 们 这 里 使 用 了 现代 的 语言 ,在 费 马 时 代 , 人 们 还 为 无 穷 小 量 是 不 是 不 可 分 量 等 等 而 纠 冯 
不 清 ) 所 以 AP, = APcos(d9)= AP( 其 中 最 多 相差 一 个 高 阶 无 穷 小 量 ,用 费 马 的 记号 , 则 是 相差 
一 个 已 差不多 的 东西 ,在 贵 马 看 来 ,这 个 差不多 的 示 西 正 是 “应 该 略 去 的 "东西 . ) 因 此 
AQ- AP= PQ= PQeos(0—d0)= dr*cos 0. 


AQ, QB 
Ui va 


同 理 
QB- PB= -~ PQ,= - PQoos p= -dzxcos 9. 
这 样 


f(z+dr) -f(r)= [和 -时 ?2 jaz 


这 里 最 多 相差 一 个 高 阶 无 穷 小 ,用 费 马 的 记号 是 相差 一 个 EF! 的 同类 项 .上 式 双 方 除 以 dz 即 除 
以 EE, 令 dz 一 0( 费 马 本 人 就 于 脆 说 令 妃 =0) 则 费 马 推论 出 ,折线 点 的 位 置 P 应 适合 cos Gui= 
cos pjv， .只 有 这 样 才能 适合 = 点 即 P 点 为 家 小 的 条 件 .但 在 光学 文献 中 我 们 通常 用 光线 与 
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点 处 的 法 线 的 类 角 而 不 是 与 的 类 角 来 表示 其 方向 . 故 6= 屯 -0, 称 为 人 对 角 ),p 一 也 一 0， 
(, 称 为 折射 角 ) ,就 得 到 折射 点 的 位 置 是 


sa sin8. 


vs DV 
在 物理 学 中 这 叫做 斯 涅 耳 (Willibrord SneiD) 定 律 .其 实 笛 卡 儿 也 得 到 了 这 个 定律 .而 且 费 马 解决 
了 希腊 时 代 托 勒 密 未 能 解决 的 问题 . 
用 我 们 今天 的 语言 来 说 , 即 令 dz~0 而 求 极限 ,并 令 其 为 0: 
lim Lt) 0 ps )= 加 加 =0. 


但 是 在 费 马 的 时 代入 们 还 在 为 无 穷 小 量 是 什么 而 困扰 ; 费 马 说 E 是 无 穷 小 量 ,那么 它 究 竟 是 不 
是 0? 如 果 是 0, 那 么 从 一 开始 我 们 就 停 在 已 点 ,而 不 会 前 进 到 Q 点 ,因此 整个 讨论 就 都 无 法 进 
行 了 ;如 果 不 是 0, 为 什么 在 经 过 许多 计算 后 ,在 关键 的 一 步 上 说 “ 令 瑟 =0"? 有 了 我 们 今天 对 无 
穷 小 量 的 理解 ,我 们 知道 ,无 穷 小 量 并 不 是 “不 可 分 量 ”, 而 是 趋 于 0 的 变量 ;并 不 是 “ 令 已 =0"” ,而 
是 令 dz 一 0. 高 阶 的 无 穷 小 量 在 除 以 dz 后 , 仍 会 趋向 0, 所 以 我 们 说 是 :丢掉 高 阶 无 穷 小 量 . 

以 上 我 们 通过 实例 说 明了 微分 学 的 基本 思想 就 是 “丢掉 高 阶 无 穷 小 ”. 要 注意 ,当时 的 大 数学 
家 \ 大 数学 物理 学 家 ,不 但 是 在 某 种 社会 经 济 发 展 和 科学 探索 的 需 赛 的 推动 下 工作 ,而 且 是 在 一 
定 的 文化 \ 科 学 的 传统 下 工作 .从 欧 几 星 得 以 来 ,数学 的 严格 性 合 膛 辑 性 的 要 求 , 并 不 奶 常 人 认 
为 的 那样 是 一 种 过 分 的 苛求 .牛顿 写 人 原理 ?以 《几何 原本 } 为 范本 ,就 是 这 种 表现 .那么 .什么 是 无 
穷 小 , 它 是 不 是 零 ,诸如 此 类 的 问题 自然 成 了 他 的 最 放 不 下 心 的 事 . 所 以 ,一 方面 牛顿 自称 “在 数 
学 中 最 微小 的 误差 也 不 可 忽略 ”, 另 一 方 而 ,反对 他 的 人 就 以 此 相 训 :“ 高 阶 无 穷 小 何以 可 以 略 
去 ? 一 直到 19 世纪 中 晚期 ,这 场 大 争论 才 尘 埃 沙 定 . 微 积分 学 才 站 在 稳固 的 基础 上 ,就 是 我 们 今 
天 的 教材 的 讲法 ,而 略 去 高 阶 无 穷 小 这 个 威力 强大 的 方法 也 就 得 了 无 疑问 的 公认 了 . 

2. 这 个 基本 思想 在 数学 物理 中 的 展开 自 牛 顿 以 后 ,这 场 争论 如 火 如 某 地 进行 了 两 百年 .可 
大人 们 并 不 只 是 坐 而 论 道 , 而 是 把 牛顿 的 这 个 思想 用 于 各 个 方 而 .因为 牛顿 既然 对 机 械 运动 提出 
了 一 个 包罗 万 象 的 理论 ,而 且 公 认 是 入 类 思想 史上 对 认识 大 自然 的 第 一 次 伟大 的 综合 (综合 就 是 
总 结 ) ,入 们 当然 就 会 把 它 用 于 机 械 运动 的 各 个 方 而 :流体 、 弹 性 体 、 声 学 …- 都 纳 人 了 科学 家 的 
视野 ,成 了 新 生 的 数学 武器 一 微 积分 学 一 一 的 试验 场 .下 而 我 们 将 刘 介 绍 “ 上 略 去 高 阶 无 穷 小 "这 
个 基本 方法 怎样 帮助 我 们 得 到 其 些 领 域 的 基本 规律 的 数学 表述 . 但 是 这 些 规律 的 物理 内 容 都 比 
较 简 单 .大 体 上 都 是 例如 质量 守恒 ,动量 守恒 等 等 ,因此 都 是 牛顿 力学 的 适用 范 

第 一 个 例子 是 热传导 方程 , 热 现象 本 来 在 牛顿 力学 的 视野 之 外 . 人 们 认真 地 研究 热 现象 是 
19 世纪 的 事 . 那 时 有 了 热力 学 ,能 攻守 恒定 律 内 容 的 丰富 性 才 开 始 展现 .然后 是 统计 物理 ,使 统 
计 的 .随机 的 观点 进 和 人 了 物理 学 .因此 ,研究 热 现象 应 该 从 这 个 观点 着 眼 .但 是 下 面 介绍 的 研究 的 
出 发 点 却 是 把 热 当 作 一 种 “流体 "一 一 热 质 说 .从 物理 上 说 , 它 是 很 不 够 的 ,但 是 从 数学 上 说 却 简 
单 得 多 ,而 且 带 来 了 料想 不 及 的 丰硕 成 果 . 至 于 从 概率 的 观点 来 找 述 热传导 以 至 得 出 同样 的 方 
程 ,在 第 四 章 84 将 简单 介绍 . 

1811 年 巴黎 科学 院 悬 赏 解决 以 下 问题 ;“ 给 出 热 的 传播 规律 数学 理论 ,并 将 理论 结果 与 精密 
的 实验 结果 相 比 较 , "应 征 得 奖 者 是 传 里 时 (Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768--1830). 后 来 他 把 
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自己 关于 这 方面 的 结果 写成 一 本 书 , 即 《 热 的 解析 理论 》(Théorie Analytique de la Chaleur ,中 文 译 
本 ,武汉 出 版 社 1993 年 出 版 ). 这 是 一 篇 伟大 的 著作 . 人们 
认为 傅 里 叶 的 功绩 有 两 个 方面 ,首先 他 把 物理 问题 用 线性 
偏 微分 方程 来 表示 ,使 得 牛顿 在 《原理 ?一 书 中 开创 的 道路 
远 远 扩展 到 了 《原理 ?一 书 所 规定 的 范围 之 外 ;其 次 ,他 为 
解决 这 些 物 理 问题 创造 了 一 种 数学 理论 ,开创 了 * 调 和 分 
析 " 理 论 ,至 今 约 二 百年 ,长 盛 不 误 , 始 终 是 数学 主流 的 一 
部 分 .这 在 数学 史上 是 少见 的 . 本 书 将 在 第 五 章 相当 详尽 图 3-1~4 
地 加 以 介绍 . 

为 简单 起 见 , 在 热传导 的 区 域 中 切 出 一 块 无 穷 小 的 长 方 体 ,其 棱 平行 于 坐标 轴 , 而 三 边 长 度 
分 别 是 无 穷 小 dz ,dy, dx. 设 热量 通过 其 各 个 面 进 和 人 这 个 无 穷 小 区 域 (注意 ,关于 热 本 质 的 了 解 
要 等 到 19 世纪 后 半 叶 , 面 在 傅 里 叶 的 时 代 , 人 们 仍 把 热 看 成 -种 流体 一 热 质 ,人 很 里 叶 的 著作 中 
仍 沿 赣 了 这 个 观点 ) ,如 果 我 们 记 (z,y,=) 处 时 刻 : 的 温度 为 u(xz,y, x,t), 则 例如 图 3 一 1 一 4 
断面 [处 , 依 外 法 线 方 向 (现在 外 法 组 方向 即 - zx 方向 ) 在 时 刻 : 到 :+ dt 之 间 流 入 区 域 的 “ 热 
其 "应 与 温度 的 梯度 、 断 面 了 的 面积 以 及 时 段 长 度 成 正比 ,因此 应 为 


kdydzdt 2 — pdydzdt reD. (2) 


是 一 个 比例 常数 , 称 为 传导 系数 .一 般 说 来 ,& 是 {x，y,z) 的 函数 ,是 表征 介质 的 传 茹 性 质 的 ， 
现在 为 简单 起 见 设 它 是 常数 , 注意 这 里 我 们 用 了 一 个 点 (z,y,z) ,一 个 时 刻 : 的 温度 状况 来 表示 
一 个 断面 ,一 段 时 间 的 温度 状况 ,自然 就 会 有 误差 ,但 由 于 断面 面积 dedy 以 及 时 段 长 度 di 均 为 
无 穷 小 ,所 以 误差 应 为 高 阶 无 穷 小 , 按 我 们 上 面 的 规定 :高 阶 无 穷 小 可 以 略 去 不 计 ,这 和 样 才 得 到 
(2) 式 .用 同样 的 方法 处 理 断 面 ,不 过 注意 ,这 时 外 法 线 方向 即 > 方向 ,从 而 经 = 经 ,由 前 所 壕 


知 ,经 过 断面 了 在 时 间 : 到 : + di 之 间 流 人 该 无 穷 小 区 域 的 热量 应 是 


hdydzdt 22 C+ de yt) (3) 
(2),(3) 之 和 是 
Gu(xtdr,y,2,t) du(z,y,z,t) 了 (zyiz， 
4 Et |]dydede = {oCE ye) 2 qz |dydzde. (4) 


注意 ,在 利用 拉 格 朗 日 公式 时 ,我 们 又 咯 去 了 一 个 高 阶 无 穷 小 出 . 至 此 ,x 方向 的 热流 己 经 清楚 
了 .用 完全 同样 的 方法 处 理 y,x 方向 的 热流 ,我 们 将 得 到 ,在 :到 :+ dr 之 同 经 过 该 无 穷 小 区 域 
之 表面 进 人 的 热量 总 量 是 
daa (FE)ardyded: -kane yrsst)drdydzdt (5) 
dr’ By 3 Ys 了 


这 里 我 们 引信 了 一 个 记号 A, 我 们 称 它 为 拉 普 拉 斯 算 子 ， 


它 可 能 是 数学 物理 中 “最 重要 的 " 算 子 了 . 它 的 形状 如 此 简单 是 否 隐 会 了 大 自然 的 某 种 奥秘 ? 是 
的 , 它 表现 了 空间 ( 咽 因 斯 坦 以 前 的 空间 ) 是 均 句 和 各 向 同性 的 . 我 们 暂 置 不 论 , 倒 是 dQ 的 流 人 
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将 导致 温度 的 改变 , 即 由 w(xz,y, x, i) 变 成 x(z,y,z,t+ dt), 温 差 是 (zx,y,z,t+dt)— 
u(x,y 2, 和 = 续 de. 这 里 我 们 又 咯 去 了 高 阶 无 穷 小 .可 是 使 单位 质量 的 介质 汤 度 上 升 所 需 的 热 


车 应 与 质 鲁 以 及 温度 增 最 成 正比 ,比例 常数 。 称 为 比 热 . 现在 该 无 穷 小 区 域 的 介质 之 质量 是 
pdzdydz(p 是 密度 ) ,所 以 又 应 有 


dQ=op didrdyde, (6) 


比较 (5) 和 (6) ,立即 得 到 温度 x 所 应 适合 的 方程 
Au = bE ,a = klep. 、 (7) 
这 里 我 们 又 假设 了 。,p 都 是 常数 . 
方程 (7) 称 为 热传导 方程 . 可 是 值得 注意 的 是 ,不 仅 是 热传导 现象 由 它 米 描述 ,而 日 扩散 现 
象 ,渗流 ,化 学 反应 乃至 生物 的 繁 获 与 迁移 等 等 也 都 是 由 它 或 由 它 术 生 的 方程 来 反映 .数学 物理 
中 的 偏 微 分 方程 大 多 有 此 特点 .例如 ,波动 方程 不 但 能 反映 声波 ,而 且 也 能 刻画 电磁 波 ,以 及 一 定 
条 件 下 的 水 波 .空气 中 的 波 等 等 .定常 现象 则 常用 拉 普 拉 斯 方程 
A +0 (8) 
来 刻画 ,静电 场 的 势 ,引力 场 的 势 等 等 都 适合 这 样 的 方程 ， 
现在 应 特别 注意 以 下 的 事实 .(7) 是 一 个 很 一 般 的 方程 . 即 是 说 ,只 要 传 热 的 物体 0 是 均匀 
的 ,因此 c 和 都 是 常数 ,密度 p 也 是 常数 , 则 不 论 该 物体 是 什么 形状 ,处 于 什么 条 件 下 ,总 是 这 
一 个 方程 . 因此 ,在 解决 具体 问题 时 ,总 要 附加 一 些 条 件 . 一 是 应 该 知道 在 初始 时 刻 ( 设 为 t=0) 
该 物体 内 的 温度 分 布 ,这 样 就 有 了 一 个 附加 条 件 


«| = py) Cry EN, (9) 


9(z,y ,<) 是 已 知 医 数 .(9) 称 为 初始 条 件 .二 是 0 边界 上 30 的 情况 也 很 重要 , 这 里 可 以 有 多 种 
情况 ,例如 知道 在 ?9 上 的 温度 分 布 ,这 时 有 


«|, = (2,92), (zy) EIN, (410 ) 
另 一 种 情况 是 假设 0 与 外 界 没有 热 交换 一 “绝热 情况 , 则 存 
du 
E23 a (10,} 


是 30 的 法 线 方向 .还 可 能 有 其 它 情况 .(10, ) 与 (10, ) 中 只 需 取 定 一 个 就 可 以 了 ,这 称 为 边 值 条 件 . 
至 于 一 个 方程 应 该 附加 什么 样 的 条 件 ,在 有 了 这 些 附加 条 件 下 是 否 有 解 存在 ,是 否 只 有 一 个 解 ， 
这 个 解 (或 这 些 解 ) 有 什么 性 质 , 又 如 何 求法 ,这 些 都 是 严重 问题 .我 们 现在 只 想 指出 :一 方 而 有 一 
个 方程 (如 (8) 那 样 ) 来 刻画 一 般 的 物理 规律 , 另 一 方面 又 有 一 些 附加 条 件 ,反映 具 体 问题 的 具体 
情况 ,这 是 牛顿 的 伟大 创造 .并 不 是 说 牛顿 给 出 了 初始 条 件 . 边 值 条 件 这 些 名 词 和 概念 ,而 是 从 他 
开始 就 这 样 研究 问题 了 . 

第 一 个 例子 是 关于 流体 的 动力 学 .我 们 把 流体 看 作 过 续 介质 (在 一 些 极端 情况 下 就 不 能 这 样 
看 .例如 在 大 气 层 上 层 空气 极端 稀薄 处 ,就 需要 把 气体 看 成 随机 运动 .三 接 的 分 子 的 集合 这 时 就 
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不 能 采用 连续 介质 的 模型 .但 是 在 牛顿 的 时 代 以 及 后 来 的 18 一 19 世纪 当然 不 是 这 样 ). 这样 一 
来 ,流体 力学 就 成 了 牛顿 力学 的 延伸 .在 这 个 模型 下 研究 流体 的 基本 方法 是 :在 流体 中 切 出 无 穷 
小 一 块 , 视 作 一 个 质点 ,然后 考虑 质量 守恒 ,动量 守恒 即 可 .为 什么 不 说 能 量 守恒 ? 因为 要 讨论 流 
体 (特别 是 气体 ) 中 的 能 量 守恒 ,就 至 少 要 加 上 热力 学 的 考虑 .这 样 一 来 ,关于 内 能 , 灶 …… 会 出 现 
一 大 堆 新 问题 . 流体 力学 对 于 空气 中 的 飞行 ,如 飞机 .导弹 等 等 ,当然 是 极其 重要 的 .到 了 20 世纪 
中 叶 , 例 如 由 于 飞 视 速度 越 来 越 高 ,这 些 热 力学 考虑 是 不 可 避免 的 .在 更 高 速度 情况 下 ,还 要 考 虚 
电磁 场 的 影响 ,化 学 反应 的 影响 等 等 .但 是 在 18 一 19 世纪 ,还 可 以 只 限于 机 械 能 的 考虑 .例如 对 
船 船 在 水 中 航行 ,通常 都 把 水 看 成 不 可 压缩 流体 ,这样 只 考虑 机 械 能 就 驶 了 .不 过 即使 在 这 时 ,对 
流体 的 基本 性 质 也 要 加 上 限制 .我们 的 限制 是 只 考虑 理想 流体 ,研究 各 种 流体 都 少不了 研究 其 束 
度 声 ;u( 工 ,yz ,7) = (tn vtayta), 这 是 一 个 依赖 于 (z,y,z,t) 的 向 量 声 ,还 有 密度 p(x, yx, 以 
及 压强 p(x ,y,z,1).( 因 为 我 们 有 意 忽略 热力 学 的 考虑 ,所 以 也 上 略 去 了 温度 了 T(x,y, x,1) 的 研 
究 ) .压强 就 是 单位 面积 上 所 受 的 压力 , 它 本 应 是 有 方向 的 量 ( 有 方向 的 量 不 只 是 向 量 ,还 有 张 量 ， 
这 一 点 详 见 第 七 章 ) .但 我 们 现在 取 p= p(z,y,x,t) 为 一 标量 ,其 原 
因 就 在 于 我 们 只 考虑 理想 流体 . 理想 流体 就 是 没有 竺 性 , 又 不 必 考 虑 sd 
热传导 的 流体 .如 果 我 们 在 流体 内 作 一 截面 S, 则 在 紧邻 接着 S 的 P A 
Kz,y sz) 点 ,其 一 侧 工 的 流体 必 向 另 一 侧 丰 的 流体 施 压力 (图 3-1- I 
5) .这 个 压力 还 依赖 于 S 的 方向 (不 妨 设 为 由 开 伸 向 工 的 法 线 严 方 
向 ), 所 以 压力 包含 了 两 个 方向 要 素 ,在 数学 上 我 们 用 张 量 来 描述 它 . 
所 谓 理想 流体 就 是 不 论 取 什么 样 的 截面 S, 压 力 方向 总 在 上 述 法 线 
方向 Rn 上 ,其 大 小 也 不 随 # 改变 . 这 就 是 没有 黏 性 作用 的 表现 .单位 
面积 上 的 压 为 称 为 压强 .所 以 在 理想 流体 中 ,由 了 工 向 了 施加 的 压力 应 为 
六 (zzot) 3 之 面积 ' 严 . 

所 以 刻画 理想 流体 各 部 分 相互 作用 的 内 力 , 只 需要 一 个 标量 函数 p = p(z ,yz ,1 就 能 了 .这 就 
是 规定 压强 为 标量 荔 数 的 原因 . 

现在 在 理想 流体 内 切 出 其 术 平 行 于 坐标 辆 的 无 穷 小 块 ,其 三 边 之 长 分 别 是 无 穷 小 量 dz， 
dy ,dz. 我 们 先 讨论 质量 守恒 .在 (,t+ di) 时 间 段 内 从 外 面 流 人 这 个 无 穷 小 块 的 流体 ,可 以 分 别 
由 经 过 工 、 开 ，…… 诸 界 面 的 流体 计算 得 出 ( 3~1-6). 例 如 经 过 I 的 流体 将 成 为 一 个 边 长 为 
uidt 而 断面 面积 为 dydzx 的 柱子 ,因此 ,其 质量 为 

(pa){x,y,z,t) didydz. 

同样 ,经 过 开 流 人 的 流体 质量 是 - (pul) (zz +dx,y,z,t)didydz, 所 以 由 xz 轴 方 向 进入 的 流体 
总 量 是 


图 3-1-S 


-#2 [ou (zs yx) drdydzdt. 
面 由 全 部 边界 进入 的 流体 总 量 是 
dQ=-— [ 羌 (ee)+ 训 (pu) + (pus) |Crs yest) didrdydz. 


这 些 流体 的 进 人 将 使 该 无 穷 小 块 中 的 密度 由 p(，y,s, 4) 次 成 2(z，y,z,t+df) ,密度 的 增加 
所 占用 的 流量 就 是 dQ. 故 在 路 去 高 阶 无 穷 小 后 
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dQ =[p(z,y, zt+di)- p(xr,y,z,t) ldrdydz 


=38(z,y,2,1)didrdydz /A Li 
比较 二 式 即 得 表征 质量 守 便 的 连续 性 方 程 ; /> 
32 + 
EE 


a 3 3 
于 (om ) + ayou) + git pes) we 
= + div(pu) =0. (10) 


再 看 动量 守 全 ,我 们 也 可 以 引入 房 调动 量 密度 流 的 概念 ,但 这 就 涉及 
速度 向 量 的 张 重 积 的 概念 ,我们 暂 不 假设 读者 都 知道 它 ,也 不 打算 现在 就 花 很 大 简 幅 去 讲解 它 
(第 七 章 中 会 讲 到 这 里 涉及 的 张 量 积 ) ,因此 就 直截了当 地 把 这 个 无 穷 小 流体 小 坪 当 成 一 个 质点 ， 
其 质量 是 o(z ,y,x,1)dzdydz, 其 速度 为 “zxof)， 扒 后 直接 应 用 牛顿 第 二 定律 .其 实 这 里 
已 经 包括 了 售 去 高 阶 无 穷 小 量 的 思想 . 例如， 个 无 穷 小 元 并 不 真正 是 一 个 点 ,因而 其 内 部 不 一 
定 是 均匀 的 ,我 们 以 (z,y,z,t) 处 的 密度 作为 此 无 穷 小 元 内 各 点 时 的 密度 ,本 身 就 有 一 个 误 
差 , 只 不 过 这 样 算出 的 质量 与 真正 的 质量 也 就 只 差 一 个 高 阶 无 穷 小 . 下 面 计算 加 速度 和 外 力 时 也 
都 如 此 ， 

在 计算 加 速度 时 要 注意 ,速度 u(z,y,z,t) 中 的 zc,y,z 都 是 : 的 函数 ,z = z(t,y= y(1)， 


< 一 (2) 即 该 质点 的 轨迹 ,所 以 在 计算 他 时 , 肥 要 下 到 第 四 个 变 元 “在 变化 而 zyy,z 不 变 时 产 


图 3-1~6 


生 的 加 速度 疆 ( 称 为 当地 加 速度 ) ' 双 要 看 到 因为 (zx,y,z) 随 着 时 间 变化 而 改变 位 置 使 4 也 得 到 


Qudr Gudy, Gude _ 了 gu gu _ a 3 他 
个 加 速度 Fg + 于 和 + 于 里 = 二 (a ERE 元 je( 称 为 
对 流 加 速度 ) ,所 以 


各 ~ 当地 加 速度 + 对流 加 速度 


和 (ea (11) 
最 后 看 外 力 , 外 力 有 两 个 部 分 ,一 是 流体 之 外 来 的 力 ,例如 重力 .又 例如 当 流 体 是 带电 的 ,同时 又 
处 在 电磁 扬中 的 电磁 力 ,这 时 我 们 得 到 了 电磁 流体 力学 .还 有 例如 流体 中 有 某 种 化 学 反应 或 内 
绕 ,爆炸 而 产生 的 力 .我 们 记 这 种 外 力 的 质量 密度 ( 即 作 用 在 单位 质量 上 的 外 力 ) 为 F. 第 二 部 分 
是 流体 中 这 个 无 穷 小 元 以 外 各 部 分 对 它 的 力 , 亦 即 压力 .这 一部分 我 们 已 计算 了 例如 通过 工 
两 个 面 的 作用 力 是 


Pst dry tdydet plzsy,zut)dyde= ~ Bedzdyds. (12) 
把 这 些 结果 综合 起 来 ,由 牛顿 第 一 定律 ， 
质量 x 加 速度 = 外力 


有 
Pdrdydz 把 =pdzdydz*F -gradpdzdydz. 
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于 是 我 们 得 到 表现 动量 守恒 的 方程 


du_au ，， 1 
和 (grad)u = 万 Brad p+F. 《13) 


《10) 和 (13) 就 是 流体 力学 的 基本 方程 组 ,如 上 所 述 ,它们 是 不 完备 的 ,因为 热力 学 的 考虑 都 
被 扰 略 了 . 它 是 一 个 极 广泛 又 极 困难 的 领域 的 起 点 . 

以 上 我 们 通过 两 个 例子 表明 ,应 用 微分 学 的 基本 思想 于 研究 自然 界 的 许多 广泛 领域 ,得 到 了 
描述 其 基本 物理 规律 的 微分 方程 .这 两 个 例子 都 是 偏 微分 方程 (PDE) ,下 面 我 们 将 见 到 常 微分 
方程 (ODE) 的 例子 , ) 微 分 方程 是 数学 中 范围 极 广泛 ,内 容 极 丰 窗 而 且 又 极 困难 的 领域 .在 许多 自 
然 科学 分 支 中 , 它 是 基本 的 数学 工具 .我 们 可 能 以 为 略 去 高 阶 无 穷 小 是 产生 这 些微 分 方程 的 最 重 
要 的 方法 .实际 上 ,这 是 由 于 我 们 现在 研究 的 物理 过 程 都 比较 简单 ,因而 一 些 守恒 律 都 变 得 很 简 
单 . 随 着 科学 的 发 展 ,我 们 需要 解决 的 问题 更 深刻 ,所 应 用 的 数学 工具 也 更 深刻 ,这 时 , 单 只 是 "路 
去 高 阶 无 穷 小 "的 方法 就 很 不 够 了 .我们 将 在 本 书 最 后 介绍 麦克 斯 韦 方程 组 ,以 便 了 解数 学 的 发 
展 怎样 帮助 我 们 在 更 深 的 层次 上 认识 自 热 界 . 

3, 牛顿 与 开 普 勒 ”牛顿 写 的 《原理 》 是 为 了 研究 物体 的 运动 ,而 所 谓 物 体 ,上 至 日 月 主 辰 , 下 
至 苹果 树 上 落下 的 苹果 ,无 所 不 包 .这 样 才 看 出 《原理 》 是 认识 大 自然 的 规律 性 的 第 一 次 伟大 的 综 
合 .但 是 牛顿 的 宇 定律 中 讲 的 “物体 ", 其 实 是 指 的 质点 .例如 第 一 定律 ,牛顿 的 陈述 原文 如 下 “每 
个 物体 都 保持 其 项 止 .或 匀速 直线 运动 的 状态 ,除非 有 外 力作 用 于 它 迫 使 它 改变 那个 状态 ”.(《《 原 
理 } 中 译本 ,13 页 ). 然 而 牛顿 紧 接 著 举 的 例子 却 有 陀螺 ,并 指出 陀螺 名 个 部 分 的 “凝聚 力 不 断 使 
之 偏离 直线 运动 ,如 果 没 有 空气 的 阻碍 ,就 不 会 停止 旋转 "可见 ,如果 不 是 质点 而 是 有 内 部 构造 ， 
分 成 各 部 分 的 物体 ,如 陀螺 ,牛顿 也 承认 ,其 运动 并 不 一 定 是 匀速 直线 运动 ,而 可 以 是 旋转 .把 物 
体 当成 质点 无 非 两 个 办 法 ;一 是 如 果 空间 极 大 , 则 哪怕 是 日 月 星 搬 ,在 浩渺 无 乾 的 太空 中 也 只 是 
沧海 一 栗 的 质点 而 已 .二 是 物体 有 各 部 分 , 则 各 个 部 分 若 取得 足够 小 ,如 上 而 两 个 例子 中 讲 的 无 
穷 小 的 一 块 ,小 到 对 其 内 部 结构 ,对 内 部 的 不 均匀 性 等 等 都 可 以 忽略 不 计时 , 则 其 各 部 分 也 就 
看 成 一 个 质点 ,而 物体 整体 则 看 成 一 一 个 质点 组 . 当然 质点 组 中 的 质点 总 数 可 以 是 有 限 的 ,例如 研 
究 地 球 受 太 阳 、 月 亮 的 作用 而 运动 时 ,我 们 只 需 考虑 由 日 月 ` 地 三 个 质点 形成 的 质点 组 ,而 其 它 行 
许 和 火星 等 等 的 影响 都 暂 不 考虑 了 ， 这 就 是 著名 的 三 体 问题 .这 样 , 由 牛顿 的 第 二 定律 可 以 得 出 


中 已 
ma 了 fos ,AN (14) 
注意 ,这 里 的 N 不 一 定 是 质点 的 个 数 .因为 每 一 个 质点 可 以 有 三 个 坐标 , 即 相应 于 三 个 z(t), 
牛顿 遇 到 的 问题 通常 并 不 是 已 知 z,(z),…, zx, (+) 然 后 求 它们 的 二 阶 导数 ,而 通常 是 已 知 


f (, z, 符 ) 要 求 未 知 的 = (+) .这 就 是 求解 作为 一 个 常 微分 方程 (ODE) 组 的 (14). 正如 前 一 段 


所 说 的 ,应 该 加 上 某 些 附加 条 件 .从 物理 上 看 ， 只 要 知道 这 个 质点 组 内 各 质点 在 初始 时 刻 (例如 可 
设 为 /=0) 的 位 置 及 速度 就 足以 完全 确定 这 个 质点 组 在 以 后 的 运动 状况 . 因此 ,我 们 所 需 的 附加 
条 件 是 


(0) = (15) 


(15) 就 是 一 个 初始 条 件 .在 一 个 初始 条 件 下 求解 (14) , 称 为 一 个 柯 交 问题 或 初 值 问题 (initial va- 
lue problem) .以 上 讲 的 是 有 限 质 点 组 的 情况 如 果 是 无 穷 多 个 质点 所 成 的 质点 组 ,如 如 上 而 讲 的 连 
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续 介质 那样 ,就 会 得 出 偏 微 分 方程 组 (PDE).ODE 和 PDE 是 两 个 十 分 宽阔 的 数学 领域 . 而 且 二 
者 由 于 提出 的 间 题 和 处 理 方法 不 同 , 又 形成 很 不 相似 的 数学 分 支 .但 不 论 如 何 ,牛顿 以 后 ,在 
18 一 19 世纪 中 ,用 数学 方法 研究 大 自然 的 数学 规律 ,几乎 就 等 同 于 研究 微分 方程 . 

牛顿 既然 已 弄 清楚 了 两 个 物体 一 一 质点 之 间 的 引力 为 


F= -GEL,r=|rl, (16) 
7 


这 里 设 第 一 个 质点 (其 质量 为 , ) 位 于 原点 ,r 则 是 由 原点 到 第 二 个 质点 (质量 mm; ) 的 向 量 (如 果 
采用 极 坐标 ,r 就 是 第 二 个 质点 的 动 径 ) ,G 是 引力 常数 , 则 为 了 求 第 二 个 质点 的 运动 方程 ,只 要 
将 (16) 代入 (14) 式 并 求解 这 个 二 阶 常 微分 方程 就 行 了 . 这 个 问题 称 为 开 普 勒 问题 ,或 称 二 体 问 
题 . 它 是 由 瑞 十 数学 家 约 得 ' 伯 努 利 (Johann Beronulli, 1667 一 1748) 中 于 1710 年 最 早 给 出 了 完整 
的 解答 ,这 已 是 《原理 ?以 后 的 23 年 了 ,我 们 看 见 , 现 在 已 不 殴 要 再 重复 “路 去 高 阶 无 穷 小 "这 个 思 
想 ,而 只 要 应 用 在 它 的 基础 上 建立 起 来 的 微 积 分 的 种 种 概念 ,方法 和 技巧 就 行 了 .鉴于 二 体 问题 
的 解决 很 好 地 表明 了 牛顿 的 思想 的 力量 ,又 是 科学 史上 一 件 大 事 ,我 们 用 现在 常见 的 微 积分 教材 
中 的 方法 介绍 一 下 它 的 解法 . 


我 们 记 &= Gm, ,并 将 第 二 个 质点 的 质量 m, 就 写成 m ,于 是 (16) 中 的 下 成 为 F= -经 工 ， 


而 第 二 个 质点 (以 下 就 简称 为 质点 ,因为 第 一 个 质点 已 规定 静止 于 原点 处 ,或 者 说 我 们 以 第 一 个 
质点 为 参考 系 ) 的 运动 方程 现在 成 为 


中 友 
7 (7) 


r=(z,y,*) 是 质点 的 坐标 ,为 简单 起 见 ,我 们 令 m = 1 上面 的 CODE 组 由 三 个 2 阶 方程 组 威 , 相 
当 于 6 个 一 阶 ODE. 这 是 一 个 相当 大 的 方程 组 .求解 的 菇 本 思想 其 降 阶 ,而 降 阶 则 通过 寻找 守恒 
律 来 实现 .如 (17) 这 样 的 方程 , 帮 FF 的 大 小 只 依赖 于 7 ,方向 又 是 +, 这 种 力 称 为 有 心力 .我 们 有 
定理 1 质点 在 有 心力 作用 下 运动 时 , 角 动 量 守 恒 . 
证 一 个 质点 的 角 动量 就 是 其 动量 mr (本 书 遵从 牛顿 的 记号 ,对 时 间 求 导 用 上 加 一 点 来 表 
示 ) 对 原点 的 矩 


M(1)= mr(t) x r(r). 
这 里 "x "表示 向 量 积 .不 论 是 标量 函数 的 积 ,还 是 标量 与 向 量 之 积 ,还 是 向 量 之 间 的 标量 积 .向 量 
积 、 混 合 积 , 求 导 时 都 服从 莱 布 尼 艾 定律 .所 以 
M(1)= mr XrtmrxXr=0. 


第 一 项 等 于 0 是 因为 "与 r 平 行 ,而 两 个 平行 向 量 的 向 量 积 一 定 为 0. 第 二 项 为 0 同样 是 因为 了 
因 是 有 心力 而 与 + 平行 .所 以 角 动 量 M 不 随时 间 改 变 , 定 理 证 毕 . 


中 ”这 里 讲 的 是 老 约 炉 ` 伯 努 利 ,有 时 也 称 他 是 约 炉 . 伯 努 利 一 世 (Johann I ，Bernoulli) .他 的 儿子 也 叫 约 粮 ,所 以 常 称 为 约 
前 " 伯 努 利 二 世 (Johann 卫 ，Bernouli,1710 一 1799) ,也 是 一 位 数学 家 ,我 们 在 变 分 学 一 节 中 将 介绍 把 二 址 的 哥哥 丹尼尔 " 伯 努 
利 (Daniell Bernoulli, 1300 一 1782) 也 是 ， 位 大 数学 家 .对 流体 力学 与 气体 分 于 运动 论 , 偏 微分 方程 等 有 大 的 复 献 . 至 于 抚 线 问 
题 ,其 实 是 一 世 和 他 的 大 哥 雅 各 布 一 世 {Jaeob [，Bernouli，1654 一 1305) 开 始 研究 的 著名 布 还 是 迹 率 论 的 创始 信之 一 . 伯 努 利 
一 家 的 故事 比 杨 家 将 真实 多 了 又 重 蒙 凶 了 ， 


68 第 三 章 微 分 学 


对 (t) =0 不 仅 表示 MO 大 小 不 变 而 且 方 向 也 不 变 . 这 样 ,r 
“与 7 便 在 与 M 正 交 的 平面 上 .这 样 一 来 (17) 就 变 成 了 平面 问题 ， 
即 是 平面 向 量 , 而 只 有 两 个 分 量 .不 妨 设 它们 就 是 + (1) = 
(z(z),y(z)), 于 是 (17) 成 了 两 个 二 阶 ODE 的 方程 组 ,相当 于 4 
个 一 阶 ODE. 这 就 是 降 阶 . 
我 们 还 可 以 应 用 M(:) 之 大 小 也 不 变 .既然 开 普 勒 问题 已 经 
图 3-1-7 化 为 平面 问题 ,我 们 就 可 以 引入 极 坐标 系 .于 是 在 每 一 点 (r,9) 处 
可 以 引入 两 个 单位 向 量 6 一 一 径 向 向 量 与 w 一 横向 向 量 ,而 且 
(e, ,es) 取 为 右手 系 (图 3~1-7), 而 有 
r= re, + ge,. (18) 
我 们 起 在 极 坐 标 系 下 计算 一 下 速度 .在 第 二 章 中 讲 三 角 函 数 时 我 们 就 讲 过 这 个 结果 (但 是 使 用 
的 记号 不 同 .现在 的 6, 与 e, 那 时 记 作 与 9), 由 于 其 重要 性 ,我 们 再 从 角 动 量 守恒 角度 再 来 算 
一 次 . 
因为 e, 是 单位 向 量 ,ee. =1. 对 上 求 导 有 
ee + ee,=2e,.2,=0. 
所 以 6。, 与 6 正 交 而 与 6, 平行 .问题 是 同 向 还 是 反 向 ?但 是 e, 是 绕 单位 图 诈 转 ,所 以 5, = pe ， 
同 理 e ,= - pe,: 


0 = gerreo= ~ pe,. (19) 
这 样 ,由 于 r+ = re, ,我们 立即 有 
r=re,+re,=re, + rpe,. 
这 就 是 说 ,速度 向 量 有 两 个 分 量 , 一 是 径 向 的 re , 另 一 是 横 
向 的 rper .利用 它 来 计算 角 动 量 ,有 
M(D=rxr=r(rxe)+rg(exe》 
=rp(exer)， 
因为 e, x ev 是 M(z) 方 向 的 单位 向 量 (这 由 向 量 积 的 定义 可 
知 ), 所 以 M(2) 之 "大 小 "是 产 p. (Ta 人 Di20 而 对 (0) 之 
“大 小 " 却 因 9 可 能 为 负 而 可 能 小 于 0), 它 是 守恒 的 . 
设 动 径 r(:) 扫 过 的 户 形 (以 原点 为 顶点) 的 面积 为 S(4). 
则 由 图 3-1-8 易 见 


AS=SGet+ar)- S(D) -Broar+t ol DAz. 
所 以 “而 积 速 度 ” 
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ds 1 
亚 9 
四 为 角 动 量 不 随时 间 变 化 ,所 以 面积 速度 也 不 变 . 这 就 是 开 普 动 第 二 定律 . 
定理 2( 开 音 吉 第 二 定律 ) 有 心力 狐 中 运动 的 质点 恒 有 有 不 随时 间 健 化 的 面积 速度 、 
这 也 就 是 前 面 讲 的 第 一 个 例子 . 
为 了 看 开 普 勒 另外 两 个 定律 ,我们 再 来 看 能 量 守 但. 首先 注意 ,方程 (17) 中 的 力 是 有 位 能 的 ， 
其 位 能 是 


Me). 


大 


六 


U(r)=— 
这 是 因为 牛顿 的 引力 是 - grad U(x) ,事实 上 
-二 = 一 grad U(r) kerad{ +). 
但 是 我 们 要 把 (17) 这 个 2 维 问题 化 为 1 维 问题 .为 此 我 们 记 住 角 动 量 “ 大 小 "的 守 全 入 为 M 
= rg. 由 (20) 式 对 + 再 求 导 ,有 


r=re, tre,+t+rgpe, +rpe, ,troe 
Yep TPEp tT rpes 


=(r rp e+(279+rg)e, = ~ grad U(r). 


但 是 
gad U7)= (UE UE) UE Vr)e,, 
所 以 有 
rT-rp= -U(r),279+ry =0. {21) 
以 角 动 量 之 守 伍 值 代入, 得 到 ; 所 适合 的 方程 为 
和 -村 


这 里 VC7) = DCr) + 下 称 为 有 效 位 能 . 
(21) 的 后 一 式 没 有 给 我 们 新 信息 ,因为 若 用 ， 乘 此 式 两 边 ,会 得 到 
2 0， 
亦 即 角 动 量 之 "大 小 "不 变 . 
定理 3 服从 (17) 的 质点 的 总 能 贡 是 


于 mt+mD= 去 miz+mmy 


2 
证 由 (20) 
四 四 和 拓 昌 下 2 
关于 
7 
所 以 
1 L's MY_1., 
5 二 (Dr 的 ) = 二 + 
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能 量 守恒 和 角 动 量 *“ 大 小 "的 守 便 就 可 以 用 来 进一步 降 阶 并 求 出 轨道 .事实 上 ,如 果 令 单位 质 
右上 的 总 能 量 为 E( 这 是 一 个 常数 )， 则 由 上 式 有 


tv 下 或 7=v2(EE-Y)， 


又 由 角 动 量 的 大 小 为 天 p= M ,有 


¢= Mir 
所 以 
加 = 97 万 半 (22) 
ar 9 ET 
这 样 就 立刻 可 以 得 出 
定理 4( 开 普 勒 第 一 定律 ) 车 有 必 力 之 位 能 是 U(z)= - 二 , 则 质点 运动 轨道 必 为 一 檀 园 ， 
证 由 (22) 
=| Mridr 
? v2(E- VV) 


以 洲 的 表达 式 V(r) = UCY) + 区 = -二 + 代入 工 式 并 作 积分 { 需 要 作 一 个 变量 赤 换 5 


二 ) ,立即 有 
7 
M 
gp = arccos 
V2E+RIM 
或 者 
r= pf(l+ecos 9). (23) 


这 就 是 椭圆 的 极 坐标 方程 ,或 称 焦 方 程 .其 中 
p= Mlk,e=V1+2EME. 
思 称 为 椭 匿 的 焦 半径 ,e 称 为 其 离心 率 . 它 们 与 长 短 半 轴 a , 之 关系 是 
eV -bifa, p=atl-e’). 

在 由 不 定 积分 求 g 时 还 有 一 个 积分 常数 . 我 们 取 它 为 0 其 实 就 是 假设 p 要 由 长 轴 起 算 ， 9=0 时 
~ 达到 最 小 值 p/(1+ e) ,这 就 是 近 心 点 (近日 点 ) .定理 证 毕 ， 

注 上 而 的 积分 给 出 的 (23) 式 其 实 只 是 一 般 的 圈 锥 曲线 的 焦 方程 . 当 e<1 时 它 是 椭圆. 。 
>1 时 是 双 曲 线 ,而 。= ! 则 是 执 物 线 ,但 是 。 的 大 小 由 王 次 定 .已 <0 时 才 可 能 e<1, 又 因 天 = 


+ V>V ,所 以 V2(E ~ Vj) 总 是 有 意义 的 实数 . 


此 外 还 要 注意 ,我 们 并 没有 完全 解决 开 普 勤 问题 ,因为 我 们 并 没有 得 到 (1)， p(i) 的 表达 
式 ,而 只 得 到 了 -与 9 之 间 的 关系 式 (23) ,也 就 是 说 ,我 们 只 得 知行 星 轨道 为 权 贺 ,但 行星 在 某 
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一 时 刻 之 具体 位 置 并 不 知道 .但 是 这 并 不 重要 ,因为 例如 由 x? p= 人 ,再 积分 就 可 以 求 出 p 为 + 
的 函数 ,然后 作为 : 的 函数 也 可 以 求 出 . 

余下 的 只 有 开 普 勤 第 三 定律 了 .由 ~ 和 yg 的 表达 式 (23) 即 知 当 p 运动 过 2r 以 后 ,> 就 会 进 
人 下 一 个 周期 ,如果 时 间 由 上 =0 到 += 工 能 使 ?8 增加 2x, 则 个 自然 是 周期 ,在 一 个 周期 内 动 径 


扫 过 精 图 一 次 ,而 面积 速度 9 又 是 常 歼 MI2( M 是 角 动 量 的 “大 小 ") ,所 以 


六 验 dr= 让 MT= ap、 
等 式 最 右 映 是 轨道 椭 圈 的 面积 .现在 我 们 就 用 上 式 来 计算 周期 
T=2rxrap{M. 
注意 到 


e010) /1 (1 )] 


MBM 
天 加 21E 
这 旦 出现 | 巨 | 是 因为 现在 我 们 讨论 的 是 身 贺 轨道 因此 下 <0, 从 而 - 互 = | 天 | ,此 外 ,由 离心 率 之 
定义 e= ela = Vaz 六 ja 从 而 eavT 2 lM -A 
T=2rab/M =27k[2) ER =2xa +. (24) 

定理 5( 开 普 勒 第 三 定律 ) 
轨道 长 半 轴 之 半 立 方 a。” 成 正比 . 

证 上 内需 注意 = Gom = (引力 常数 ) x (第 一 质点 质量 ) 即 得 . 

以 上 我 们 由 牛顿 的 万 有 引力 定律 导出 了 开 普 勒 三 定律 .但 是 实际 上 和 牛顿 是 由 开 普 勒 定律 得 
到 力 有 引力 定律 的 .牛顿 实际 上 的 思考 过 程 当然 很 复杂 ,其 中 涉及 许多 具体 力学 问题 的 解决 ,全 
如 对 离心 力 的 理解 等 等 ,这 里 有 许多 过 程 已 不 可 考 . 而 在 《 原 至》 书 中 ,牛顿 则 用 光 辑 方法 证 明 
了 万 有 引力 定律 确 是 开 普 勒 三 定律 的 必然 结论 . 由 于 牛顿 是 用 儿 何 方法 做 这 个 工作 ,其 中 省 腹 了 
“应 该 略 去 "的 高 阶 无 穷 小 量 ,就 是 说 ,他 还 是 用 的 不 成 熟 的 微 积分 学 ,所 以 现在 读 起 来 相当 困难 . 
在 向 积分 已 经 成 熟 了 的 今天 ,所 需要 做 的 大 体 上 也 就 是 把 以 上 的 推理 “颠倒 过 来 ", 这 就 容易 多 
了 ,以下 记号 均 与 上 面相 同 . 

首先 ,县 的 承认 质点 的 轨道 是 椭圆. 所 以 这 就 是 平面 问题 .不 妨 设 质点 (质量 为 m,，, 但 mm, 下 
面 记 作 六 ) 的 运动 发 生 在 (> ,y) 平 面 上 ,其 轨道 为 (z(:),y(t). 若 使 用 极 坐标 , 则 该 质点 之 轨道 
为 (r(),9()). 另 一 质点 则 在 原点 处 ,其 质量 是 mm，. 

先 还 是 看 角 动 量 ,由 第 二 定律 应 有 


0 = OO dr) 0) 


= x pl). 


六 


所 以 AD | r(1). 而 f= f(xz,y)e, 是 未 知 的 外 力 . 下 面 我 们 来 求 玉 z，,y), 并 简 记 为 了 . 
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由 +X* 之 大 小 也 不 变 , 即 有 
A) XLre)e, + rpes] = rp(e, Xe,) 
之 大 小 不 变 .所 以 
rig= M0. (25) 


(车 M=0, 则 gp 二 0 而 质点 不 可 能 绕 椭 贺 运 动 ) .由 此 可 知 9 天 0. 
为 了 求 ALz,y) ,我 们 需要 考虑 质点 的 动能 


. . » { 2 六 
K = 人 
Ma 
二 垩 | r++ 
2 去 | 


双方 对 + 求 导 , 有 
mrr=mi 7- ). (这 里 7 与 7 不同 .) 
BM mr = fe, ,r= re, + rges, 代 人 即 有 
户 = oz 人 -将 ) 
我 们 在 下 面 将 证 明 ;可 以 约 去 ,于 是 有 
/=m{7- 苔 ) (26) 


为 了 计算 > ,我 们 要 利用 椭 加 轨道 的 焦 方程 
rtlt+ecos g)=r+er=p. 


双方 对 : 求 导 二 次 .于 是 有 
0=r+er=r+ 呈 (1 之 分 量 )- 了 + EFC, yes 9. 
即 


r= — Ef(zx sy)eos 9. 


代 人 (26) ,并 且 注 意 到 椭圆 的 焦 方 程 r(1+ ecos p) = 思 , 即 有 
7(z= -2 二， 
而 外 力 
f= -be,. (27) 
这 就 是 说 该 质点 受到 的 引力 是 有 心 的 ,而 且 与 rz 成 反比 .为 什么 上 面 提 到 可 以 约 去 ;? 事实 上 ， 
把 机 国 方 程 对 * 求 导 ,将 有 


7(1+ ecos FP) ~ ersin gp=0. 
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但 上 面 巴 说 了 ?= 闪光 0, 即 p=0,x 以 外 恒 有 ;了 0. 因 此 除了 在 9= 0,x( 即 近 心 点 与 近 心 点 ) 外 
(27) 恒 成 立 . 求 极限 即 知 (27) 在 整个 轨道 上 都 成 立 . 

现在 要 问 ,怎样 求 引力 常数 .这 就 需要 开 普 勒 第 三 定律 , 令 质 点 的 周期 为 ,和 前 面 的 证 明 
一 样 


Te 
MT=| rpde= | rzdp =2xab. 
。 ， 


所 以 (27) 中 的 常数 M2?/z 是 
有 _4ra'b, a _ dna 
pT 7 
这 里 我 们 利用 了 p=a(1- = 各 由 开 普 勤 第 三 定律 ,上 式 右 方 是 一 个 适用 于 一 切 质点 的 常 


数 .我 们 再 焦 复 最 早 的 记号 ,即位 于 原点 的 质点 质量 为 mi ,而 运动 质点 的 质量 为 mz( 即 m= 
me) 把 常数 M21P 写成 Gm,G 之 大 小 与 zi,maz 无 关 , 称 为 引力 常数 , 面 (27) 成 为 
GP my 


f= -te,. (28) 


这 就 是 牛顿 的 方 有 引力 定律 . 
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1. 线性 化 ”现在 进一步 分 析 上 一 闻 的 两 个 例子 . 
在 光 的 折射 间 题 中 ,我 们 发 现 光 走 过 折 线 APB( 图 3 - 1 - 3) 所 需 的 时 间 f(z)C 上 节 (1) 式 ) 
适合 以 下 关系 式 
Lztar) -2)=[ 守 《<- 守 ?]az + 高 阶 无 穷 小 盘 . 
对 于 行星 绕 日 问题 , 若 记 动 径 扫 过 的 出 形 面积 为 S(2) (假设 ;=0 时 动 径 位 置 在 OA ,参看 图 3- 
1-- 1 , 则 在 有 引力 存在 情况 下 ,在 dt 时 间 内 , 扫 过 的 面积 应 是 S$(1+ dt) ~ 5(z) ,而 且 除 了 一 个 
高 阶 无 穷 小 以 外 ,这 个 差 应 为 扇形 OBD( 5 让 为 动 径 在 时 刻 + 的 位 置 ) ,其 顶 角 为 dp= BOD, 半 


径 为 ,因此 面积 为 却 mzd9 = 去?dz, 于 是 我 们 又 有 


Se+di)- S(z) = 二 r+pdt + 高 阶 无 穷 小 量 
在 这 两 个 例子 中 ,我们 都 是 把 注意 力 放 在 右 方 第 一 项 上 ,在 折射 问题 中 ,电费 马 原 现 得 出 


cos 日 cos 9 
va 


由 此 即 得 关于 折射 的 斯 音 尔 定律 ,在 行星 运动 问题 中 ,我 们 得 到 了 朋 时 的 面积 速度 9 人 2 = 


=0， 


去 9 一 常数， 
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概括 这 两 个 例子 所 用 的 数学 方法 , 则 都 是 对 可 求 导 的 函数 f(z) 使 用 了 以 下 的 公式 


+ 站 ) -fa)= f(r)h+to(h), (1) 
在 所 有 关于 微 积分 的 教 本 中 都 称 右 方 第 一 项 为 f(x) 在 z 点 的 微分 : 
df(r)=f (x)h= f(r)dr. (2) 


然后 就 是 一 连 串 无 休止 的 争论 :df 是 不 是 无 穷 小 量 ,dz 是 不 是 无 穷 小 硬 ? 无 论 如 何 ,把 h 写成 
dz 总 似乎 有 某 种 暗示 :对 于 相信 h 是 无 穷 小 的 人 ,把 它 写 成 dz 似乎 是 暗示 了 它 确 实 是 无 穷 小 
量 .否则 从 哪里 谈 得 起 "高 阶 无 穷 小 "? 对 于 为 dx 是 无 穷 小 所 带 来 的 神秘 气氛 而 迷 辐 的 人 来 说 ， 
把 dz 写成 又 似乎 是 在 暗示 dz 其 实 也 就 是 普通 的 量 . 而 可 以 如 处 理 通常 的 数 一 样 去 对 符 它 ， 
特别 是 要 注意 天 0( 否 则 例如 在 行星 问题 中 , 动 径 被 永远 地 冻结 在 时 刻 : 的 位 置 不 动 了 ,因此 也 
就 无 所 油 “ 扫 过 一 个 扇形 "了 ) ,所 以 可 以 用 六 作 分 母 去 作 除法 了 .而 真正 给 出 “致命 一 击 ” 的 仍然 
是 伯 克 莱 大 主教 :你 们 不 是 一 再 以 数学 的 严格 性 而 自傲 吗 ?牛顿 自己 就 说 “在 数学 中 最 微小 的 误 
差 也 不 可 以 忽略 ,那么 为 什么 又 把 高 院 无 穷 小 量 丢 掉 了 呢 ? 费 马 先 是 把 h 写成 记 , 还 说 明了 下 
夭 0, 可 是 FE? 却 被 他 丢掉 了 .这 些 问 题 困 惑 着 三 百年 前 的 牛顿 直到 今天 的 大 学 生 . 
然而 由 牛顿 的 时 代 到 19 世纪 晚期 数学 的 进步 都 表明 了 ,上 面 说 的 问题 根本 不 是 问题 .读者 
可 能 以 为 这 是 言 过 其 实 , 我 们 不 妨 读 一 下 魏 尔 斯 特 拉 斯 1861 年 在 敌国 柏林 皇家 工科 大 学 讲课 的 
笔记 .下 面 是 他 的 学 咎 ,著名 数学 家 施 瓦 欧 (H.A. Schwarz, 我 们 常用 的 施 巨 芯 不 等 式 就 出 自 他 
手 ) 的 记录 .引文 录 自 李 文 林 编 《数学 珍宝 》, 科 学 出 版 社 ,1998 年 ,684 一 685 页 , 凡 下 加 波 线 的 都 
是 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 原 话 ,其余 是 本 书 作者 的 说 明 ) : 
“ 当 工 变 至 z+ 有 时 函数 了 (zx) 所 产生 的 全 改变 量 fx+h) -xz) 一 艇 ( 当 了 可 求 导 时 就 
行 一 本 书 作者 注 ) 可 分 外部 分 ,各 一部分 下 多 二 各 诡 本 绝收 友 靖国 此 它 奥 和 和 下 
和 的 一 个 因子 ( 即 关于 有 为 常量)( 按 :这 里 指 (1) 中 的 (x) 一 一 本 书 作者 注 ) 组 成 ,从 从 
而 它 当 大 要 为 无 穷 小 时 也 变 为 ， 无 穷 小 ( 殊 尔 斯 特 拉 斯 这 里 并 没有 把 无 穷 小 当成 一 个 “怪物 ”， 
全 它 是 否 "不 可 分 量 " 等 等 .在 这 个 笔记 前 一 点 ,他 就 对 * 变 为 无 穷 小 "下 了 定义 ;:“ 如 果 一 
个 本 的 绝对 值 能 变 得 小 于 任意 移 定 的 无 论 怎样 小 的 量 , 则 我 们 说 它 能 变 为 无 穷 小 ”, 例 如 | | 
<e 6 的 记号 就 是 他 的 创造. 关于 一 人 第 二 次 请 臣 的 表述 也 郧 于 这 份 讲 这 的 记录 , 见 同 
书 683 页 一 本 忆 作 者 注 ) ,或 防 4 园 对 无 认 小 .然而 , 另 一 部 分 当 h 变 为 天 水 时 不 人 
得 起 朗 训 玫 小 ( 即 当 除 以 六 后 仍 变 为 无 穷 小 一 一 本 书 作 者 注 ). 


ET PT 元 为 六 分 政变 量 东 全 分 ,并 以 记 机 其 
特征 的 以 墨 于 函数 前 表示 ,而 前 绥 和 则 表示 念 改变 量 (这 说 明 dr 与 Ar 只 是 两 个 符号 ,使 用 了 
这 个 记号 后 , (了 将 表示 为 

Af =df + o(h). {3) 
这 里 没有 任何 一 点 神秘 色彩 ,也 没有 丢掉 任何 一 个 不 为 0 的 量 -一 本 书 作者 注 ) 对 六 我 们 也 类 
仅 政 互 为 dx ,因为 的 最 简单 的 本数 是 = 自身 ,而 dz 是 实 全 不 做 娄 于 的 能 变 为 无 网 小 的 本 
(就 是 说 ,车 令 /(z) 一 了 ,这 是 x 的 最 简单 的 函数 . 对 于 这 个 晤 数 (四 ) 三 其实 要 想 
0( 有 ) 二 0, 必要 充分 条 件 是 f(z) 三 Ar + C,A 和 是 任意 常数 .对 子 这 个 函数 Af= f(z+h) 
-A(z)=A(zxz+h) Azr=Ah. 另 一 方面 , 因 ofa) 王 0 故 由 (3) 又 有 Az = dr. 总 之 ,对 于 自 
变量 x 而 言 ,Az = dz = 这样 就 有 了 (2) 式 ,而 且 , 不 存在 dz 是 不 是 无 穷 小 量 的 问题 , 它 只 
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是 能 变 为 无 穷 小 的 时 , 即 可 以 趋 于 零 的 量 .十 分 重要 的 是 ,dz 完全 不 依赖 于 ,这 一 点 我 们 在 
正文 中 要 详细 地 讲解 一 “本 书 作者 注 ). dx 或 a 取得 越 小 ,微分 改变 本 与 侈 数 变 量 的 差异 趣 
乡 ,通过 天 小 dz 能 全 此 半 则 小 于 每 个 无 论 基 村 小 的 基因 此 人 代 定 义 二 分 为 本 玖 当 其 自 赤 和 
性 变 一 无 穷 小 量 时 所 产生 的 次 变 时 
“这 一 段 话 把 十 真 的 , 即 通常 微 积分 教材 中 所 讲 的 微分 究竟 是 什么 说 得 再 清 想 不 过 了 .概括 起 
来 就 是 ; 
1. Af 可 分 为 两 部 分 ,一 部 分 与 dz = 成 线性 关系 的 称 微分 , 记 作 df; 另 一 部 分 对 有 是 高 
阶 无 穷 小 量 ,这 里 什么 都 没有 合 去 .所 以 dy 是 Ay 的 线性 部 分 .许多 书 上 都 爱 说 “主要 部 分 ", 这 
至 少 是 不 准确 的 ,因为 例如 表达 式 3 + h* 比 之 有 ,自然 34 是 主要 部 分 ,因为 3h/(3h + 有 7) 王 


1(4 一 0) , 独 男 一 部 分 如 其 有 hf34 + 刀 )0Ch 一 0), 但 是 它 也 可 写 为 {34 + | + 与 , 仍 有 


(24+ 乞 j/eax + 2 和 /34 + 如 ) 一 0. 那 么 为 什么 不 说 34 + 与 是 主要 部 分 呢 ? 再 说 , 若 


了 在 = 点 为 0, 则 由 (1) 式 在 此 点 z+h) 一 了 (x) = ol), 而 我 们 不 能 说 0 是 Af 的 主要 部 分 . 
线性 部 分 这 种 说 法 是 大 有 深意 的 . 

2. Af,9f ,dx 光 非 是 记号 ,它们 都 是 普通 的 其 .使 用 这 些 为 了 刻画 它 们 是 怎样 来 的 ,这 里面 
没有 任何 神秘 的 东西 . 

3. 有 些 时 候 我 们 要 令 h 很 小 ,这 时 可 以 看 到 df 也 很 小 ,误差 项 ofh) 对 某 个 三, 哪怕 是 很 小 的 
,都 不 一 定 在 数值 上 更 小 ,但 一 般 说 来 会 是 更 小 的 ,在 有 必要 比较 f{ z+ 有) - f(z) 与 Cr)h 时， 
确实 需要 让 A 取 很 小 的 入, 再 说 f(z) 可 能 只 定义 在 某 个 区 间 [a ,5] 上 ,车 不 是 很 小 ,x + 就 会 
越 出 这 个 区 间 . 特 别 是 , 若 z= 0, 必需 令 AR<0 ,否则 [Cz+h)= (5 + 有) 根本 没有 定义 .此 外 ,在 需 
要 比较 fz+h) ~ 了 f(z) 与 F(x)h 作为 无 穷 小 量 的 阶 时 才 有 需要 使 h = dz 为 无 穷 小 时 . 正 因为 在 
实际 使 用 起 微分 概念 时 ,时 常 要 让 A 很 小 或 甚至 hh 一 0 ,这 样 一 种 习惯 的 力量 使 得 人们 定义 微分 为 
函数 当 其 自 变量 改变 一 无 穷 小 量 时 所 产生 的 改变 量 ” 而 作为 一 个 数学 概念 df 就 是 AF 的 线性 部 
分 , 即 “ 正 比 于 自 变量 的 改变 量 h” 的 那 一 部 分 :F(z)h .这 里 对 之 大 小 没有 任何 限制 

然而 一 切 数学 概念 凡 十 分 重要 的 ,如 微分 等 等 , 邦 一 定 是 随 历 史 发 展 的 .微分 的 现代 的 定义 
与 上 述 证 典 定义 之 差别 在 于 ,现在 把 微分 看 作 一 个 映射 .于 是 着 有 一 个 定义 在 区 间 (a,5) 上 的 五 
数 A(z), 或 者 说 有 一 个 映射 f:(a ,56) 一 R, 如 果 F(z) 在 (a,b) 上 可 求 导 , 我 们 就 给 出 

定义 1 对 上 述 f(z) 以 及 =E(a,5) 若 有 一 线性 映射 A:R-=R 一 4h ,使 得 

(z+th)- fr)= Ah+o(k), (4) 
则 映射 4 称 为 上 在 z 点 的 微分 . 

由 吗 数 导数 之 定义 即 知 ,车 令 A = 了 (xz), 则 这 个 A 就 是 微分 .这 里 注意 几 点 ， 

1. 现在 微分 定义 为 一 个 算 子 、 一 个 运算 或 称 为 一 个 映射 .现在 , 产 (zx) 并 不 表示 一 个 数 ,而 
是 麦 东 乘 以 广 (z ) 这 个 数 ,因此 是 一 个 映射 .这 个 映射 称 为 原 映 射 了 的 切 映 射 .二 典 定义 把 切 映 
射 作用 于 AER 之 结果 称 为 微分 ,现在 则 把 切 映 射 本 身 称 为 微分 .因此 古典 的 微分 4fF= Ah = 
三 (z 记 ,现在 的 微分 则 是 df= 六 (xz). (我 们 时 常 还 是 保留 df 这 个 记号 ,这 又 会 造成 相当 多 的 麻 
烦 ). 二 者 的 区 有 别 有 如 函数 值 与 函数 关系 . 

2. 把 也 看 成 映射 ,于 是 (4) 就 表示 ,用 切 映射 (x) 去 代替 原来 的 映射 了 . 这 个 过 程 就 称 
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为 线性 化 . 这 古 数学 物理 一 个 根本 的 处 理 问题 的 方法 . 

3. 在 以 上 的 讨论 中 我 们 必须 把 x 与 分 开 , 萄 尔 斯 特 拉 斯 的 那 一 段 话 中 就 提 到 dx 一 屁 
完全 不 依赖 于 z 的 ,现在 从 几何 上 来 看 这 个 间 题 .y = f(z) 是 一 条 曲线 , 它 定义 在 R' 一 一 x 
轴 一 一 上 的 开 区 间 (a,5) 上 ,但 是 它 在 P 点 ( 自 变量 为 z 处 ) 有 一切 线 .这 切线 可 以 无 限 延 伟 . 其 
定义 域 是 ~ cc<A< + o, 即 图 3-2-1 工 上 的 斜 线 , 不 过 我 们 把 它 的 原点 上 =0 移 到 了 xz 处 .曲线 
与 切线 都 是 映射. 前 者 是 定义 在 (a ,5 上 的 非 线 性 里 射 .后 者 是 定义 在 - oo < < + oo 上 的 线性 
映射 .我 们 在 图 上 画 出 了 它们 的 图 像 (graph). 这 两 个 映射 之 差 当 h-~0 时 是 的 高 阶 无 穷 小 . 曲 
线 的 定义 域 (a ,5) 是 R' 一 一 z 轴 一 一 的 一 个 开 集 ,切线 的 定义 域 则 是 整个 R! 空间 - co <A< 
+ co ,我们 称 此 空间 为 曲线 在 P 点 的 切 室 间 , 记 作 Tv ,我 们 对 上 面 用 的 图 像 二 字 还 要 作 一 些 解 
释 , 若 有 一 个 将 的 子 集 A( 称 为 定义 域 ) 映 人 下 内 的 映射 
:4CE>EF, 所 谓 图 像 就 是 乘积 集合 下 X 下 的 子 集 graph 
{PD)= if(zy)izeAy= 允 (zz). 所 以 上 图 中 有 两 个 映射 ， 
一 是 疡 (e ,6 一 [y 轴 1, 其 自 变量 用 xz 表示 ;一 是 切线 SPT: 
ie<A< + 一 ly 轴 |, 其 自 变 量 用 六 表 东 , 它 的 图 您 一 
是 曲线 RG ,一 是 直线 PT .我 们 还 说 现在 有 两 个 空间 ,一 是 曲 


线 RPQ( 或 者 说 它 的 定义 域 (a ,6))》，, 称 为 底 空 间 ,二 是 直线 
0 到 SPT( 或 六 轴 BR ) 称 为 切 宰 间 .有 了 两 个 上 映 射 J: (a,5) 一 R! 和 
df :RR' ,后 者 称 为 前 者 在 > 点 的 切 映射 . 瑙 尔 斯 特 拉 斯 说 
的 完全 不 依赖 于 :x" 就 是 说 我 们 研究 切 映射 4f (zx) 时 ,要 
以 六 为 自 变 量 , 而 = 则 视 为 固定 的 ,最 多 也 是 看 作 一 个 参数 .我 们 常 把 x 与 的 变化 混在 一 起 分 
不 清 是 因为 现在 我 们 讨论 的 仅 是 最 简单 的 情况 .要 研究 相应 于 h 的 函数 的 全 数 变 量 f(x + 广 ) 一 
f(z) 与 有 之 关系 ,这 样 就 必须 而 且 也 能 够 把 这 两 个 不 同 的 变量 加 起 来 , 黄 至 给 入 一 个 印象 即 切 
空间 是 一 个 仿 射 空间 :其 原点 可 以 任意 放 到 一 个 位 置 上 (现在 是 放 到 底 空 间 的 x 点 ), 而 在 研究 
一 般 的 映射 与 切 矣 射 之 间 的 关系 时 ,就 不 一 定 ( 也 不 需要 ) 能 把 两 个 不 同 的 变量 加 起 来 ,我 们 研究 
的 也 不 是 /xz +A) - f(z) 这 样 的 问题 
以 上 我 们 是 回 定 了 z 来 看 切 映射 df( xz) 的 .如 果 x 变动 
了 又 如 何 ? 例如 令 z 变 到 另 一 点 x ,P 点 变 成 了 忆 , 则 切 空 间 
图 3 -2 一 2 上 的 虚线 ) 也 要 变 ,其 原点 对 着 z' 处 ,我 们 把 它 看 
成 与 P 点 的 切 空间 不 同 的 一 维 空间 .这 样 -一 来 ,联系 着 一 小 自 By 
曲线 RPQ ,就 有 许 许多 多 的 切 空间 ,各 视 为 互 不 相 于 的 ,这 一 
族 切 空间 称 为 RPQ 的 切 众 .不 过 我 们 要 注意 ,一 个 线性 空间 画 
在 什么 地 方 是 无 所 谓 的 .我 们 也 可 以 把 上 图 中 的 虚线 竖 着 画 
(图 3-2-2 右 ) ,使 其 原点 恰好 在 处 ,用 这 个 方法 来 标志 它 
是 已 点 的 切 空间 Tr .这 样 切 从 就 有 了 一 个 形象 的 表示 法 . 妈 


令 是 左 图 ,如 果 曲 线 RPQ 不 是 平面 曲线 , 则 这 些 “ 切 空间 "( 即 
切线 ) 也 不 会 在 同一 个 平面 上 ,因此 也 不 会 相交 图 3-2-2 
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切 空间 、 切 映射 和 切 从 在 现代 数学 中 都 有 特别 重要 的 地 位 ,我 们 将 在 第 七 章 详细 讨论 . 
上 面 我 们 提出 了 一 个 问题 , 即 了 {xz) 中 包含 了 有 关 f(z) 的 信息 ,现在 要 问 ,能 否 从 了 (zx) 的 
信息 来 恢复 f(x)? 其 实 这 是 很 常见 的 问题 :如 果 已 知 其 一 区 间 (e ,5) 上 的 产 (z), 则 只 要 再 知 


道 (<) 在 (a,6) 之 菜 一 点 mmE (cb) 处 之 值 (xn) , 则 应 有 f(z)= f(zo)+ | f(t)dt,zE 


(4 ,5), 这 在 物理 上 是 非常 自然 的 :知道 了 一 个 质点 在 某 一 时 刻 的 位 置 ,又 知道 它 的 速度 , 则 此 质 
点 的 任 一 时 刻 的 位 置 自 然 就 完全 确定 了 .然而 ,我 们 会 在 第 四 章 中 看 见 ,微分 运算 的 道 运算 究竟 
在 什么 意义 下 是 积分 运算 ,这 决 非 简单 问题 .但 是 现在 我 们 想 要 问 的 却 是 ;如 果 国定 了 > 点 , 则 
太 {z) 能 在 多 大 程度 上 给 出 f 在 此 点 x 处 的 信息 ? 当然 , 它 给 出 了 切线 的 斜率 .但 是 有 不 少 人 党 
说 ,车 了 (x)>0, 则 了 在 x 点 单调 上 升 .这 名 话 是 很 不 准确 的 .因为 所 谓 “ 上 升 "“ 下 降 "都 是 讲 的 
了 在 某 一 区 间 (a ,5) 中 的 动态 :车 zl,zaE(e,b), 且 由 xi>zs 可 得 (zi)>F(0z), 则 称 了 在 
(2 2) 中 上 升 .说 子 在 一 点 z 处 上 升 这 名 话 是 没有 意义 的 . 我们 确实 可 以 找到 这 样 的 例子 , 即 
斑 (0) >0, 但 在 包含 0 的 任意 小 区 间 中 , 广 并 不 上 升 ,六 是 有 时 正 , 有 时 负 , 从 而 三 的 切线 时 而 指 
向 上 方 时 而 指向 下 方 .与 此 相 类 的 玉 有 凸 性 的 概念 .例如 说 产 (z)>0, 则 了 在 x 点 凸 向 下 是 不 对 
的 , 记 谓 凸 (这 里 指 晤 向 下 ) 也 是 关于 了 在 某 一 区 朵 (a ,65) 中 的 动态 :在 此 区 间 中 任 取 两 点 a ， 
如 ,如果 连接 (ai ,f(a,)) ,(5, ,A(51)) 的 下 但 位 于 连接 这 两 点 的 绒 的 上 方 , 则 称 /在 (a,5) 中 同 
向 下 .我 们 这 里 提醒 读者 的 是 :必须 注意 一 个 函数 在 一 点 处 的 状态 与 此 函数 在 一 点 的 某 一 邻 域 
(不 论 该 邻 域 如 何 小 ) 中 的 状态 时 常 是 两 回 事 . 读 到 下 面 的 许 允 定 理 时 都 需要 注意 于 此 . 

3, 一 般 情 况 下 微分 的 定义 和 性 质 现在 考虑 R” 中 的 开 集 UCR” 中 的 映射 /: [一 R" ,我 
们 最 于 考虑 U 为 开 集 是 为 了 绕 过 边界 点 产生 的 困难 .在 1 维 情况 下 ,于 集 由 最 多 可 数 多 个 开 区 
间 (a ,5) 构 成 .对 于 一 个 区 间 而 言 ,哪怕 是 闭 区 间 [a ,5], 其 边界 的 构造 也 很 简单 ,无 非 是 两 个 
点 .例如 对 于 右 端 5 点 ,我 们 总 可 以 从 它 的 左 方 由 [a ,65] 内 接近 于 它 , 而 可 以 考察 其 左 导数 ,上 面 
我 们 讲 Az) 的 微分 时 就 遇 到 过 这 个 问题 ; 若 x =5, 则 必须 服 于 <0, 使 z +h =5+h 仍 在 [a,6] 
内 ,但 对 高 维 集合 7 ,其 边界 构造 就 十 分 复杂 了 , 共 至 无 法 从 U 的 内 部 去 逼近 它 . 所 以 我 们 干脆 
规定 f 只 定义 在 刘 集 UU 上 ,这 时 ,没有 边界 点 在 U 内 ,自然 就 不 再 有 上 述 困 难 了 . 

现在 在 R" 中 与 R" 中 各 取 堂 标 系 z= (zzo)y=( yy ) 则 上 述 映 射 可 以 表示 为 


和 (1 (5) 
竺 别 是 n=1 时 ,(5) 就 成 了 一 个 m 元 函数 
3= f(r , ), (6) 


而 我 们 将 要 讨论 的 内 容 就 是 多 元 函数 的 微分 学 , (5) 式 中 的 y=(y,,…,y, ) 是 一 个 4 维 向 量 ,所 
以 (5) 就 成 了 一 个 向 量 值 函数 ,而 时 常 仍 用 (6) 式 表示 . 
现在 与 定义 1 平行 ,我 们 给 出 
定义 2 设 有 现 个 有 限 纵 线 性 宅 间 R" 和 R' 以 及 R" 之 开 于 集 UCR" , 令 f: [>R" 是 
企 (二 般 为 非 线性 的 ) 映 犁 , 闫 对 +E U, 可 以 找到 一 个 线性 屿 壬 4(z):R" 一 R" ,使 得 
fz+h) f(z) = A(z)h to(h), (7 
网 各 /在 = 点 可 微 .线性 映 对 A(z) 称 为 /在 x 点 的 微分 , 记 作 df(z): 
A(Cr)}=df(r). (8) 
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著 /对 U 之 每 一 点 均 可 微 , 则 说 /在 忆 上 可 微 ;车 A(z) 对 x 连续 ,就 说 A(x) 连 续 可 微 . 

现在 举 两 个 容易 引起 误会 的 例子 .其 一 是 (>) 就 是 线性 脆 射 ;F(z) = Ar. 这 时 

f(rth)- f(r)= A(rth})- Ar= Ah. 

而 o( 生 ) 一 项 变 为 0. 于 是 df=d(Ax)= 有 A. 我 们 时 常 就 说 线性 变换 (限于 党 系数) 的 微分 即 其 自 
身 , 但 有 些 文献 上 线性 变 摘 就 用 A 表示 ,Ax 则 表示 此 变换 作用 于 x 所 得 之 值 . 这样 一 来 ,就 可 能 
把 这 句 话 误 为 44 = A ,而 这 个 式 子 是 很 难 解 释 的 . 这 就 涉及 第 二 个 例子 , 设 f(x) = A. 这 是 一 个 
常 值 映射 : 它 把 x 之 一 切 值 都 映 为 同一 个 4. 这 时 /zt+A)= 了 (xr)=A, 于 是 f(x+h) -f(z) 
=0 而 有 df=dA=0, 这 就 把 上 而 的 dA = 4 异 得 更 糊涂 了 .其 实 , 上 面 一 个 式 子 即 古典 的 微 积 
分 中 的 d(cx) = cdz; 下 面 一 个 式 子 则 相应 于 dc = 0. 这 些 问 题 都 属于 记号 问题 ,或 者 是 把 映射 
和 映射 施 于 某 个 x 后 所 得 之 值 混 起来 了 .下 而 的 定理 2 后 面 还 有 一 个 类 似 的 说 明 , 希 读者 注意 ， 

还 要 指出 ,如 果 /在 x 可 微 , 则 其 微分 必 是 唯 -- 的 .因为 若 月 A ,A 均 适 合 (7) 式 , 必 有 

(A1 -As)h= (及 ) 

但 是 一 个 由 R” 到 R" 的 线性 映射 除非 是 0 映射 ,是 不 可 能 把 任 一 个 m 维 向 量 A 都 映 为 高 阶 无 
穷 小 量 的 (为 什么 ?) 所 以 A, = A, 而 知 之 微分 若 存在 必 为 唯一 的 . 

定义 2 中 说 到 了 A(z) 对 于 x 连续 .这 旬 话 的 意思 如 下 :既然 A(x):R" 一 R" , 则 它 必 可 表 为 一 
个 = 行 严 列 矩阵 A= (4.(z)),i=1,… ,nj=1,…,m. 所 调和 A(r) 对 x 连续 ,现在 就 是 指 每 一 个 
ao ( 工 ) 均 为 x 在 U 内 的 连续 函数 . 当然 ,在 更 一 般 的 理论 框架 下 ,还 有 进一步 的 说 明 , 我 们 知道 有 
限 维 空间 一 定 可 以 赋 于 欧 氏 空间 结构 , 即 对 例如 R” 中 一 点 了 = (riyza，…zs ) 可 以 规定 其 范 数 


1zl = (Ya. (9) 
这 样 任意 两 点 就 有 了 距离 ,例如 上 述 x 点 和 x 人 一 (x7,…, xz 人) 点 的 距离 就 规定 为 


lx-z l= [ye -ep 
但 是 ,R” 中 一 点 的 范 数 可 以 用 多 种 方式 来 定义 例如 可 以 定义 为 
zl = sup, lz.1. {10) 
线性 代数 现 论 告诉 我 们 ,对 于 有 限 维 空间 ,任意 两 种 范 数 都 是 等 价 的 . 即 是 说 ,如 果 在 R" 中 有 两 
个 范 数 上 "上 ,与 上 -中 , 则 必 存 在 两 个 常数 c,C>0 使 对 任意 一 点 工 均 有 
cz 和 lzlsclzl，， 
5 与 x 无关 .在 下 面 , 凡 用 到 上 ,| 时 ,一 律 是 指 (9) 我 所 定义 的 欧 几 里 得 范 数 .这 样 ,(7) 式 中 
的 高 阶 无 穷 小 (及) 就 理解 为 
ok) EAN 0 《证 一 0 
下 面 考虑 坐标 变换 下 (7) 式 如 何 变化 .我 们 先 从 线性 空间 的 线性 变换 开始 .R” 和 R* 中 有 无 限 多 
种 不 同 的 线性 坐标 系 ,如 果 另 取 
= 人 rs 和 = 
则 必 存 在 两 个 非 奇异 的 线性 变换 


BS 
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使 得 向 量 z= (zx,… ,zx ) 与 x 以 及 y= (yn,…,y,) 和 之 间 有 
‘x=Sr,y =R''y. 

向 量 记号 左上 方 的 指标 + 表示 转 置 ,因此 例如 'z “等 都 是 竖 向 量 .这 时 我 们 有 

‘y=Ry= RAF(r)= RFS rr)= (RFS (zr). 
这 里 我 们 写 'f 当然 是 表示 把 共有 个 分 量 ) 写 成 竖 向 量 , 其 自 变量 最 后 写成 ‘x 也 是 这 样 .这 
里 没有 什么 问题 ,车 记 

‘f=R'fS-! 
则 (7) 成 为 
fr th YI- Fr )=Ah +o(n’). 

这 里 'h'= 5S"%h 是 一 个 加 维 向 量 , 而 且 与 4h | 与 上 天 外 大 同 阶 无 穷 小 , 因 光 ol 及) 与 oC) 是 
一 样 的 ,A = RAS“' ,所 以 4 与 A 是 同一 个 对 象 在 不 同 坐 标 系 下 的 表现 .通常 的 微 积分 教 本 都 
只 讲 到 一 个 多 元 函数 的 微分 学 ,或 者 说 值 向 量 y 只 是 一 维 向 量 . 这 时 w=1, 从 而 R 是 一 维 扰 阵 ， 
即 一 个 常数 ,而 R 为 非 奇 异 的 就 意味 着 此 常数 不 为 0. 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 此 常数 为 1. 于 是 (6) 
此 时 成 为 


y=y= HS "x)= 1) (ri, ). 
这 就 是 一 个 mm 元 函数 f(z) 在 坐标 变换 xz” - Sr 下 的 结果 . 既然 同一 个 映射 在 不 同 坐 标 系 下 有 
不 局 的 表示 ,我 们 应 考虑 的 是 它 的 与 坐标 无 关 的 ,或 称 内 草 的 (ccordinate - free,intrinsic) 性 质 .在 
数学 中 ,寻求 一 些 数学 概念 或 数学 量 的 与 坐标 无 关 的 性 质 是 一 件 重要 的 工作 . 例如 ,引进 坐标 是 
数学 的 一 大 进步 , 它 使 得 许多 数学 概念 和 数学 量 有 了 具体 的 可 以 操作 的 形式 ,甚至 可 以 计算 .只 
要 比较 一 下 解析 几何 与 中 学 里 学 的 初等 几何 学 就 可 以 体会 到 这 一 点 了 .但 是 ,引信 坐标 系 也 带 来 
新 闻 题 , 即 把 数学 量 本 身 的 性 质 与 一 个 特定 坐标 系 的 性 质 混为一谈 了 .例如 看 平面 上 的 控 普 拉 斯 


2 2 
算 子 A= 和 = + 3 .如 果 引 入 极 从 标 工 = rcos 9，y= rsin 9, 经 过 适当 的 计算 就 会 得 到 


Ca a 


A 19,.1 
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似乎 r=9 是 这 个 算 子 的 奇 点 .但 是 =0 相当 于 直角 坐标 系 中 的 原点 (0,0), 它 并 不 是 4^= 也 


+ 597 的 霖 点 ,产生 这 个 现象 的 原因 是 :原点 本 身 就 是 极 坐 标的 奇 上 : 它 的 极 坐 标 并 非 唯一 的 ,而 


是 任意 的 (0,9):8 可 以 取 任 意 值 . 

关于 映射 的 微分 的 坐标 无 关 的 讨论 见 下 一 段 , 现在 我 们 先 固定 Rn 和 RR* 的 坐标 系 x 与 y， 
并 对 这 个 坐标 系 讨论 映射 /可 微 的 必要 充分 条 件 , 并 求 出 A( xz) 的 表达 式 、 

定理 1 定义 2 中 的 映射 /在 其 坐标 系 下 在 开 集 器 中 连续 可 微 的 必要 充分 条 件 是 了 的 各 个 
分 其 对 任意 x, 均 为 连续 可 微 函 数 .这 时 


[路 | 
3 gz CE 
A -| : :| (11) 
多 yn 
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《11) 右 方 知 阵 称 为 雅 可 比 和 矩阵 (Jacobian matrix). 
证 先 证 充分 性 .我 们 不 妨 只 看 n =1,m =2 的 特例 .这 时 产 = (及 , 太 ,) 而 且 映 射 了 就 是 了 = 
五 ,于 是 设 它 是 一 个 连续 可 微 函 数 : 
fzth) -fx)= fr th rt ha) 一 zc) 
= [f(z th zs th)- flrs rs +t ha)]+ 
[f(z rt hi) f(x, z2)]. (12) 
当 了 对 (ztvzz) 在 开 集 2 中 均 为 连续 可 微 时 ,对 右 方 两 项 分 别 应 用 拉 格 朗 日 公式 有 


f(r+A)- f(r)= 六 (nt hc + hs ht, 2+ Ohi )h. 


再 利用 下 ,人 在 (zi ,zs) 处 的 连续 性 即 得 


LE AG A 
= ACr)Ah+to(h). 
而 这 里 A(z) 是 1x2 算 阵 {32， 疮 ). 由 假设 , 它 是 连续 的 .于 是 胰 射 /在 此 开 集 中 连续 可 微 ， 


ar "3x 
而 且 其 微分 就 是 雅 可 比 抢 阵 . 充分 性 得 证 . 
必 训 性 很 简单 . 设 了 在 此 开 集 中 连续 可 微 , 任 取 此 开 集 中 一 点 zx, 对 f 之 任 -- 分 量 ( 不 妨 即 
设 为 大 =y) ,对 六 = (0) 有 
A A + olh). 


双方 除 以 A 再 令 六 一 0， 即 知 字 人 连续 . 同 理 了 之 各 分 量 对 各 个 x, 之 偏 导 数 并 均 在 此 开 傈 中 这 


续 而 必 变 人 狂 得 证 . 

注 1 在 U 中 连续 可 微 的 映射 /之 集合 构成 一 个 空间 .我 们 通常 记 作 CCU). 上 面 说 到 了 
这 时 df= A(xz) 是 雅 可 比 经 阵 ,而 且 其 元 素 都 是 古典 意义 下 的 连续 可 微 函 数 . 这 类 范 数 之 集合 也 
记 作 C'(U) .这 样 看 来 ,C'(UU) 的 丙种 说 法 是 一 臻 的, 我们 不 必 加 以 区 别 .不 过 ,后 一 种 意义 下 
说 4(z) 之 元 是 C' 函数 是 在 选 定 了 一 个 坐标 系 以 后 说 的 . 如 果 变 一 个 坐标 系 , 它 是 否 仍 在 
C(D) 中 ? 答案 是 肯定 的 ,下 面 会 详细 解释 . 


注 2 定义 2 中 讲 到 了 f 在 一 点 z 可 微 . 因此 有 一 个 错觉 ,以 为 其 必要 充分 条 件 应 是 3 蔚 在 


点 存在 .实际 上 不 是 这 样 ,而 只 当 m =1 时 它 是 对 的 ,因为 m=1 时 ,1 维 向 量 太 就 是 一 个 数 有 , 商 
量 有 0 就 是 数 关 0. 于 是 对 在 定义 1 的 {4) 式 (那里 n 也 是 1, 实 际 上 >1 也 对 ) 双 方 可 以 用 大 
去 除 ,而 当 h-*0 时 立即 有 A 一 4 纤 下 = (zx) .mm >1 时 我 们 就 不 能 用 如 维 向 量 A 去 除 (7) 式 机 
全 ,而 要 利用 (12) 式 过 湾 到 一 个 自 变量 的 情况 .并 且 应 用 拉 格 朗 日 公式 . 这 就 要 用 到 z 点 以 外 其 
它 点 处 偏 导数 的 存在 .然后 还 要 利用 其 在 x 点 的 连续 性 ,把 这 些 偏 导数 化 为 在 z 点 的 值 再 加 上 
一 个 无 穷 小 若 . 这 就 看 到 ,m >1 时 可 微 性 与 可 求 导 数 是 不 相同 的 ,二 者 有 本 质 区 别 .但 是 我 们 无 
法 把 可 微 性 准确 地 刻画 为 可 求 导 , 再 加 上 导数 应 适合 什么 条 体 ,所 以 ,我 们 干脆 讨论 菜 一 开 集中 
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的 连续 可 微 性 ,而 把 我 们 需要 的 结果 以 定理 1 的 形式 陈述 出 来 .这 样 做 不 但 是 够 用 了 ,而 且 还 想 
借 此 再 次 提醒 读者 :一 个 函数 ( 即 一 个 映射 ) 在 一 点 的 人 情况 与 在 一 点 的 某 个 邻 域 中 的 情况 是 不 一 
样 的 . 当 我 们 讨论 一 个 函数 的 可 微 性 时 ,真正 重要 的 是 此 函数 在 一 点 邻 域 中 的 情况 .再 从 另 一 方 
面 说 ,着 我 们 确定 了 一 个 坐标 系 (zx1,… ,x ) , 则 点 z 的 变化 可 以 是 沿革 个 坐标 轴 , 贷 如 x, 轴 . 
所 以 =《h,0,…,0); 而 我 们 癌 以 写 出 

A f= fr th Tr) Cr) = A (rh to(hi), (13) 
这 样 的 A,(x) 煌 应 于 偏 导数 ,或 称 为 偏 微 分 .为 了 /有 偏 微分 ,由 极限 式 


A 
A Azi = 用 


可 知 只 要 了 为 可 求 导 即 可 . 与 偏 微分 相对 立 ,(7) 中 的 4(z) 称 为 全 微分 . 偏 微分 亦 称 加 托 
(Gateaux) 微 分 ,全 微分 则 称 弗 雷 歇 (Frechet) 微 分 .二 者 的 关系 我 们 就 不 讲 了 .但 由 此 容易 理解 为 
什么 m=1 与 mw>1 时 可 微 性 的 情况 不 一 样 . 
注 3 现在 ,微分 是 一 个 矩阵 ,线性 代数 告诉 我 们 一 个 n x zm 矩阵 入 ,就 是 一 个 R" 到 R" 的 
线性 映射 .我 们 把 映射 f: 2 一 R" 的 df 微分 也 定义 为 一 个 映射 . 当 mw =n=1 时 ,我 们 会 有 一 个 
阶 和 矩阵 ,但 是 一 阶 和 矩阵 也 就 是 一 个 数 .所 以 这 时 4A(z)= (dF)(z) 按 古典 的 微分 的 观点 看 来 是 
一 个 数 , 邑 导数 广 (z) .但 是 按 我 们 现在 的 观点 看 来 则 是 一 个 映射 dF:R' 一 Ri -. 按 古典 的 观点 df 
= 广 (z)dzs ae, 按 现在 的 观点 则 9f = 六 (xz), 所 以 在 一 些 文献 中 df 就 表示 广 (z). 这 种 记号 
上 的 混 洒 只 有 请 读者 自己 注意 .倒是 值得 注意 的 是 ,dj 在 固定 的 坐标 系 下 要 用 雅 可 比 矩阵 


91 By 9% 

Dr! Fz Er 

Dy Sys .99s 

dr 9rz 9xm (14} 
Dy Oy Oy 

B71 dry EE 


表示 ,于 是 也 就 可 以 说 雅 可 比 和 矩阵 是 (xz) 的 合适 的 推广 . 
还 有 一 点 要 提醒 ,在 古典 的 微 积分 教 本 中 是 在 m = x 时 讲 雅 可 比 行列 式 ,并 且 采 用 下 面 的 
记号 


?2 a 
( EE EE 
at | ， 。 
J -Re | : |. (15) 
>, 2 
xi 5 


但 mw 天 时 就 痰 不 到 区 可 比 行列 式 , 所 以 我 们 只 讲 牙 可比 答 降 ,J(z ) 与 区 22 2] 网 氢 (14) 


理解 ,而 把 雅 可 比 行列 式 写作 de J(z) 或 det 以 汪汪 这些 也 要 读者 多 加 小 心 . 


Tm 


关于 为 什么 雅 可 比 和 矩阵 是 六 (z+) 的 合适 的 推广 ,下 面 还 要 详细 讲 、 
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注 4 ”上面 我 们 讲 到 在 mm >1 时 ,必须 利用 (12) 式 过 渡 到 一 个 自 变 若 的 情况 ,然后 再 用 拉 格 
朗 日 公式 .于 是 要 间 , 在 n>1 时 是 否 也 有 与 拉 格 朗 日 公式 相应 的 公式 ? 很 遗憾 ,没有 .而 且 有 反 
全 说 明 不 可 能 有 .但 是 注意 到 即使 在 一 元 函数 情况 下 ,公式 1(5) - Fla) = 六 (8)(5 一 a) 中 的 
之 确切 位 置 也 并 不 清楚 ,而 在 使 用 上 式 时 ,我 们 时 常 只 能 满足 于 一 个 不 等 式 , 即 由 坟 志 | (8) | 
之 M 可 以 得 出 
mlb-al<lF(6)- Fa) EMIG- al. 
在 n>1 时 我 们 也 可 以 得 到 这 样 一 个 不 等 式 . 而 且 我 们 就 把 相应 的 不 等 式 称 为 a>1 时 的 中 值 定 
理 ; 
定理 2( 中 值 定理 ) 设 在 一 继 空 间 只 中 有 阳 区 加 1=[4a,5].f: R'm 之 1) 在 [a,b] 上 连 
继而 在 开 区 间 (u ,6) 上 可 微 ,刚才 
的 14(z) FEM, rE€(a,b), (16) 
必 有 
(8) = /CN SMG a). (17) 
证 先 解释 一 下 记号 .现在 我 们 处 理 的 情况 是 =1, 之 1. 因此 ,A (x) 是 一 个 xi 矩阵 
即 一 个 缀 向 量 . K(z) 也 是 一 样 . 坚 向 量 的 范 青 和 横向 量 的 范 数 一 样 , 我 们 可 以 取 为 欧 几 里 得 范 
数 .但 是 我 们 想 异 此 机 会 讲 一 下 一 般 的 线性 算 子 A(z):R* >R* 的 范 数 如 何 定义 . A(x) 作用 于 
天 EGR" ,我 们 定义 算 子 A(z) 之 范 数 为 


1 a(x)H=sup 


ACr)ni 
rl 
这 个 定义 对 于 更 一 般 的 空间 (包括 无 穷 维 空间 ) 上 的 线性 算 子 也 是 适用 的 .但 现在 A(z) 是 一 个 
nx m 和 抢 阵 ,我 们 自然 要 间 十 A(z) 上 怎样 用 A(z) 的 元 素来 表示 呢 7 这 就 要 看 如 何 定义 | 天 | 
(虽然 ‖ 天下 之 不 同 定义 是 等 价 的 ,但 却 会 影响 | 4(z) 站 之 定义 ) .这 个 问题 我 们 在 此 不 讲 了 . 现 
在 只 提 到 上 A(r) 上 以 * 为 参数 .车 当 zx 在 一 个 有 界 闭 集 (以 后 将 说 明 这 种 集合 应 称 为 紧 集 , 详 
见 第 六 章 ) 中 变化 时 A(.x) 之 元 素 是 连续 的 , 则 A(z)| 有 界 :sup 14(z) | <+%m, 所 以 ,(17) 
中 的 M 就 是 sup A(x). 
这 个 定理 看 起 来 很 简单 ,其 实 并 不 容易 证 .我 们 并 未 假设 f(z) 在 区 间 端 点 a,6 可 微 .那么 ， 
拉 阁 遍 日 公式 中 也 未 假设 f(z) 在 z=a,5 时 有 导数 ,为 什么 又 很 容易 证 呢 ? 这 是 因为 =] 时 
有 罗 尔 定理 可 用 ,而 n>1 时 就 没有 了 . 罗 尔 定理 是 一 个 不 起 眼 的 定理 . 罗 尔 其 人 也 是 一 个 不 起 
眼 的 人 . 其实, 此 人 在 微分 学 发 展 中 有 过 重要 贡献 ,他 的 定理 也 应 该 注意 . 
定理 证 明 如 下 , 先 证 对 任意 小 的 正 数 ?>0 均 有 
Nf- Fa NEM+t Db -a)+y. (19) 
然后 再 令 ?0 即 得 (17), (19) 中 右 方 有 一 个 多 余 的 7 在 ,这 是 由 于 我 们 只 假设 了 f(z) 在 (a ,5) 
中 可 微 ,而 不 是 在 [La ,5b] 上 可 微 .这 一 点 从 证 明 过 程 即 可 着 到 . 
(19) 的 证 明 表 面 上 很 简单 ,读者 可 能 会 想 , 既 已 假设 可 微 ,所 以 
{fark)- fea) = F(R+o(h)l 
(M+ Al + y. 
实际 上 远 不 如 想象 的 简单 .一 则 了 在 a 点 并 不 可 微 . 因此 上 式 第 一 行 并 不 一 定 成 立 .其 次 ,也 更 重 
要 的 是 尽管 c(h) 对 是 高 阶 无 穷 小 ,但 不 等 式 是 of) 淖 所 7hli 是 当中 很 小 时 才 成 立 的 ， 


(18) 
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现在 六 = 巨 -4 所 以 | 关上 = 二 -2 并 不 很 小 ,从 而 上 oo(P) 过 ?| 站 也 不 一 定 对 .因此 ,我 们 要 
采用 -种 所 谓 “ 连 续 拓展 法 "来 证 明 它 , 郑 先 证 明 在 zx - a 附近 有 
Tf iz) -fla)l (M+ nD)(z- a)+y. 
因此 这 个 不 等 式 可 以 从 a 向 右 推 开 去 . 鹤 到 什么 地 方 为 止 ? 如 果 推 到 某 一 个 子 区 间 , 标 准 的 方 
法 是 证 明 这 个 子 区 间 在 [a ,5b] 中 又 开 又 闭 , 耐 [a ,让 中 又 开 又 闭 又 非 空 的 也 区 间 就 是 [a .5]. 由 
此 定理 得 证 .但 是 这 样 就 必须 用 拓扑 学 的 语言 .而 我 们 并 不 假设 读者 具有 这 种 准备 .所 以 下 而 我 
们 用 的 思想 来 自 拓扑 学 ,但 语言 来 自古 典 的 微 积分 . 
考虑 一 个 集合 


~ J= itE[la,68], Yar 时, 
F8700OONE(M+ De- ae) t+. 
先 证 明 / 是 非 空 的 ,事实 上 , 当 &= a 时 ,上 式 当然 成 立 .因为 (x) 在 a 连续 , 必 有 一 个 正 数 p, 
使 当 a 扎 zat+p 时 


lA) -Fa NEpEM+t Nr a)+. 
注意 ,我 们 这 里 只 应 用 了 f(x) 在 a 连续 .而 完全 不 需要 f(z) 在 。 可 微 .总 之 ,[asa+ pj 在 J 
中 .我 们 令 
c=sup J 
于 是 有 一 串 c. 一 < ,而 
1 Fe -fo NE CM+ De, -a)+y. 
令 ce 一 c 即 有 
fC) -= fla) (M+ ye — a)}+y. 
所 以 cEJ. 现 在 有 两 个 可 能 性 ,首先 是 。= 5, 这 就 是 说 [a， 站 全 在 ) 中 ,从 而 在 [e ,2] 上 (19) 成 
立 . 在 (19) 式 中 令 9*0 即 得 定理 之 证 .或 者 是 c<6, 这 时 a<c<6b, 而 (x) 在 c 可 微 .我 们 终 子 
可 以 利用 f(z) 在 x =< 处 可 微 了 . 
取 一 个 正 数 人 使 -<+ 3S<5 ,只 要 9 充分 小 ,对 于 zE(c,c+6) 有 
As fl)= fe)(z- +rtolzr-e). 
当 充分 小 时 ,|z 一 c|<6, 从 而 o(z 一 c) 7z-c) ,又 因 ‖ 广 cs 委 M, 所 以 
EA 


因此 
EF) -Fo EN A Fa) + F(z)- fey 
SM+ yc-a)+t(M+ tr -cy 了 
ES(M+N)(z -a)+ty. 
所 以 ct 8EJ. 这 上 与 c=supJ 矛盾 .于 是 定理 得 证 . 
作为 中 值 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 来 证 明 一 个 十 分 重要 而 证 明 起 来 颇 不 简单 的 、 似 乎 不 言 而 喻 
的 定理 . 
定理 3 设 /: UCR" 一 R 基 定 义 2 中 讲 的 可 微 函数 . 敬 A(z)=0 于 UU 中， 中 , 则 f(x) 二 
con st, 这 里 设 U 是 连通 的 . 
证 任 取 一 点 和 AE 如 , 设 其 坐标 为 za ,因为 U 是 开 集 所 以 必 有 一 以 为 心 的 球 含 于 UU 内 . 
今 证 在 此 球 内 f(z)= f(z ) .为 此 ,在 球 内 任 取 一 点 中, 设 其 坐标 为 zs , 子 是 联结 AB 的 线段 全 
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在 球 内 ,其 方程 为 

4 =- at ira deel. 
肥 点 与 B 点 分 别 对 应 于 参数 值 :=0,:=1. 令 

BE)= (1- 1) r+ trs). 
于 是 8(1):T>R" ,T=[0,1]. 很 明显 $8(2) 是 1 的 可 微 函数 .因为 已 设 A(z)=0, 所 以 (1)= 
0,tE 了 7, 而 可 取 (16) 中 的 M =0. 对 于 (四 显然 可 适用 中 值 定理 ,从 而 

$1) - £(0)=0. 
或 f(xn)= f(xa). 此 式 在 上 述 球 内 之 任 一 点 ra 处 均 戌 立 ,所 以 在 此 球 内 有 (x) 二 F(x). 
现在 可 以 用 此 球 内 任 一 点 作为 心 ,再 作 其 它 的 球 ,只 要 此 球 含 于 U 内 , 必 有 f(z) 三 f(z。》 

于 其 中 .现在 令 


V= zsrEU, f(r)= /f(xa)}. 

于 是 Y 非 空 .V 一 定 是 开 的 ,因为 若 roE VCU,zx。 必 为 开 集 UU 之 内 点 ,因此 必 有 以 x。 为 心 
的 球 WCU, 而 且 由 上 证 ,在 人 W 内 f(z)= f(zo)= f(za), 而 WCV, 这 样 ,V 一 定 是 非 空 开 
集 . 另 一 方 而 V 又 一 定 是 闭 的 .因为 车 zE 而 且 xo€ U, 则 由 定理 的 条 件 , f(x) 在 zu 为 连续 
的 ,ze 在 Y 的 闭 包 中 ,所 以 存在 一 个 序列 |z.|CV,z,zo: 由 0z) 之 连续 性 , f(x)= 
jz)= im 六 4)= ze). 因 此 <zoE Y, 这 样 又 得 到 Y 是 闭 的 .一 个 连通 集 U 的 非 室 的 既 
开 又 诸 的 子 集 必 是 U 本 身 ,所 以 Y=U. 即 在 UU 中 f(xz)= (zu) .定理 证 毕 . 
注 1 这 个 定理 的 证 明 有 两 点 特别 值得 注意 . 首先 是 我 们 先 把 待 证 的 定理 化 到 一 个 球 内 . 球 
的 特点 是 : 球 内 任 一 点 均 可 用 直线 段 ( 实 即 半径 ) 与 球 心 连接 . 凡 具 有 这 种 性质 的 区 域 称 为 对 一 点 
(现在 的 球 心 ) 为 星 形 的 区 域 .而 在 直线 段 上 , 自 变 量 : 恒 在 1 =[0,1] 中 ,而 问题 化 为 m =1,4 守 1 
的 特例 .这 是 一 个 常用 的 方法 ,下 而 讲 泰 惑 公式 时 还 要 用 它 , 这 是 一 个 与 拓扑 学 的 一 些 重要 概念 
有 关 的 方法 . 
注 2 我 们 两 次 使 用 了 连续 拓展 法 .第 一 次 污 者 可 能 不 感到 太 痛 怪 ,第 二 次 则 可 能 有 不 少 读 
者 感到 生疏 .可 能 人 们 会 以 为 , 晓 已 证 得 在 一 球 内 COz) 二 AKCza), 仿 此 可 以 作 一 串 球 ,一 直达 到 
za 处 ,然后 即 知 在 U 内 大 三 f(z ). 但 是 稍 想 一 下 ,真正 可 以 作 一 串 球 从 za 一 直 拓展 到 xs 吗 ? 
直觉 地 来 看 确 是 如 此 ,但 是 考虑 到 高 维 空间 区 域 的 构造 可 能 极为 复杂 ,这 时 读者 就 不 会 孝 么 有 把 
握 了 ， 我 们 第 二 次 使 用 这 个 方法 鱼 不 止 是 拓扑 学 的 思想 , 微 积分 的 语言 了 ,而 是 拓扑 学 的 证 明 . 读 
者 一 定 会 问 , 何 以 连通 性 就 会 得 出 这 一 大 套 结 论 ? 读 到 第 六 章 时 才 回 过 来 看 看 这 个 证 明 就 容易 
懂 了 

注 3 这 个 定理 假设 了 U 是 连通 的 .车 没有 这 个 很 设 ,U 必 可 分 成 若干 个 连通 子 区 域 之 并 : 
U= Uv. ,每 一 个 U, 都 是 连通 的 . 若 在 不 同 的 U, 中 各 取 x , 当 可 证 明 f(z) 在 每 个 U, 中 分 别 
等 于 一 个 常数 :f(x) = C,,zE UU,, 而 这 些 C 彼此 可 能 不 同 .这 种 F(z) 称 为 局 部 常 值 函数 

下 面 我 们 来 看 一 下 微分 作为 一 个 运算 , 亦 即 微分 算 子 d 的 性 质 . 

第 一 个 性 质 几 乎 是 自明 的 , 即 线性 性 质 

Ch tC fi)=Cidfi+ Cd 所 ,Ci,C; 是 常数 ， (20) 
第 二 个 性 质 称 为 莱 布 尼 菊 性 质 : 若 万 , 户 可 微 . 则 ff 也 可 微 ,而 和 且 以 下 的 莱 布 尼 获 公式 成 
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dfif2) = Pdf t fidh- (21) 

证 明 很 简单 : 

(fifa)r+t+h)- (ff)(r) 

=[f (rth)} -fer lf rth)t fr) f(rth)— f(r)] 

=[dfi*h+o(h) f(x) to + f(r)[dfyrh+o(h) 

=(fdf1 + fdf)h+o(kh). 
在 数学 中 有 许多 乘积 :向 量 的 数量 积 、 向 量 积 .外 积 等 等 ,也 有 许多 求 导 或 微分 :普通 的 求 导 和 微 
分 . 甸 微 分 . 协 变 导 数 等 等 ,而 一 定 要 适合 (21)( 或 者 其 某 一 项 前 加 上 一 个 因子 ( - 1) 这 样 的 公 
式 .所 以 ,只 要 有 这 种 类 型 的 公式 成 立 , 我 们 就 称 相应 的 算 子 为 导 子 (derivation) 或 反 导 子 (anti- 
derivation) 即 (一 1)' = 一 1 的 情况 . 

可 是 关于 微分 算 子 d 最 重要 的 性 质 无 疑 是 下 面 的 链 式 法 则 ,而 这 就 导致 对 微分 作 内 获 的 处 
理 . 

3, 微分 的 内 蕴 性 质 ”以 上 的 讨论 都 是 对 某 一 固定 的 坐标 系 进行 的 ,所 以 要 问 如 果 有 了 坐标 
变换 .这 些 结 果 是 否 仍 成 立 ,或 有 改变 ?和 如果 有 改变 , 则 新 老 誉 标 系 中 相应 的 结果 有 什么 关系 ? 
为 了 回答 这 个 问题 ,首先 要 问 , 哪 一 些 坐 标 变换 是 容许 的 .这 就 导致 了 微分 同 胚 的 概念 

定义 3 设 有 RR" 中 的 开 区 域 UU 与 V ,各 赋 有 妆 标 < 一 (zx,…,z,) 与 y=(y,…,y) . 芒 U 
与 之 间 育 一 映射 p: UV,y = 名 《Zi ,这 ) , 它 有 逆 映 射 y= :V2U, z= p(y 
4) ,从 而 实现 了 UU 与 V 之 间 的 一 一 对 应 :天 设 名 与 4 分 别 在 与 中 为 C+ 可 微 , 则 称 p (或 
好 为 UV (或 YU) 的 C 微分 同 凸 . 

现在 来 看 链 式 法 则 .我 们 有 

定理 4 设 UCR" 是 一 个 开 集 ,zeE U.f; UR' 在 zo 处 可 微 .又 设 g:V 一 R* 在 y= 
Cz) 处 可 微 ,这 时 VCR 且 /U)CV. 风 四 = ee 广 DR' 在 zn 然 也 可 秽 , 表 县 

dg@(zo)=dg(yo)odF(zo) {22) 

证 在 证 明之 前 先 要 回顾 一 下 可 微 驶 射 的 定义 . 关于 上 映射 f: UR" 的 可 微 性 的 定义 中 ,在 
R (UCR”) 与 R" 中 都 是 取 定 了 坐标 系 的 . 所 以 我 们 先 在 R" ,R" 与 R* 中 都 取 定 坐标 系 ,这 样 
dzo) 与 dg(yo) 是 两 个 确定 的 矩阵 .现在 由 可 微 性 的 定义 即 有 

fzoth)= fr) + df ro) ht o (RA), 

Blyo tk)=g ye) tdg( yoo) k+ otk), 
而 且 对 任意 es >0, 必 可 找到 61 >0 使 当 上 上 <6 时， 

Lola} <e, lal, 
对 于 名 也 有 se,,6,, 使 当 上 之 6, 时 ,上 osCk) 之 ,由 .而 且 因 为 df( xo),dg (yo) 是 确定 
的 算 隆 ,所 以 必 有 适当 的 正 数 M>0 使 
Haflzo) ral EMIAN, Nagtyd) < 
现在 我 们 来 计算 四 (zu + 月) - B(xo) .我们 有 
Blzxo th)= Cg f(roth)=gl f(r) + df (zo)h + oth)] 
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= glyo tk)=g(y0) tdg( yo)k + o.(k), 
这 里 =df(zo)h+o( 有 ). 所 以 当 上 有 <6 时 ， 
Mal dfCroOrl + fo) lS<(M+te) kl 


<(M+DIAN. 
所 以 
Biroth)= Br) tdg (yo)fdf(ro)h +t o (Ah)] + otk) 
= Bra) tda(y)df( ro) ht dg Cy) oa) to(h), (23) 
当 141 <min[ 8 ,AP ) 时 ,一 方面 有 
Nde(yd)otn) | Me lf, (24) 
同时 又 有 
al <(Mr lal, 
从 而 


Nios) <es klE(M+tL)e, Had. {25) 


M+2 

Nag(yo)o (htop) | <CMe t+ (M+1)e) | Al. 

由 si ,ss 任意 性 ,知道 上 式 右 方 比 之 是 高 阶 无 窃 小 .所 以 (23) 式 最 终 化 为 
Droth)= Bro) tdg( yo) df(ro)h + olh), 
因此 多 在 zx。 是 可 微 的 ,而 且 其 微分 是 
dB( zo) = dg(yo)*dA(ro)， 
这 样 在 指定 的 坐标 系 下 定理 得 到 了 证 明 .当然 ,对 任意 的 坐标 系 这 个 证 明 均 有 效 ,所 以 (22) 式 成 
立 .证 明 暂 你 于 此 . 
余下 的 是 ,如 果 在 U 中 和 作 和 坐标 变换 


合并 (24),(25) 即 知 当 | | <min[ 5 ,时 


T= Rr rn ) 2, 
类 似 地 ,也 在 R" 和 R” 中 作 坐 标 变换 
FY yy) ,i120 


EAC 
会 得 到 什么 结果 ? 这 里 有 两 个 问题 ,首先 ,上 述 坐 标 变换 是 Cx 微分 同 胚 ,而 且 因 为 问题 只 涉及 
一 阶 导 数 ,所 以 只 需 考虑 上 = 1 的 情况 . 这 样 的 微分 向 胚 是 否 存在 ? 这 是 一 个 很 大 的 问题 .下 面 
我 们 会 君 到 ,局 部 的 微分 辣 胚 总 是 存在 的 ,而 整体 的 则 不 一 定 .但 是 迄今 为 止 ,我们 引进 的 概念 全 
是 局 部 的 ,所 以 不 妨 设 U 是 x。 的 一 个 充分 小 的 邻 域 , 它 在 微分 同 肽 下 变 成 x 的 邻 域 U. 对 于 
加 二 用 Yo), 我 们 不 必 设 g:R" 一 R?, 而 只 要 设 g;:V 一 R* 为 可 微 .VV 是 2 的 一 个 邻 域 , 面 且 
UD)CV,y 与 了 在 微分 同 是 了 下 变 为 %i 与 Y, 最 后 , 令 Zo 二 g (Yo) 二 中 (xzo) ,zo 有 一 个 邻 
域 WW, 使 g(V) 忆 W. 向 样 ,在 微分 同 胚 Z 下 也 有 与 W'. 其 次 ,在 不 同 坐 标 系 下 得 出 的 微分 如 
d 多 ,dg 与 df 有 什么 关系 .这 里 我 们 先 统一 一 下 我 们 的 用 语 . 如 果 fiUV 是 一 个 映射 ,我 们 称 
芯 为 映射 的 源 空间 (source space) , V 为 映射 的 靶 空 间 (target space) ,于 是 我 们 的 问题 成 为 ,车 在 
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源 空间 ( 报 空间 ) 中 作 坐 标 变换 ,df 将 如 何 变换 ? 为 了 回答 这 个 问题 我 们 需要 一 个 引 理 
引 理 5 车 X;U 一 避 是 一 微分 同 凸 , 则 dX.dX- := TidX :dxX= 工 
证 ,XX 以 及 这 ( 重 等 映射 ) 都 是 可 微 的 ,所 以 可 以 应 用 定理 4 而 有 
ad(id)=dXedX ',d(id)=dX'edX. 
但 是 i 是 一 个 常 系数 的 线性 变换 ,定义 2 后 紧 接 着 就 说 了 ,其 微分 等 于 其 自身 , 即 也 是 一 个 恒 等 
变换 了 ,所 以 引 理 得 证 . 
我 们 不 妨 在 一 个 坐标 系 下 看 看 这 个 引 理 意味 着 什么 .定理 1 指出 ,微分 就 是 雅 可 比 和 矩阵 ; 


EIT art) 
de 
所 以 , 引 理 5 用 给 阵 来 表达 就 是 
[3 
5z Lozrr sr) 
这 个 结论 用 和 阵 于 法 直接 验证 并 不 准 . 因 为 这 阿 个 短 阵 之 积 加 ,3 之 第 


行 第 ! 列 的 元 是 


zfar。 3 
2 


但 是 引 理 5 的 表 迹 显然 更 弹 涪 明 问题 的 本 质 . 
读者 又 可 能 会 问 , 上 面 的 记号 dX :究竟 是 指 着 映射 X :的 微分 d(X-!), 还 是 微分 dX 作为 
一 个 映射 的 逆 映 射 (dx)"'? 其 实 , 引 理 5 正 十 说 明 , 它 们 是 一 回 事 ,而 且 既 是 左 道 又 是 右 道 . 
现在 来 看 源 空间 中 的 坐标 变换 X: U 一 局 .原来 的 映射 f: UV 生生 出 新 上 映射: UV， 
这 里 = 疡 X .于 是 由 定理 4 和 引 理 5 有 
df =df*dX-!. 
因此 , 源 空间 的 坐标 变换 相应 于 将 微分 dr 右 乘 以 dX ' .类 似 于 此 ,车 在 诅 空 间 中 作 坐 标 变换 
Y: Y 一 六, 原来 的 映射 将 往生 出 新 映射 J:U-> 久 ,= Y。f. 于 是 又 有 
df =dY:df. 
所 以 邯 空 间 中 的 坐标 变换 相当 于 用 dY 左 乘 df-. 所 以 ,如果 对 定理 4 中 的 U,V,W 都 作 变 换 X， 
Y,Z, 则 上 生成 
有 YX 
dB=dZ°dgrdY iedydfedX =dgedf. (26) 
不 过 这 里 的 f 与 上 面 的 不 同 :在 上 面 7 是 直 了 经 过 源 空间 的 坐标 变换 而 得 , 帮 广 = 广 X-: ,现在 
则 源 空 间 与 半空 间 都 作 了 变换 ,所 以 让 = Y。f。X-! .同样 ,= ZegeY !.(26) 形式 上 与 (22) 是 
一 样 的 .这 就 是 说 ,无 论 坐 标 系 如 何 选取 ,(22) 都 是 成 立 的 .也 就 是 说 (22) 是 一 个 与 坐标 选择 无 关 
的 结果 ,定理 4 证 明 至 此 完成 . 
定理 4 是 一 个 很 深刻 的 结果 . 它 告诉 我 们 ,两 个 映射 的 复合 原本 是 一 个 很 复杂 的 映射 但 是 
如 果 考 虑 其 线性 化 . 则 dg 等 于 两 个 线性 映射 的 复合 :d 旬 =dg “df. 线 性 映射 可 以 用 一 个 矩阵 来 
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表现 , 它 的 复合 很 简单 : 先 用 一 个 矩阵 作用 于 一 个 向 量 ( 例 如 前 述 的 产 ), 再 用 第 二 个 矩阵 作用 上 
去 .本 来 ,= g* 了 的 意思 也 是 先 对 源 空 间 中 的 元 施 以 / ,再 继续 施 以 g ,不 过 gz* 了 到 底 是 什么 就 
很 难说 了 ,了 和 g 的 定义 域 和 值 域 的 关系 也 会 出 麻烦 .现在 好 了 ,反正 dg 和 df 都 是 线性 变换 ,其 
定义 域 总 是 一 个 整个 的 线性 空间 ,例如 df 定义 在 R” 上 .尽管 df 不 一 定 把 整个 R” 映 到 整个 
R" 上 ,但 其 值 域 总 在 R" 中 , 即 在 dg 的 定义 域内 ,因此 dg*d/ 总 是 有 意义 的 .一 般 的 映射 就 不 一 
定 能 行 , 所 以 上 面 才 有 例如 A(U)CV,g(V)CW 这 样 的 限制 .其 次 是 dg。df 在 一 定 坐标 系 下 
很 容易 计算 , 它 就 是 矩阵 的 染 法 . 这 是 因为 ,车 我 们 把 写成 y= Ai (zzo) = 1 2, 则 


dy 的 扼 阵 表示 是 Js 和- 瑟 这 同样 , 若 抬 四 写成 os = 世 (y so) ,网 dg 的 


Zn 


后 六 (z) 代 人 避 后 ,an 将 是 旬 (z) 的 学 标 ;w, = 名 .但 是 


Aa(g1irs Be) yi sy, ) 和 = 
By my JB(r 的 第 & 行 ! 列 的 元 是 


己 丈 产 - 8 
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uw 1 ) 


所 以 上 述 矩 阵 之 积 是 吉 即 dg 的 答 阵 表示 .前 而 我 们 已 经 说 了 ,dX ! 的 入 阵 表 示 就 


是 dX 的 拓 阵 表示 的 过 是 半 ， 现在 叉 看 到 代位 交 执 之 积 ( 即 复合 ) 允 1 相应 应 矩阵 的 材积 .所 以 我 
们 有 时 就 说 ,微分 算 子 把 一 般 的 映射 变 成 了 和 矩阵 计算 问题 . 准确 些 说 , 则 是 一 般 的 映射 通过 线性 
化 以 后 归结 为 其 切 映射 ,而 再 通过 引 人 坐 标 化 成 了 很 容易 处 理 的 矩阵 计算 ,这 正 是 线性 化 的 真正 
的 有 力 之 处 . 
注 1 上 看 例如 在 引 理 5 中 我 们 说 到 六 是 U 与 U' 之 间 的 微分 同 肛 之 类 的 话 . 怎样 来 判断 

四 是 否 微分 同 胚 呢 ?” 由 引 理 5,dX*dX = 了 , 子 是 沿用 上 面 的 记号 ,有 

Ori ) 人 

zi L(x) 


从 :233 均 为 非 奇异 的 ， 即 其 行列 式 均 不 为 0. 于 是 许多 人 可 能 设想 ， 
这 也 是 X 成 为 微分 同 胀 的 充分 条 件 .很 造 慷 ,恰好 不 是 ,这 只 是 X 成 为 局 部 微分 同 胚 的 充分 必 
要 条 件 .这 一 点 在 $5 中 讲 了 反 丁 数 定理 以 后 就 清楚 了 .局 部 微分 同 肥 和 整体 微分 同 码 是 很 不 相 
辣 的 . 

注 2 上 文中 我 们 说 到 雅 可 比 和 矩阵 才 是 导数 概念 的 合适 的 推广 . 从 上 一段 讨论 中 可 以 看 得 
更 清楚 :定理 4 讲 的 d=dg*df, 上 面 说 了 , 正 是 雅 可 比 短 阵 的 乘法 公式 ,而 它 也 就 是 复合 函数 


的 导 略 公式 掺 [处 < 六 = 凤 | 于 的 推广 . 引 理 5 的 dX-! = (dX)-' 正 是 反 疯 数 导数 公式 


y ly dr 


器 = 1/ 下 的 推广 ,正如 通常 的 伍 积 分 教 本 中 在 讲 到 反 函 数 求 导 公式 时 ,要 加 上 和 2 天 0 息 #0 


这 样 的 限制 一 样 , 引 理 5 中 要 求 x 与 < 均 为 咎 此 的 可 微 函 数 ， 入 与 
9 FI， 
3 区] 区 为 轩 续 数 ,因为 它们 均 有 迁 算 阵 , 所 以 它们 均 不 可 能 为 0, 也 不 可 能 在 某 点 和 
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向 无 穷 大 . 
注 3 通常 的 微 积分 教 本 在 讲 到 复合 耳 数 的 微分 时 都 会 讲 到 一 阶 微分 的 形式 不 变性 ,其 意思 
是 ,以 一 元 函数 为 例 .如 果 有 复合 函数 更 (z)= g[f(z)]=(g* 有 (zx). 令 y=g(z), 则 一 方面 有 


ps _ 9 
dB= DB'(y)y (zjdz= dz， 


另 一 方面 由 y (x)dz =dy 又 有 

d= (ydy. 
所 以 不 论 y 是 中 间 变 量 (如 后 一 式 ) 或 x 是 自 变量 (如 前 一 式 ) ,dg 的 “表现 形式 "都 是 一 样 的 .我 
们 在 这 里 不 采用 这 个 说 法 .因为 R" 中 可 以 有 无 穷 多 个 坐标 .用 z 还 是 用 > 为 坐标 应 该 都 是 一 
样 的 .无 所 谓 自 变量 与 中 间 变量 之 别 . 对 坐标 x 有 前 一 式 ,对 坐标 y 有 后 一 式 ,其 形状 都 是 一 样 
的 ,说 明 d 其 实 与 坐标 的 选取 充 关 .其 间 的 联系 就 是 定理 4. 所 以 真正 重要 的 是 定理 4, 它 表明 
dg 是 一 个 内 蔓 的 对 象 .而 问题 出 现在 ,讨论 高 阶 微分 时 就 不 再 有 这 样 有 利 的 情况 ,而 这 正 表 明 
我 们 将 揭 开 整个 数学 的 新 篇 章 了 - 

4. 曲线 ,方向 场 ,方向 导数 ”关于 一 阶 微分 与 坐标 选取 的 关系 的 讨论 至 此 为 止 .下 面 我 们 将 
村 讨论 一 些 新 的 概念 ,在 这 以 前 ,我 们 先 从 一 个 具体 问题 看 一 下 , 女 制 使 用 一 定 的 坐标 会 带 来 什 
么 样 的 问题 ， 

设 有 曲线 如 图 3- 2 ~ 3,a), 从 直观 看 来 , 它 在 已 
点 有 切线 PQ 平行 于 > 轴 ,因而 斜率 为 . 如 果 按 可 微 
性 的 定义 , 它 在 了 点 是 不 可 微 的 .因为 A(z + 天) 一 
f(z)= QP, 而 及 = QR, 因 而 当 h 一 0 时 , QPjQR = 
+ cs ,所 以 找 不 到 一 个 数 A 使 

f(z+th) ~ f(r)= ARto(h). 
但 是 从 几何 上 看 , 它 完 全 是 一 个 “很 好 "的 曲线 . 如 果 我 
们 把 坐标 轴 逆 时 针 佐 射 一 个 小 角度 ,或 者 说 把 申 线 顺 时 


针 倾 币 一 个 小 角度 如 图 3-2- 3,b), 则 这 个 曲线 立刻 就 9 Hx 0 * 
成 了 一 个 可 微 画 数 的 图 像 .因此 ,研究 一 条 曲线 的 性 质 *) ™) 
时 ,必须 设法 把 曲线 本 身 的 性 质 与 坐标 的 性 质 区 别 开 来 、 图 3-2-3 


讲 到 这 里 ,我 们 附带 要 提起 一 件 在 数学 史上 很 有 影响 的 事 .19 世纪 , 当 傅 里 叶 讨论 热 的 传导 
时 ,他 得 到 了 下 面 的 级 数 . 


cos + — $00s 3 + Loos Sr 


它 是 处 处 收 僵 的 ,其 和 例如 在 [ -x,x] 之 间 是 


s(z)= 
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( 见 第 二 章 84, 图 2 一 4 一 1). 这 是 一 个 方 波 , 从 我 们 今天 的 观点 看 来 是 一 个 不 连续 函数 .但 是 伟 
里 叶 不 这 人 么 看 ,他 认为 极限 函数 的 图 像 是 苦于 条 水 侍 线 段 , 即 该 图 上 的 黑 线 ,加 上 一 些 垂直 线段 ， 
即 该 图 上 的 虚线 合成 的 ,因而 肯定 是 连续 曲线 .凡是 可 以 笔 不 离 纸 地 一 笔画 出 来 的 图 像 ,在 傅 里 
叶 看 来 都 是 连续 函数 的 图 像 ( 傅 里 叶 发 表 他 的 铺 果 早 于 柯 西 著 名 的 《分 析 教 程 } 一 一 其 中 清楚 地 


给 出 了 连续 性 的 定义 一 一 一 年 ) ,再 说 ,只 要 把 图 形 北 时 针 稍微 候 斜 一 点 就 会 得 到 在 z+ = 子 处 这 


续 的 图 像 一 包括 虚线 一 一 而 顺 时 针 倾斜 一 点 又 会 得 到 在 x = 一 到 处 连续 的 图 像 .所 以 ,有 什么 


理由 售 定 方 波 曲 续 是 连续 函数 的 图 像 呢 ? 这 个 例子 以 及 其 他 类 做 问题 在 19 世纪 初 年 引起 了 轩 
然 大 波 ,我 们 将 在 第 五 章 中 仔细 讨论 .也 正 是 由 此 , 狄 利 克 雷 才 给 出 了 函数 的 定义 :有 一 个 > 必 


有 一 个 (注意 ,只 有 一 个 没有 多 个 )y……. 而 对 于 方 波 , 例 如 当 x = 至 时 ,虚线 上 的 哪 一 点 才 算 相 


应 的 函数 值 呢 ”所 以 它 不 是 连续 函数 的 图 像 .甚至 任 一 条 平行 于 y 轴 的 直线 ,例如 x = 1 都 不 可 
能 是 某 函 数 (更 不 说 连续 函数 了 ) 的 图 像 .终究 我 们 回答 不 出 来 , 当 > =1 时 有 没有 某 个 y 与 之 对 
应 ! 狂 利 克 和 雷 的 函数 定义 的 一 个 现代 的 表述 如 下 ;一 个 函数 f 即 XXY=|(z,y);xEX,yE 
下 的 一 个 子 集 下 ,而 且 对 同一 个 x ,不 存在 y, 关 yi 使 (x ,y1),(xz ,yy)EF. 这 里 x 与 > 明显 地 
不 对 称 .新 以 有 许多 书 上 强调 说 (zx ,y) 是 一 个 有 序 侦 : 它 不 允许 (x ,y),(zx,y,) 同 属于 下 (当然 ， 
入 天 入 ) 径 多 许 (zy),(zayy) 同 属于 卫 , 尽 管 z1 关 .下 中 的 {xz,y) 之 第 一 个 分 量 工 之 集 品 
称 为 /之 定义 域 ,第 二 个 分 量 y 之 集 称 为 了 的 值 域 .下 中 的 (zx,y) 之 第 二 个 分 量 y 全 由 第 一 个 分 
量 x 决定 :有 了 一 个 xE 0, 必 有 一 个 且 上 只 有 一 个 y 使 (x,y)€ 所 ,所 以 记 作 y= (x). 下 也 称 为 
了 之 图 像 ,既然 开 中 z 与 ?不 对 称 , 则 不 是 任意 曲线 可 以 是 某 一 函数 的 图 像 .上 面 的 x = 1 就 是 
一 个 很 好 的 例子 .这 样 一 来 ,对 什么 是 曲线 就 需要 定义 . 

定义 4 R” 中 的 C'(k 之 1) 曲 线 就 是 一 个 由 区 间 JT=(a,8)CR 到 R" 中 的 C 映射 a: 

ae:I>R',t a(t}€ER". (27) 

我 们 习惯 是 说 这 个 映射 的 像 为 一 曲线 ,但 现在 则 说 映射 本 身 是 曲线 .映射 的 像 时 常 称 为 曲线 
的 迹 (trace). i 称 为 曲线 的 参数 .如 果 令 z=:(+) ,这 晨 tr)c Ct ,TE(a,B), 而 且 t(r) 取 0, 曲 
线 也 可 以 写成 


ae 有 Rsr ratt(zr)) ER 
这 里 J= (a,8)( 如 果 忆 (rc<0, 则 了 应 为 (8,“)). 这 称 为 曲线 的 重新 参数 化 .有 时 ,我 们 选 直线 
的 弧 长 * 为 参数 ,并 且 以 :=a 作为 弧 长 的 起 点 .于 是 


xD0= Da 


这 样 做 时 常会 得 到 较 简 藻 的 结果 
如 果 给 出 一 个 C' 曲线 4, 则 a‘(:) 对 每 个 :都 县 R" 中 的 一 个 元 ,因此 是 一 个 向 量 .我 们 称 它 
为 此 曲线 在 ! 点 的 切 向 量 .因为 时 常 是 以 时 间作 为 参数 的 ,所 以 切 向 量 也 称 为 速度 向 量 .而 当 


我 们 确实 在 研究 一 个 物理 或 力学 问题 ,而 * 又 确实 代表 时 间 , 则 st 时 常 写 为 (zi) .这 是 牛顿 
留 下 的 传统 ,沿用 至 今 . 
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一 个 特别 值得 注意 的 事 是 , 若 在 某 点 6 处 w (如 ) =0. 这 时 , 切 向 量 失 去 了 方向 ! 可 是 恰好 
是 在 这 种 点 上 ,出 现 了 种 种 内 容 极 丰富 的 福 念 和 方法 ,这 种 点 现在 都 称 为 * 育 点 ". 一 看 到 这 个 名 
词 ,读者 会 以 为 出 了 坏事 :什么 东西 不 连续 了 , 变 成 无 穷 大 了 之 类 ,完全 是 含有 胜 义 . 不 对 ! 我 们 
的 定义 中 即 已 规定 了 a(1) 的 各 个 分 量 xz, (7) ,i=1,…,n, 都 属于 C ,所 请 “ 奇 "就 只 是 切 向 量 失 
去 了 方向 ,因而 产生 了 极为 丰富 的 后 黑 .说 名 笑话, 不妨 把 “ 奇 点 "理解 为 “出 现 奇迹 的 点 ". 可惜， 
在 这 本 书 里 我 们 完全 不 可 能 涉及 这 些 问 题 了 . 

如 果 不 涉及 奇 点 ,我 们 想 讨论 一 下 什么 是 两 条 曲线 a(1) 与 8(#) 在 t= to 处 相 切 .首先 ,它们 
在 := ts 时 相交 :a(io)= p(to)( 记 这 个 公 其 点 为 了 P) ,由 此 我 们 知道 im la- BC =0. 现 


在 我 们 要 把 a(t) 一 8() 中 与 1: ~ zo1 (i 为 正 整 数 ) 两 个 无 穷 小 量 比较 .如 果 | (zt) -BCz) 
=o(|t 一 t61*)( 但 不 能 是 ol1t -to1*”"')). 这 就 说 ,两 条 的 线 在 P 点 有 上 阶 接触 (contact of order 
上 ). 从 直观 上 很 清楚 ,只 要 之 1, 这 两 条 曲线 就 在 了 点 相 切 ,因此 有 公共 的 切 向 量 , 也 就 是 有 公 
共 的 方向 -但 是 ,仅仅 只 有 通常 微 积 分 教材 上 讲 的 具有 公共 方向 因而 相 切 ,还 不 能 保证 有 上 阶 接 
触 .一 个 明显 的 例子 是 wkz) 与 4a (4), 这 里 a(0) =0,4 为 实数 ,天 1,ax(b) 与 aa( 划 在 1=0 点 并 
非 1 阶 接 触 , 提出 “接触 "这 个 概念 的 好 处 在 于 ,上 面 我 们 都 只 在 R" 中 讨论 晶 线 ,而 R* 中 有 坐标 
系 和 坐标 轴 ,可 以 借 此 定义 方向 .但 是 我 们 还 要 讨论 例如 曲面 上 的 切线 ,例如 地 球 表 而 上 有 于 午 
线 和 纬 图, 但 是 没有 坐标 连 . 在 曲面 上 定义 平行 性 极为 困难 ,那么 怎样 定义 方向 呢 ? 有 了 接触 概 
念 后 问题 就 很 容易 解决 了 . 曲线 在 P 点 相 切 的 关系 是 一 个 等 价 关系 ,利用 这 个 等 价 关系 把 过 也 
点 的 曲线 分 类 ,每 一 个 等 价 类 就 是 一 个 方向 .现在 看 来 , 讲 这 样 的 话 似乎 多 余 , 但 到 了 将 来 , 当 需 
要 在 没有 坐标 轴 的 情况 下 讨论 方向 时 ,就 会 看 吧 这 个 司法 的 好 处 了 ,能 对 之 进行 线性 运算 的 “对 
象 "就 是 向 量 , 于 是 这 些 等 价 类 将 可 证 明成 为 向 量 , 而 且 会 形成 一 个 n 维 线 件 空间 . 这样 一 来 , 珠 
们 前 面 讲 的 概念 和 结果 都 可 以 大 为 推广 了 .这 在 物理 学 上 极为 重要 .本 书 最 后 一 章 $2 将 详细 讨 
论 这 些 等 价 类 何以 成 为 一 个 n 维 线性 空间 . 

以 下 我 们 用 ! 表示 曲线 a:1>R" 在 上 述 接触 关系 下 的 等 价 类 .上 面 已 经 说 了 每 一 个 这 样 的 
等 价 类 就 定义 了 一 个 向 曹 , 它 既 有 大 小 ,又 有 方向 (除了 零 向 量 之 外 ) . 子 是 就 可 以 把 古典 的 微分 
学 中 的 方向 导数 概念 移植 过 来 : 

定义 5 识 < 生 Re 中 的 一 条 (向 线 , /R" ~R" 是 可 仙 喘 射 , 我 们 隐 复 会 寻 /= 的 和 
分 为 1 没 。 的 方向 导数 ， 


d(f*e}=df°de. (28) 
现在 用 坐标 形式 把 它 表示 出 来 , 设 ec(i) = "(x(1) ,zs(1)),f= (六 大) 而 天 = 
万 (zzn). 于 是 
da= (x.(2) ,7 (1)). 
3 .9h 
ER Ep 
df=|: : 
a Ff 
zr jz 
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dr de = 人 ( 袜 0 0). (29) 
前 面 的 上 标 ; 表示 转 置 ,因此 上 式 是 一 个 竖 向 量 . 
这 样 看 来 ,我 们 说 可 以 证 明 a 的 等 价 类 表 东 一 个 向 量 .现在 就 得 找到 一 个 将 « 与 一 个 m 维 
向 量 对 应 起 来 的 方式 


a (z(t) ,er (0)). 


它 的 方向 固然 是 由 革 式 决定 的 , 它 的 大 小 也 是 由 于 式 决定 的 , | = [了 >) (2)]”. 现在 问 ， 


如 果 用 一 个 与 a 等 价 于 i。 点 处 的 曲线 8 代替 a, 结果 如 何 ? 上 面 已 说 了 ,a 与 8 在 1 点 等 价 ， 
即 二 者 在 t。 点 有 卡 阶 接触 ,之 1. 因 此 一 方面 a(i6) = 8(z), 即 通过 同一 点 , 另 一 方面 


上 (2) 一 B=olle -201 和 ,所 以 a(t6)= 交 0), 即 都 可 以 用 (zx)(z6),…, 这 (24) 表示. 由 
(29) 即 知 df*dc= df*d8(t= if) .所 以 定义 中 的 方向 导数 值 其 实 只 依赖 于 a 的 等 价 类 /1.1 作为 


一 个 向 量 ,其 方向 就 是 (x,《z),… ,zx (1)) 的 方向 ,其 大 小 则 是 | 21 = D3 以 下 我 


们 用 37(7) 来 表示 在 卫 点 ( 即 上 一 aa 处 ) 沿 = 之 方向 导数 ,而 且 就 说 成 是 “ 没 方 向 的 " 方 血 导数. 


这 里 的 讲法 和 通常 微 积分 教 本 中 的 讲法 有 些 不 同 . 在 那里 , 讲 到 方向 导数 时 ,是 用 一 个 单位 
向 量 w= (wi ，…,w,,) 来 表示 此 方向 .然后 设 P 点 坐标 是 (x, ,… ,zw ), 作 通过 了 点 的 以 zx 为 方 


向 余 纺 的 直线 m:t(zi+ pu，，… ,z+ tu ) ,然后 在 t=0 处 对 了 求 光 .利用 (29) 就 有 
式 = 四 {rte) -f(z) 


Ba 
为 什么 我 们 不 采用 通常 的 讲法 ”一 是 因为 可 能 需要 作 坐 标 变换 ,而 原来 的 直线 可 能 变 成 曲线 (如 
果 坐 标 系 部 成 直角 坐标 系 的 话 ). 而 甚至 可 能 根本 没有 直线 ,例如 在 曲面 二 ,而 通过 重新 参数 化 
t= (7) 以 后 1 =1 的 这 一 条 件 也 可 能 不 成 立 .这 一 点 其 实 前 面 也 讲 这. 如果 把 参数 : 看 成 


时 间 , 则 切 向 量 z(7) 应 理解 为 速度 .这 样 一 来 , 红 就 成 了 : 当 点 x 以 速度 之 运动 时 ,六 对 时 间 的 变 
化 率 dda 就 是 方向 导数 .df"da 就 理解 为 :首先 1 的 变化 造成 了 zx 位 置 之 变 化 da (其 变 率 为 
(zt 人 02 人 ft)) ,位 置 的 变化 再 造成 /的 变化 9/ [其 变 化 率 为 [六 ,3 让 二 者 合成 
即 得 df*da. 

进一步 可 以 定义 向 量 场 . 设 QCR” 为 一 开 集 ,而 在 0 内 之 每 一 点 4 处 都 定义 一 个 向 量 


X(z)= > 所 (z)32 ,我 们 就 说 有 一 个 向 量 场 .如 果 XX (x)E C(O), 就 说 X(z) 是 一 个 向 
量 场 . 常 微 分 方程 理论 告诉 我 们 ,这 时 经 过 0 中 任 一 点 P 均 可 找到 唯一 一 条 曲线 akt) :7 一 Rn" ， 


使 a( 志 )= ze 即 为 尸 点 之 坐标 ,而 沿 此 曲线 恒 有 2(1) = X(e(:)). 这 条 曲线 就 称 为 此 向 量 场 经 
过 了 点 的 积分 曲线 .以 上 的 讨论 中 我 们 要 利用 % 尝 1 这 一 事实 ,才能 保证 经 过 任 一 PP 点 均 有 了 只 
一 的 积分 曲线 通过 . 
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既然 有 了 向 量 场 ,也 就 有 了 一 个 方向 (在 现在 的 问题 中 , 即 是 (X,,…,X, ) 的 方向 ), 也 就 是 


在 此 点 的 a(:), 所 以 也 就 可 以 定义 这 个 方向 的 方向 导数 和 (28) 式 .我 们 约定 ,把 这 个 方向 导数 算 
子 记 作 Dx . 即 是 说 按 下 式 定义 它 : 

Dxn f(x)= df(r) dal 7). (30) 

这 里 da(-) 其 实 应 该 写成 dalt),t 是 相应 于 x 的 参数 值 . Dx 是 一 个 很 重要 的 算 子 ,其 特点 如 下 : 

上 面 我 们 已 经 说 过 ,可 以 把 接触 于 茶点 的 曲线 所 形成 的 等 价 类 当 作 一 个 向 量 , 如果 在 这 个 等 


价 类 中 移 一 个 代表 元 , 即 曲 线 a(:), 风 这 个 向 量 有 一 个 坐标 表示 a(7) = (ai(t) ,a (2)) ,i 
是 该 点 P 的 相应 的 参数 值 . 按 同 样 的 方法 ,方向 导数 算 子 De., 也 是 一 个 向 量 .因为 由 (29) 式 ， 
Dr 作用 于 一 个 = 维 向 量 /(x)ER" 后 得 出 
Dus flz)= df(r)eda(zr) 
(和 DD 党 ) (31) 
所 以 
Dua ~ X (zx) = 2% (32) 


正如 我 们 可 以 认为 曲线 的 等 价 类 就 是 向 量 一 样 ,也 可 以 认为 微分 算 子 X(x) = 元 是 
一 个 向 量 . 反 过 来 也 对 , 正 因为 这 样 ,Dxc,) 也 可 以 写成 D,z 等 等 .但 是 认真 想 一 下 ,这 样 做 的 “ 毛 
病 " 无 非 晨 使 我 们 嫩 到 怪 怪 的 .如 果 说 D = D. 表示 滑 <, 方向 的 方向 导数 ,就 是 令 自 变量 在 xz 


方向 得 到 一 个 改变 型 Az, ,然后 计算 函数 的 相应 的 改变 量 Af， 并 令 D- = im 候 .这样 的 说 


法 谁 也 不 会 奇怪 ,可 是 现在 我 们 有 了 D,* ,D 的 本 是]2 我 们 和 么 能 上 它 的 下 二 AM[ ,2 
呢 ? 但 是 再 回 过 来 看 看 (32) 式 ,这 些 疑 问 会 逐步 释然 于 怀 了 . 我 们 说 ,把 微分 算 子 X(z) = 
本 Xz) 让 就 看 成 向 最 (X(z)，…,X。(z)) ,这 一 点 大 概 读者 会 能 接受 得 了 ,但 四 既 然 承认 


了 这 一 点 ,也 就 应 该 承认 了 ，… 了 5 也 是 一 个 向 量 , 即 在 z， 方 向 上 分 最 


为 上, 其 他 方向 上 分 量 为 0 的 向 量 .所 以 它 的 坐标 囊 示 就 是 J- = DX (x) 记 -,X = 1,X， 


= … = X。= 0. 我 们 也 就 可 以 写作 下 -= (1,0,…,0). 这 样 一 来 ,D 就 表示 对 于 向 量 (1,0,0) 
求 方向 导数 ,也 就 是 D, ! 既然 D =D ,又 何必 兴 师 动 众 用 那么 复杂 前 记号 呢 ? 
Dy co = Dx 这 样 的 记号 有 许多 重要 性 质 : 


(1) 首先 它 权 作用 于 函数 上 . 函数 是 “被 作用 者 .这 时 它 有 两 个 性 质 . 一 是 线性 : 
Dr(C f+ Cf)= CDxf + CoDxfs, (33) 
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C,,C, 是 常数 .二 是 莱 布 尼 获 性质, 即 
Dx Cf1°f2)= Dfa + frDxfi. (34) 
这 一 点 由 (29) 式 直接 验证 即 知 . 
(2) 其 次 , 它 是 按 X(z) 的 要 求 作 用 于 函数 的 . X(z) 可 是 说 是 “作用 者 "而 这 些 作用 者 又 有 
线性 结构 ,那么 Dx。 对 这 种 结构 又 有 什么 性 质 昵 8 这 是 十 分 值得 注意 的 .有 
定理 6 设 gi(zx),g8s(z) 是 0 中 的 C 机 数 , 则 对 0 中 的 C+ 向 景 场 X(z),X,(z) 恒 有 
Dara f(r)= gDe, (Mr) + gDy, (f(x). (35) 
了 是 人 上 上 的 可 徽 画 数 ， 
证 因为 Dxp(z)= df*a(z) .这 里 a(z) 即 是 方向 嚼 X 在 z 之 值 . 所 以 令 Xi ,Xz 相应 的 积 


分 曲线 是 a1 ,az , 则 gyX,+ giX; 在 x 之 值 应 为 gy (z)al(x) + g(r)a(r): 


Darran (fr) = g(r)dfea(r)t g(r)dfe er) 
= BrIDr CFI) +t gal x Dy, (f(x). 


(35) 式 得 证 .这 里 我 们 应 用 了 以 下 事实 :dy 实际 上 就 以 乘 以 XxX nm 短 阵 江天 (zx) 也 


是 一 个 mx x1 答 阵 ,g,(z) 则 只 是 一 个 标量 因子 ,所 以 
afi (fr, fs) 
RE a (a). 

总 结 起 来 ,Dxf 中 其 实 含有 两 个 “成 分 " ,一 是 “被 作用 者 " f.Dxf 对 于 它 既 是 线性 的 ,又 适合 
莱 布 尼 艾 法 则 ;二 是 “作用 者 "X,Dxf 按 定 理 6 其 实 还 不 只 是 线性 地 依赖 于 它 .因为 (35) 式 只 要 
当 g ,gs 取 常 数 时 成 立 ,就 已 经 表明 Dx 关 线性 "依赖 于 X 了 ,可 是 现在 它 甚 至 对 Ce 画 数 
si(z) ,gs(z) 也 成 立 . 可 见 这 个 依赖 性 还 超过 “线性 ". 这 是 一 种 新 的 代数 结构 ,也 是 有 用 的 . 

可 是 ,我 们 费 了 这 许多 口舌 都 是 为 了 另 一 件 事 .现在 我 们 只 是 对 一 个 函数 六 映射 f;R” 一 
R” 则 是 个 函数 ) 作 方向 导数 .而 更 严重 的 问题 却 是 要 对 葛 复 杂 的 对 象 ,例如 对 一 个 向 量 场 了 
可 作 方向 导数 DwY. 而 且 不 是 在 R” 的 某 一 个 区 域 4 上 作 , 其 至 是 在 一 个 曲面 以 至 更 一 般 的 次 
曲 的 空间 上 作 , 面 且 这 在 几何 各 物理 学 上 都 十 分 重要 .有 鉴于 此 , 辟 管 本 书 讲 不 到 这 些 间 题 , 预 为 
迹 者 计 , 玩 在 有 一 个 “心理 准备 ” ,一旦 届 到 这 类 问题 会 有 似曾相识 之 嫩 . 这 是 会 有 好 处 的 ,值得 现 
在 花 点 力气 ， 

5, 高 阶 微分 本 节 最 后 ,我 们 简单 讨论 一 下 一 个 映射 f: 0CR”" 一 R" 的 高 阶 微分 .作为 一 
个 启发 我 们 先 看 最 简单 的 一 元 函数 f(x ) 的 二 阶 微分 .现在 2 将 成 为 及 的 一 个 区 间 ,R* 也 成 为 
民 - 首 先 看 一 阶 微分 df ,在 zE 0 点 ,一 阶 微 分 df(x) 就 是 {x+ 及) 一 f(z)=Asf(zx) 关 于 有 的 
线性 部 分 :Auf(z)= dz) ,+o(z) .于 是 dr(z) 又 是 一 个 由 工 ED 到 dz) 的 映射 -不 过 这 
里 4f(x) 是 一 个 线性 映射 , 它 把 8 的 切 空间 , 即 仍 为 R( 前 面 说 过 这 就 是 天 的 空间 ) 映 为 对 空间 
R" 的 切 空间 ( 仍 为 R" ,现在 x =1). 也 就 是 一 R" 的 线性 映射 ( 即 一 阶 和 矩阵 ) = 1 时 ,一 阶 矩 
阵 就 是 一 个 数 ,这 个 数 即 是 古典 意义 下 的 导数 三 (z). 因 为 这 个 数 依赖 于 式 ; 所 以 是 一 个 函数 .但 
是 这 个 函数 不 是 线性 丽 数 .现在 再 求 这 个 函数 的 微分 ,就 得 到 二 阶 微分 ， 因此 ,我 们 又 要 讨论 
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三 (x+) 了 (zx). 但 是 有 什么 理由 要 求 现在 的 自 变量 增 量 Az 仍旧 是 呢 ? 因此 ,现在 可 以 设 
Ax 一 上 而 和 和 是 独立 的 .由 这 个 思想 出 发 ,我 们 应 该 这 样 来 讨论 f: RCR" 一 R" 的 二 阶 微分 . 
首先 假设 有 一 个 微分 4f(z)( 有 的 书 上 则 把 微分 写成 Tf 或 (TA)(zx), 大 概 是 因为 /作为 一 个 
映射 称 为 的 切 映射 ,而 下 正 是 “ 切 "(tangent) 的 第 一 个 字母 ), 即 有 

Asf (lz)= f(z+h) = f(r)= (df (zr) hto(h). 
(df 有 (xz) 是 由 0 到 n Xm 实 矩 阵 的 空间 的 映射 , 即 是 :有 一 点 xE 0 , 妈 有 一 个 这 样 的 矩阵 ,所 以 
是 矩阵 值 函 数 , 它 当 然 一 般 是 非 线性 的 . x x m 实 矩 阵 有 nzn 个 实数 元 , 反 过 来 , 凡 有 nm 个 实 
数 ,总 可 以 写成 一 个 x x m 实 和 矩阵 ,所 以 这 类 怒 阵 所 成 的 空间 是 R” .但 是 这 样 来 看 矩阵 空间 并 
不 好 ,因为 还 得 规定 一 个 规 挎 : 哪 一 个 实数 族 在 第 上 行 ! 列 ( 但 以 后 我 们 在 讨论 正 交 和 矩阵 空间 时 
确 是 这 样 做 的 , 即 已 隐 含 地 规定 好 了 这 样 一 个 规矩 ) ,所 以 我 休 把 每 个 这 样 的 矩阵 都 看 成 由 R” 
到 R” 的 线性 映射 ,并 把 这 种 映射 空间 记 作 L(R" ,R"). 如 果 要 排除 对 记号 工 (R" ,R" ) 的 生 酰 
感 ,就 把 它 看 成 矩阵 空间 ,其 至 是 赋 有 某 种 次 序 规定 的 及”. 总之, 它 是 一 个 nm 维 线性 空间 . 
(dpP)(z): QL(R",R"). 于 是 我 们 可 以 考虑 (df) (zx) 的 微分 d(&f)(x). 即 由 之 切 空间 R" 
到 LCR",R"}) 的 切 空间 的 线性 映射 : 

(df)(r+R)— (df) (x)=d(df)*k + oa(k). 

但 因 L(R” ,R") 是 一 个 线性 空间 , 它 的 切 空间 就 是 其 自身 .所 以 d(df)(x) 对 每 一 点 TE Q 定义 
了 由 R” 到 L(R" ,R") 的 线性 映射 :d(df)(z): NL(R”, 上 (R”",R")). 所 以 我 们 有 

定义 6 车 (d/)(z):R" 上 L(R”,R ) 为 连续 可 微 , 则 其 微分 是 0 一 L(R", L(R" ,R" ) ) 的 
线性 映射 , 称 汐 在 中 的 二 阶 微分 , 雇 作 中 (=) -这 种 冉 射 称 为 局 于 CO) 类 

我 们 要 证 明 ,LCR” ,L(R" ,R" )) 即 双 线 性 映射 工 (R" ,R“ ;R") 的 空间 .所谓 双 线性 映射 即 
映射 R” xR "一 R (站 ) mi( 记 ,名 ) ,而 对 每 个 分 量 所 与 上 分 别 为 线性 的 映射 : 

hciky teagka) = cd(h, Ri) +t ed(h,k), 
ch teahask)= ct(hy sk) + crt( hsk). 
这 里 cl, cs 是 常数 .于 是 有 

引 理 7 我 们 有 间 构 关系 :LC(R",L(R",R"))=L(R",R”";R"). 

证 从 左 方 取 一 个 元 i 对 hER",1"hEL(R",R'),l*hh 对 于 及 是 线性 的 .但 从 R” 中 取 
一 个 4, 则 (人 CER 令 (L1h)*()=g. 此 式 对 于 也 是 线性 的 . 蝇 然 ,我 们 是 从 一 对 元 
(有 ,)ER"XR” 得 出 J 元 gER" .而且 很 容易 看 出 ,这 个 对 应 是 双 线 性 的 . 所 以 我 们 得 到 右 方 
一 个 元 7 ,而 (1'h)(&) = 1(h, 友 ). 这 里 在 左右 双方 都 取 自 车 左 的 一 个 R”. 反 之, 设 有 TE 
工 (R”,R"” :R"). 从 右 方 车 左 的 Rw” 中 取 一 个 元 h, 则 将 得 到 1(4.), 需 再 从 午 右 的 R” 中 取 元 &， 
代 人 ;CA，) 中 才能 得 到 R" 中 一 个 元 g:i(h,&) =g. 可见 7,') 是 映 &ER" 为 gER" 的 线性 
映射 ,这 个 映射 的 线性 容易 证 明 . 记 它 为 (2:4)(.), 则 1.AEL(CR",R"), 而 1h,g)= (4: 有) 
(8) .总 之 我 们 在 L(R” ,上 (R",R")) 与 L(R",R";R" ) 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关系 ,而 且 易 
见 这 个 一 一 对 应 保持 线性 结构 不 变 ,因此 得 到 引 理 7 的 证 明 . 

现在 利用 坐标 表示 讨论 映射 J: 2CR" 一 R" 为 C? 映射 之 条 件 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 分 别 讨 
论 了 之 每 一 个 分 量 :f= (f,、…,f,). 于 是 设 R" 与 R" 中 都 已 有 了 坐标 z = (x,… ,7 ) ,y= 
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(9 ,而 
只 f(r ) 2E=1,2, ,nn. 
现在 我 们 只 讨论 /1 ,并 将 它 写成 了 , 取 (h,k)ER”" .如 果 记 一 阶 微分 映射 为 4f, 则 
fzr+ph)- fr) = (df) r) ht oth). 
但 是 .由 定义 5,(df(z)' 关 ) 正 是 了 了 沿 方 向 请 的 方向 导数 ,用 (30) 中 的 记号 把 它 写成 (Df 了) (7c). 
于 是 由 定义 6 知 ,所 谓 FE C 就 是 指 对 0 中 任意 + 以 及 任意 hER" ,方向 导数 (Di 六 (rz)eE C 


再 取 &ER"” ,我 们 又 应 有 
(DACr+tk)- (DA (zz)=dD fr) + (用 一 次 方向 导数 记号 :d(D,f) (x)k= 


D, (Di《f))(x), 而 由 C? 之 定义 知 此 式 应 为 8 中 的 连续 函数 .可 见 这 就 是 f: 0 一 R 为 C? 映射 


的 充分 必要 条 件 .于 是 有 
定理 8 0 一 R 为 0 映 记 的 充分 必要 条 件 是 在 取 寂 任 襄 集 标 z=(x，，,…，z.) 后 , 寺 典 


的 二 阶 仿 导 数 -为 0 中 的 这 续 丙 数 
证 在 R" 中 取 定 坐标 z= (zi srn ). 和 .了 成 为 Re 
的 一 个 基底 ,而 任意 hh, 分别 可 以 写 为 h = > 一, 站 二 > k 二 而 由 定理 6 及 (32) 式 


(LPIh = DD) x) = 三 ma . 


于 是 fE C 之 充分 必要 条 件 就 是 :对 任意 ,hE R" , (中 人) (x) 有 是 xzE 0 的 连续 酉 数 .但 此 式 是 
下, 的 双 线 性 形式 , 它 对 zE nN 为 古典 的 连续 函数 的 充分 必要 条 件 就 是 其 系数 De (D2 让 (z) 是 xz 


的 连 绽 员 数 , 但 是 在 定理 5 前 的 讨论 中 已 经 看 到 Du (DA )( x) 即 古典 的 二 阶 偏 导 数 > 2 故 
定理 得 证 . 
以 上 我 们 是 对 7:O-~R: 的 情况 证 明定 理 8 的 ,但 是 由 前 而 的 说 明 可 知 对 /: 0 一 R" 也 有 类 
似 的 结论 ， 
还 有 一 个 重要 的 说 明 .对 于 /: 2 一! 的 情况 ,di 了 (x) 就 是 一 个 双 线性 形式 
(FA) (x) hk = bp 3 (36) 


3 


一 个 双 线 性 形式 与 定义 它 的 抑 阵 是 对 应 的 ， 这 个 撼 阵 在 我 们 的 情况 下 称 为 黑 塞 矩 阵 


(Hessian, Hesse matrix). 


of O_o 
B77 5z13zm 
Hess f(z)=| ; |. (37) 
of  .。 3 
8r。9zi 了 


也 有 一 些 文献 中 称 此 和 气 阵 的 行列 式 为 Hessian. 
这 一 段 一 开始 我 们 就 提出 ,没有 理由 让 Az 两 次 都 取 成 相同 的 .因此 ,我 们 第 一 次 取 Ax 一 
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上 ,第 二 次 取 Az = 名 ,而 得 到 了 一 个 双 线性 形式 (36) .如果 取 =, 则 双 线性 形式 (36) 将 变 成 一 
个 二 次 型 
2 
Shh, 5 
反 过 来 ,由 二 次 型 变 成 双 线 性 形式 亦 非 难事 .线性 代数 里 而 讲 过 这 一 点 .但 是 如 果 考 虑 更 高 阶 的 
微分 ,事情 就 远 非 这 么 简单 这 也 是 为 什么 我 们 坚持 两 个 Az 各 不 相同 ,而 分 别 为 ,x 的 原因 . 
关于 高 阶 导 数 在 通常 的 微 积分 教材 中 都 会 介绍 一 个 重要 的 定理 , 即 是 若 f(z ,y)E C?, 必 有 


3 3 
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然后 一 般 会 举 出 一 两 个 反例 ,说 明 若 f(z,?)E C’ 这 个 条 件 不 成 立 , 则 上 式 也 可 能 不 成 立 .有 
时 ,人 们 就 会 去 想 ,能 否 找 一 个 较 红 的 条 件 保证 上 式 成 立 .但 忽视 了 这 个 等 式 是 否 有 深远 的 后 果 . 
我 们 要 指出 ,这 个 结果 虽然 证 明 十 分 简单 , 却 是 一 个 重要 的 结果 ,我们 将 在 最 后 一 章 讨论 它 . 若 它 
不 成 立 ,将 意味 着 什么 也 是 很 有 意思 的 事 ,这 一 点 本 书 完全 不 能 涉及 了 . 正 因为 它 如 此 重要 ,我们 
将 在 本 节 中 一 直 采 用 的 与 坐标 无 关 的 框架 下 去 讨论 它 ， 

若 (38) 成 立 , 则 黑 塞 矩阵 (37) 成 为 一 个 对 称 惩 阵 ,而 双 线 性 形式 成 为 一 个 对 称 的 双 线性 形 


式 ,本 来 , 按 线性 代数 的 讲法 ,一 个 双 线 性 形式 总 sh 当 au 二 a, 恒 成 立时 就 称 为 对 称 的 双 线 


性 形式 ,由 它 就 可 以 产生 二 次 型 之 ash 击 ,. 所 以 二 次 型 总 要 适合 上 述 对 称 性 条 件 4a, = an . 而 一 
般 说 来 , 双 线 性 形式 出 不 一 定 是 对 称 的 . 我 们 即将 证 明 (38) 式 . 3 (36) 式 虽 是 一 个 双 
线性 形式 ,但 不 能 直接 在 其 中 令 h = 名 而 得 二 次 型 bp 大 而 :对 这 个 问题 以 前 我 们 没有 很 


严格 地 讨论 过 ,在 此 再 提醒 一 下 - 
上 而 已 说 了 , 当 fE C? 时,(38) 成 立 ,而 (36) 成 为 一 个 对 称 的 双 线 性 形式 .现在 我 们 要 证 明 
定理 9 设 /:0>R* 是 C 映射 , 则 (中 有 )(z)hk 是 对 称 的 , 即 (中 六 (z) 大 = (中 六 (z) 居 ， 
证 这 个 定理 昌 然 是 在 与 坐标 无 关 的 框架 下 表述 的 ,但 它 的 内 容 和 证 法 都 与 通用 的 微 积分 
教 本 中 证 明 (38) 式 是 一 样 的 ,就 是 用 差 商 趋向 微 商 ,而 对 差 商 则 利用 拉 格 遍 日 将 公式 ,所 以 我 们 
先 引 人 差分 


元 寺 


(Au 门 (z)= f(r th f(r). 
为 了 求 二 阶 微分 ,我 们 再 引入 差分 A, , 与 无 关 . 
MB rT)= (A rth Az) 
=f(z+thta) -flrta) feth) + flr). (39) 
很 明显 ,(39) 对 于 与 & 是 对 称 的 ,所 以 
A Af) (zr) =A (Af) (zx). 
由 差分 转向 微分 时 ,在 通常 的 微分 教 本 中 是 用 拉 格 朗 日 公式 ,但 我 们 在 讲 定理 2 前 就 指出 ,z >1 
时 是 没有 拉 格 朗 日 公式 那样 的 中 值 定 理 的 ,而 我 们 要 用 一 个 不 等 式 来 代替 它 ,这 个 不 等 式 就 是 
定理 2, 也 称 为 中 值 定理 .其 中 的 M 可 以 取 为 连接 a,b 两 点 的 线段 上 微分 (作为 一 个 映射 ) 范 
数 的 上 确 界 .于 是 在 考虑 f(z+ 上 上)-- f(x) 时 ,我 们 可 以 更 精确 地 来 知 计 它 .我 们 本 来 想 估计 
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f(z +hh) -f(xz). 现 在 则 更 精确 一 点 来 估计 (1)= f[z+ 坏 ] -Cdf)(z)th, 当 4 在 [0,1] 中 变 
动 时 z+ zt(y 一 ) 就 沿 连接 z 与 +h 的 线段 从 x 变 到 z+ 上 ,所 以 可 以 应 用 定理 2, 这 样 做 的 好 
处 在 于 ,下 (1) 一 更 (0)= f(z+ 记 A) 一 Az 一 (df)(z) 有 ;所 以 我 们 不 各 可 以 佑 计 到 f(x + 月 ) 一 
f(x) ;而且 估计 到 了 f(x +h) -了 (x)--(df)(z)h .注意 到 我 们 假设 了 fEC?, 所 以 (d(x)€ 
和 ,这样 $8(z)€E C0!. 所 以 应 用 定理 2 是 合法 的 . @(1) 对 干 + 的 微分 是 
rt) (df) (rR, 
所 以 定理 2 中 的 M 本 以 取 为 ,suB， TF rtm)h- (dN (rr. 
用 完全 同样 的 方法 ,在 考虑 二 阶 微分 时 ,我们 考虑 
Bliss)= fr th+t Rd (rth, sk), 
( 叶 Cz) 是 一 个 双 钱 性 形式 , 右 方 后 一 项 就 是 它 在 (zh ,sk) 上 之 值 ,对 z 和 s 分 别 应 用 一 次 上 面 
的 程序 ,就 会 得 到 
AAA (FARICR RN Ssupl (FFCrtRt sh) Rb) EF CR,R) | 
一 of 下 FRI) 
在 上 式 中 对 换 h 与 上 ,由 于 AAAF(z)= AiAsf(z} 所 以 有 
dr kh) EF) (x ,| 
ES | 
=a(D(CHAl :| ). 
但 是 式 左 是 ,的 双 线 性 形式 , 它 不 可 能 是 比 上 | 站 更 高 阶 的 无 穷 小 量 , 除 非 异 等 子 0. 
因此 对 任意 ,hE RR” 


(GIzIR A) = (Er) hk). 
定理 证 毕 . 
由 此 可 见 , 拉 格 朗 日 公式 是 多 么 好 的 东西 . 少 了 它 带 给 我 们 多 少 麻烦 ! 
以 上 我 们 讨论 了 二 阶 微分 ,对 更 高 阶 的 微分 可 以 类 似 地 讨论 .我 们 不 再 重复 ,只 把 主要 的 结 
论 归 结 如 下 : 
1. 映射 了 :QR"(QCR") 为 C 类 映射 之 定义 是 : fE C ,而 且 drE Ce 
2, 上 述 子 的 & 阶 微分 由 六 是 由 到 有 阶 多 重 线性 映射 0 一 L (RR 和 ;RR" )) 空 间 的 


映射 . 即 是 说 ,对 每 一 点 zE 0,(d*f)(z)EL(R”,…,R" ;R"). 
二 个 因子 
3, 在 R” 与 R" 中 均 给 出 坐标 系 -= 与 y 以 后 ,AE Cs 之 充分 必要 条 件 是 三 的 各 个 分 量 均 为 古 
典 意义 下 的 具有 直到 阶 在 内 的 偏 导数 的 丽 数 . 
4. 车 /EC , 则 由 AM(z) 对 任意 =E 0 均 为 对 称 的 多 重 线性 映射 . 用 坐 标 来 表示 就 是 了 之 各 
个 分 量 的 直到 阶 在 内 的 偏 导 数 之 值 ,与 施行 构成 这 一 偏 导数 之 各 个 一 阶 偏 导数 之 次 序 荡 关 . 


$3 泰勒 公式 、 黄 尔 斯 引 理 .插值 公式 


1. 泰勒 公式 ”在 前 面 两 节 中 我 们 已 经 指出 ,微分 学 的 基本 思想 就 是 对 一 个 映射 f(z) 把 
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(Anf) (x)= z+) 一 了 (zx) 的 线性 部 分 分 解 出 来 , 即 给 出 以 下 的 分 解 
f(Tth)- Fr)=A(T}h + o(h), (1) 
这 里 A 是 一 个 线性 映射 .因为 对 不 同 点 x 这 个 映射 并 不 相同 ,所 以 它 是 一 个 函数 (其 值 是 线性 映 
射 或 称 线性 算 子 ,所 以 它 是 一 个 算 子 值 函数 ). 如果 这 样 的 分 解 是 可 能 的 ,就 说 了 在 z 点 可 微 ,而 
4A(z) 称 为 其 微分 , 它 也 时 常 记 为 (T.P)(z) 或 (dA)(z). 在 古典 的 微 积分 教 本 中 则 说 AP 才 是 微 
分 ,而 且 记 上 = dz ,这 样 就 有 了 古典 的 微分 定义 
df=/f (rdzr. 

用 (1) 式 来 作为 微分 的 定义 对 变量 1 维 ,f 也 是 1 维 一 一 即 我 们 常 说 的 一 元 函数 一 一 是 适用 的 : 
上 式 就 是 用 于 这 个 情况 .因为 这 时 A 是 R' 到 R: 的 映射 ,因此 是 1 维 矩 阵 即 一 个 数 . 我 们 就 称 为 
和 在 zx 之 导数 . 记 作 六 (zx). 同时 (1) 式 也 适用 于 z 是 m 维 向 量 , 即 zx = (zz,)E NCR"，, 
而 / 为” 维 向 重 的 情况 .这 时 f: 9 一 R" 在 一 定 坐标 系 下 应 表 为 

y= fr )， i=1,2,…,n. . (2) 
这 时 A 是 一 个 线性 映射 R" 一 R" ,不 过 这 个 R” 并 不 是 所 在 的 R" ,而 是 其 切 空间 .后 一 个 RR 
则 是 下 空间 R" 的 切 空 间 . 如 用 上 述 坐 标 + ,y 表示 , 则 A 是 下 述 质 阵 


(3) 


(3) 称 为 映射 (2) 的 雅 可 比 短 阵 ,这 个 映射 更 在 称 为 / 的 切 映 射 .总 之 ,我 们 在 上 一 节 的 处 理 是 把 
吉 典 的 徽 积分 中 一 元 函数 和 多 元 函数 的 微分 统一 在 一 起 了 .这样 做 还 有 一 个 目的 ,即将 来 这 一 个 
理论 还 可 以 适用 于 更 广泛 的 领域 中 .例如 R” 与 R" 将 被 代 以 弯曲 的 空间 ,或 代 以 无 限 维 空间 . 

现在 这 样 看 待 (1) 式 :由 它 立 刻 可 见 ,F(z) 在 z 点 是 连续 的 . 当 | 大 | ->0 时 ,(1) 式 左 方 是 无 
穷 小 量 . 所 以 (1) 表 示 这 个 无 穷 小 量 可 以 分 解 成 线性 部 分 和 高 阶 部 分 (对 于 hh 而 言 ), 我 们 也 说 
过 , (A 了 (zz) 的 线性 部 分 包含 了 有 关 f 的 性 态 的 信息 .所 以 ,用 df 代替 Auy 称 为 了 的 线性 化 .我 
们 轴 时 把 如 何 通 过 线性 化 来 研究 f(z) 效 在 $5 以 后 再 讲 .现在 变 问 ,可 否 把 o。( 及 ) 继 续 分 解 为 上 
的 二 次 式 面 与 7 癌 失 , 再 加 上 A 的 三 次 式 击 与 h? 同 阶 …… 的 无 穷 小 量 ? 上 节 结 束 时 讲 到 高 阶 
微分 时 已 经 提 到 这 一 点 了 .现在 我 们 要 继续 沿 这 条 思路 走 下 去 . 

在 上 节 讲 到 阶 微分 时 ,我 们 假设 fE C .现在 因为 所 需 的 微分 阶 数 不 定 ,所 以 我 们 假设 
JEC”. 

先 看 m= n=1 的 情况 .这 时 ,我 们 有 茹 知 的 拉 格 朗 日 公式 

f(zth) -fxr)= fF (zt) 0<b<1. 
其 成 立 的 条 件 只 是 f 在 开 区 间 ( x ,xz + 天) 中 有 导数 广 (z) 存 在 .如 果 广 (z) 在 z 点 还 是 连续 可 
微 的 , 则 在 上 式 右 方 对 广 (z+ 抽 ) 再 用 一 次 拉 格 六 日 公式 有 
f(rtB)= f(r) + f(r) 0 + olh). 


代 人 前 式 则 有 
fzth)- fz)= fF (rtf (xr) + ok). 
我 们 前 面 说 过 ,在 m=#=1 时 ,六 (zx)= 有 A, 所 以 上 式 与 (1) 是 一 致 的 ,而 有 
ARtolh)=f (rh+t fF {rN +o(h), 
也 就 是 
oR)= {rm to(h’). 
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但 是 它 并 不 是 我 们 需要 的 进一步 的 分 解 , 因 为 其 右 方 的 8 并 不 确定 .我 们 只 知道 8 依赖 于 产 ,但 
具体 的 依赖 方式 并 不 知道 ,所 以 饭 ? 并 不 是 上 的 二 次 式 . 回 忆 一 下 我 们 在 上 一 节 一 开始 时 对 于 
微分 df 作为 差分 的 “主要 部 分 "的 说 法 所 作 的 评论 {可 以 把 ot 上) 的 一 部 分 也 归 入 A# 而 不 损害 
它 作为 “主要 部 分 ", 而 当 A=0 时 ,Ah =0 怎样 也 不 能 算是 A,f 的 主要 部 分 ) ,就 知道 我 们 提出 问 
题 时 为 什么 说 要 把 o( 有) 分 解 成 一 个 的 二 次 式 而 与 &? 同 阶 ( 其 实 甩 的 二 次 式 不 一 定 必 与 h? 同 
阶 , 因 为 有 系数 全 为 0 的 特例 与 上 述 A=0 相应 ). 可 见 要 解决 o( 有 ) 的 进一步 分 解 还 要 用 其 他 方 
法 . 

仍 是 为 简单 起 见 , 下 面 令 n=1, 也 就 是 在 (2) 中 把 了 的 各 个 分 量 分 开 来 讨论 ,但 是 却 令 mm >>1. 
只 有 在 这 时 我 们 才 会 看 到 ,由 于 缺少 了 拉 略 朗 日 公式 带 来 的 麻烦 , 如 果 我 们 是 想 在 x 点 附近 研 
究 扩 z), 则 要 求 0 是 z 的 这 样 一 个 邻 域 : 若 一 点 zE 0, 则 连接 x 与 二 的 线段 也 全 在 0 内 .这 类 
区 域 称 为 对 zx 为 星 形 的 区 域 ,于 是 车 = 与 + 都 在 0 中 , 则 连接 这 两 点 的 线段 即 集合 

Irth ,OSrell (4) 
也 全 在 人 9 中, f(x) 在 此 集合 上 的 限制 
Fl)= f(r+tth)= f(r +t th + ) 

成 为 上 的 函数 ,而 且 因为 已 设 f(z)E C” ,所 以 F(t)E C”([0,1]) ,尤其 值得 注意 的 是 


F(D) = 人 STE, FO0) = fh = (dP)h, 
和 
eg- 2 (5) 


poo Sa， i 


Pi 
和 


最 后 一 个 式 子 很 值得 注意 ,其 左 方 是 下 (:) 的 古典 的 & 阶 导数 在 :=0 时 的 值 ,而 右 方 则 是 上 节 最 
后 讲 的 阶 微分 所 成 的 次 型 (不 是 居 阶 儿 重 线性 形式 ) 在 (和,…, 4h) 处 之 值 , (C1) (xx); 


请 ,… 才 ) 是 大 次 型 的 标准 记号 ， 
对 于 这 个 F(t), 可 以 应 用 微 积分 的 基本 定理 而 有 


F(D) -PIOO)= f(r+h) -f(r)= | F(a 


= | Aa i (6) 

于 是 ,(AuP)(z ) 的 分 解 就 归结 为 (6) 式 右 方 这 些 积分 (A 是 其 中 的 参数 ) 对 到 的 分 解 . 这 一 分 解 可 

以 用 分 部 积 分 波 实现 .于 是 我 们 对 | F(tJ de 应 用 分 部 积分 法 ,而 有 
[Fg = -DF Pad)rtd 


1 
= FF“(0)+ 小 (1 -A) FC)d 


-> + (1 DF de 
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-Cat | -OF (7) 
这 里 为 什么 要 “ 积 出 "一 个 (1- 而 不 用 
r Fod= (| - | Fe) dz? 


因为 这 样 一 来, 右 方 第 一 项 成 为 F(1) = > 2 和 = (a) (z+ 4) ,4) 这 样 我 们 不 是 将 


Az+th) 用 (xz), 了 (zx),… 来 展开 了 ,而 是 将 f(x) 用 (x+ 有 ) ,了 (z+ 及 }),… 来 展开 .而 且 右 
方 第 二 项 再 作 下 去 就 会 正 负 相 间 . 总 之 会 得 到 许多 麻烦 . 又 ,(7) 式 右 方 第 一 项 即 线性 映射 
Cd 有 ) tx) 作用 在 向 量 记 上 之 值 .本 来 是 记 作 (df){z)h 的 ,现在 写作 ((d/)(z), 户 ) ,是 为 了 与 下 
文 统一 ， 


(7) 式 右 方 第 二 项 是 
[ (1 FC)di = bp 2 2 (la)dt= > PF, (xh) hh,, 
这 里 本 
F, (zx,h)= | (1 a 


确实 依 束 于 及, 所 以 不 能 说 (7) 式 右 方 第 二 项 就 是 上 的 二 次 式 .要 想得到 所 需 的 分 解 ,应 对 这 一 
项 再 作 分 部 积分 .于 是 有 


和 (L- DF(0dr = -二 -PC (2 FW)de 


= 于 EC0) + 去 人 (1 -1 FD (4)de 


-二 六 5 + (2 FY (2) dt. 


现在 可 以 和 前 面 的 ol)= f(x) 纹 ?+ oh?) 来 比较 了 .如 果 把 我 们 现在 的 推算 用 于 它 ( 即 m = 
7 二 1 的 情况 ). 将 得 到 


(人 = 到 Fa 有 e+ 于 | (1 Fa. 
注意 到 由 (5) 式 , FO(1) = O(4)h ,代入 上 式 立即 有 
f(z) +o(h? )=f Cn + ODA 
因此 当 h 一 0 时 ,至 少 在 广 (z) 天 0 处 有 6 一 计 即 是 说 , 拉 烙 明日 公式 中 的 8 确切 依赖 于 和 的 状况 
虽然 还 不 知道 ,至 少 可 以 得 出 6= 去 + o(1)， 
这 样 的 计算 当然 还 可 以 继续 作 下 去 , 即 对 积分 项 这 次 应 用 分 部 积分 法 ,有 
ER 


102 第 三 章 向 分 学 


= = Dd) ht os (8) 


在 [Cd 了 (x);h,…, 妈 ] 中 是 把 (a*j)(x) 作 为 一 个 线性 映射 而 作用 到 个 h 上 去 ， 
我 们 再 来 分 析 一 下 这 个 证 明 . 我 们 假设 了 0 对 z 是 星 形 域 ,这 个 假设 的 作用 在 于 ,也 仅仅 在 
于 它 保证 了 连接 x 与 x + 的 线段 全 在 人 2 内 ,而 党 着 这 样 一 个 线段 可 以 作 积分 , 拉 格 朗 日 公式 那 


样 的 6 也 就 可 以 队 (1 一 FP 人 *0C4) dr 中 对 Fe 2 (0 这 个 因子 应 用 积分 中 值 定理 得 出 .但 这 
。 

只 对 ~1 时 可 用 .( 就 是 应 用 以 下 定理 :车 /(),g (x), 均 为 连续 质数 ,而 且 g(x) 之 0, 则 

[Ga) en)dr= £0) [#2)dr,o eb >1 时 ,4'0(7) 是 一 个 维 向 量 ,而 不 是 


一 个 函数 ,所 以 这 个 定理 不 能 用 . ) 即 令 按 这 样 讲 ,我 们 现在 对 的 假设 仍然 多 于 拉 格 朗 日 公式 
(5) f(a)= (ce)(p 一 a). 在 那里 只 要 求 f(x) 在 [a,6b] 上 连续 ,(a,5) 上 有 导数 ,至 于 扩 (z) 


是 否 连续 ,因此 | 六 (zjdz 是 否 有 意义 尚且 不 知 ,更 不 说 它 是 否 等 于 f(6) 一 (a), 更 不 说 能 否 


分 部 积分 了 .初学 微 积分 的 读者 常 认为 :既然 微分 与 积分 互 为 道 运算 , 则 [EE =f(6)- 


fa) 自然 成 立 .这 样 是 把 间 题 看 得 太 简 单 了 .我 们 在 第 四 章 将 用 很 大 的 力量 还 给 不 出 一 个 完满 
的 答案 ! 暂时 把 它 放 在 一 边 ,我们 现在 加 上 星 形 域 这 个 条 件 , 就 在 一 个 十 分 重要 的 方面 与 拉 格 遍 
日 公式 所 适 的 假设 一 致 了 .如 果 不 疝 这 公式 中 所 需要 的 可 微 性 条件 , 则 这 个 公式 所 受到 的 实 正 的 
限制 在 于 : 它 只 能 腻 于 一 个 区 间 上 ,而 即 令 是 在 R' 中 ,区 间 还 只 是 最 简单 的 开 集 .现在 举 一 个 
“反例 ”: 令 T= (0,1)U(2,3),F 自然 是 一 个 开 集 . 今 在 了 = [0,1]U[2,3] 上 定义 函数 了 A(x) 如 下 
zxEL[0,1], 
ECf2,3]， 
则 7z) 该 是 一 个 规矩 的 函数 了 ,可 是 令 a =0,5=3, 立 刻 可 见 拉 格 斋 日 公式 不 成 立 ,区 间 与 一 
般 开 集 之 区 别 至 少 在 于 区 间 对 其 每 个 内 点 都 是 星 形 的 ! 当然 这 个 “反例 "简单 得 令 人 好 笑 .可 是 
到 了 高 维 空间 , 星 形 假设 就 不 那么 好 笑 了 .我 们 前 面 证 明 “ 当 (dy) (x)=0 时 , f(z) 三 常数 时 也 和 表 
到 这 个 问题 . 插 形 的 本 质 就 是 0 可 以 “ 缩 " 为 其 中 一 点 z ,而 Q 在 收缩 ,变形 过 程 中 没有 越 出 02， 
区 则 可 以 完全 不 动 . 收缩、 变形 都 是 数学 中 极为 重要 的 概念 ,我 们 在 §2 中 两 次 讲 到 连续 拓展 法 
就 是 与 此 密切 相关 的 -我 们 证 明 $2 的 定理 9 时 ,也 就 是 利用 这 个 方法 ,引入 了 一 个 连续 变动 的 
参数 1, 才 得 到 f(z+h) - F(z)- (d 站 (xz)h 的 精确 估计 - 

现在 把 这 个 问题 放 在 一 边 .我 们 把 (AsP)(z) 分 解 为 上 的 各 次 “ 寄 ", 目 前 是 为 了 在 x 附近 研 
究 A(z). 即 令 0 对 于 z 不 是 星 形 区 域 ,zx 既是 0 之 内 点 , 必 有 某 个 以 为 心 ,以 充分 小 的 正 数 p 
为 半径 的 球 B,(z) 忆 0. 球 对 于 球 内 的 点 是 星 形 区 域 ,所 以 只 要 以 B,(z) 代 替 ,总 可 以 证 明 相 
应 的 结果 在 z 附近 成 立 . 因此 ,下面 我 们 就 不 再 提 星 形 区 域 的 间 题 ,而 所 得 结果 也 只 说 在 x 附近 
成 立 , 上 面 用 了 很 大 箱 幅 只 是 因为 这 是 一 个 重要 方法 ,而 以 后 我 们 还 会 多 次 使 用 它 . 将 来 还 会 把 
它 抽象 化 为 某 种 类 型 数学 模式 .不 过 它 已 超出 本 书 范围 之 外 了 .总结 起 来 ,我 们 有 

定理 1 车 /:QR" 是 C“ 了 映射 ,这 里 QCR" 是 一 开 集 ,xE 0 , 则 对 充分 小 的 以 及 任意 
下 整数 N 必 有 


,0, 
fz)=] 
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N 


fzth) = fla) DH Le) skh] + Ry(z,h), (9) 
各 了 
这 里 
Ryze PY Hae, (10) 
F(t)=/(z+ 协 ).(9) 称 为 f(z) 在 x 点 的 N 阶 泰 蔓 公 式 ,Rs(z ,) 称 为 其 余 项 ,而 且 
Rs 人 zi =OD a", GD) 


证 除 (11) 以 外 都 已 证 明了 .(11) 也 是 很 容易 的 .因为 FI\ (zi) = > (关门 (z+ 纹 ) 天 . 尽 


管 35/(z+ 雪 ) 中 还 含有 六 , 它 不 是 六 的 N + 1 次 多 项 式 ,但 是 它 在 z 的 某 个 闭 邻 域 中 (注意 | 上 充 
分 小 ) 为 C” 函数 ,从 而 有 界 ,所 以 上 FY? (D 1 二 MY 代入 (10) 式 即 得 证 明 这 里 的 记 
号 a 下 而 再 解释 . 

注 1 泰勒 公式 有 多 种 形式 的 余 项 ,(10) 称 为 积分 余 项 , 重要 的 是 估计 式 (11). 

注 2 我 们 现在 换 一 个 记号 ,在 (9) 式 中 把 z 换 成 0 而 把 换 成 ,将 有 

fs) -AO + >, BLED Os z+ Ra(o,z)， (12) 

这 里 [ (df)(0);z，…,z] 既 然 是 线性 映射 作用 在 个 向 量 (xz，… ,x) 上 所 得 之 值 ,自然 是 之 之 
各 个 分 量 (z，,…,z,) 的 有 次 齐 次 多 项 式 .在 数学 中 有 一 天 记号 特别 适用 于 表示 mm 个 变 元 (例如 
这 里 的 (xz, ,…z,, )) 的 运算 ,首先 我 们 引入 重 指标 a = (a, ,… , a,) ,这 里 每 个 ,都 是 非 负 整 数 ， 
< EN,N 是 自然 数 的 集合 (我 们 都 习惯 于 称 1,2,… 为 自然 数 ,而 0 不 算 自然 数 ,但 在 比较 新 的 数 
学 文献 中 常 把 0 也 算 作 自然 数 的 ,于 是 N = 10,1,2,…| ,我 们 现 采用 这 种 记号 ), 记 以 也 记 作 
“EN" .我 们 记 |a|= a +…+ a 之 0, 称 为 a 之 长 度 .a>0 即 指 每 一 个 a >0, 若 有 两 个 重 指标 
a=《ai Qn) 与 B= (By, pb ) at B= (a 二 有 ,… ,a 土 B) .当然 这 里 应 要 求 a, + B 实 0， 
否则 重 指标 (gal + B，… ,a + BB, ) 就 没有 意义 了 .a 衬 B 就 表示 a 之 B,i=1,2,…,m.al = 


1 下 信 得 注 尖 的 是 二 项 系数 的 记号 志 推 广 到 了 各 指标 上 : | -Hi [1 


[| .这 当然 只 在 a 之 8 时 有 意义 ,车 不 然 必 有 例如 a, < ,这 时 按 惯例 应 定义 网 | =0. 根 据 这 


个 惯例 ,我 们 也 应 该 规定 ,车 a 之 8 不 成 > 则 [5 =0. 此 外 对 于 z 我 们 定义 zz = za 我们 
又 定义 3: = …9%w .这 样 的 定义 仍 能 保持 例如 cas = x"8 ,0 .89 一 gs 海关 系 式 成 立 . 
还 是 加 到 (12) 式 ,现在 它 成 为 
xz) FO+ > Ar+Ry(0,7). 
而 且 Ru(0,z)= O01) | > | 1 对 上 趟 双方 未 导数 ,立即 有 
ar(0)=al A.. 
因此 A, = 二 :7K0) ,如 果 再 注意 到 01 一 1,3"f = 广 则 上 式 还 可 以 写成 
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fz)= DB) Hef(0) z+ Ry(0,z). (13) 
这 样 得 到 的 泰勒 公式 形式 与 一 元 画 数 的 泰勒 公式 完全 相同 不 过 我 们 要 注意 ， 了 表示 对 一 切 长 


ol 
度 不 大 于 NN 的 重 指标 求 和 . 
注 3 由 推导 出 泰勒 公式 的 推理 过 程 ,可 以 得 到 一 个 十 分 有 用 的 结果 如 下 ; 
引 理 2( 阿 达 玛 (J, Hadamard) 引 理 ) 没 F(r) 在 r = 0 的 某 个 使 域 0 中 为 C: 映射 ,0CR"， 
县 人 (0 =0. 这 时 避让 在 C 隐 对 人 :DR ,全 和 
flz)= Sg). (14) 
气 


证 ”利用 前 面 关于 星 形 区 域 的 说 明 . 我 们 不 妨 设 0 关于 0 是 星 形 区域 . 于 是 对 zE 0, 有 含 
于 0 内 的 线段 了 12r:0<:<1| 连 接 0 与 z 两 点 .考虑 到 在 此 直线 段 工 上 的 限制 为 : 的 函数 ; 


PFCO=H| =f). 
显然 Fi) 对 :是 上 阶 连 续 可 微 的 ,而 有 
ECD- PO A) -FO= | Fod= > | En 
因为 (0) = F(0) =0. 又 有 


Fo Da Ed. 
令 (2)= 帮 首 (r)di 旺 然 &.E C1(0):0 一 R" 即 合 于 所 求 ， 


2. 极 值 问题 微分 学 最 重要 的 应 用 之 一 是 求 极 值 .不 仅 是 在 17 世纪 费 蕊 的 时 代 如 此 ,而 且 
从 那 时 以 来 几 个 世纪 中 极 大 极 小 问题 都 是 数学 和 数学 物理 中 入 们 注意 力 的 焦点 之 一 . 它 所 采用 
的 方法 ,所 产生 的 新 概念 和 新 思想 早已 超越 了 微分 学 的 领域 . 我 们 这 里 仅 只 能 就 古典 的 情况 ,就 
多 元 函数 的 局 部 极 值 看 一 下 微分 学 的 应 用 . 

在 古典 的 级 值 问题 中 我 们 只 考虑 函数 在 某 区 域 的 内 点 取得 的 极 值 , 而 现代 的 许多 极 值 冯 题 ， 
例如 出 现在 规划 问题 中 的 极 值 , 时 党 是 在 区 域 边 界 上 取得 的 . 这 一 些 与 我 们 下 面 所 讨论 的 很 不 一 
样 .我 们 在 F 面 又 不 打算 深究 画 数 光 少 性 问题 ,所 以 我 们 假设 /:0-R 是 一 个 C 函数 ,0 是 一 
个 开 区 域 ,还 要 注意 / 的 靶 空 间 R" 就 是 只, 即 x =1, 因 此 / 就 是 一 个 函数 ,而 不 是 一 个 高 维 向 
量 : 一 个 高 维 向 量 是 谈 不 上 什么 极 值 问题 的 ， 

所 谓 极 值 是 一 个 局 部 概念 ,准确 一 些 说 ,我 们 有 

定义 1 设 7(z):0R,zEO 基 7r) 的 一 个 局 部 概 小 (或 考 说 (x) 在 zu 达到 局 部 家 
小 ) ,如 果 存在 zo 的 一 个 邻 域 口 ,使 对 一 切 >E 可, 都 有 

f(x) f(ro). 
关 侯 地 可 以 定义 局 者 级 大 . 以 下 简称 为 极 小 积极 大 ， 

我 们 处 理 这 种 局 部 极 小 (或 极 大 ) 的 方法 , 仍 与 前 面 证 明 泰 勤 公 式 的 方法 一 样 ,不 类 一 般 性 ， 

取 如 为 对 星 形 的 区 域 ( 例 如 有 《ze )》, 则 对 充分 小 的 大 ,线段 


了 = | zo+ Whi0 和 Ril} 
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全 在 2 内 ,并 连接 z 与 x=zot+ 有 两 点 , 令 FF(1)= .zt+ 态 ), 则 下 (Ci) 是 zEL 的 函数 ,而 且 
若 设 fEC, 则 FCD)ECHA(D, 生 FO)= f(zot+h)= f(z), 上 (0)= 了 f(zo). 因 此 


FOD-FO= [FDd= 0- dF) + | a- DF 


=F’(0)+ 『 (1 一 世情 (zt)dt 


> 4- ) sot th de 


arrazi 
1 


-+ 


吉 果 必要 ,可 以 殷 向 z 编 小 一 点 ( 钢 如 把 (zo) 的 半 经 凡 小 一 训 ) 而 设 作 到 + 在 


nr 


+ 的 ) 


连续 .这 样 做 的 自 的 在 二 保证 后 轩 对 于 + 和 1 为 一 或 连 续 , 因 此 


3 4) _ ) 
EE 一 EE 二 


这 里 rKz 8) 当 #0 时 ,对 Cz ,及 ) 一 致 地 趋 于 0, 因 此 ,只 要 上 A 上 <6(e), 必 有 |r(1,h)| < 
和 人生 本 的 人 就 会 有 我 们 所 湖 的 基 丰 的 信 计 式 


fz)= f(r0)+ ht + 并 之 fr), + oD Nil. {15) 


5 
现在 设 zo 是 局 部 极 小 ,并 一 项 一 项 地 售 计 上 式 ， 先 看 的 一 次 项 ,我 们 把 过 z+ 月 ,zo 以 
及 过 ze -天 ,ze 的 两 个 线段 合并 成 一 个 .后 一 段 不 妨 写成 [x。+ {一 1)h ,ze] ,因此 合并 以 后 得 到 
一 个 较 长 的 线段 [ zo -有 ,zo+ 思 ] 或 a(2)=fzot+ 二 ,一 1 扩 : 攻 1| .这 样 做 的 目的 是 使 = 相应 于 


E31] 的 肉 点 1-0. 于 是 记 P44)= (fra)(n) ,4 的 一 次 天 信 ) 各 2 dF(0) = df Can): 


a(0). 由 假设 / 以 re 为 极 小 -所 以 下 Ci) 作为 上 的 函数 ,以 [ -1,1] 的 内 点 :一 0 为 极 小 .因此 ,由 
费 马 定理 dF(0) = 0, 即 是 说 。 

df(zoja(0)=0， Ye 人 0 
但 是 前 面 已 说 过 ,每 一 条 过 zu 的 按 接触 意义 的 等 价 类 就 是 一 个 向 量 .我 们 用 直线 a(1) = | zu + 
态 ,一 1&1 作为 它 的 代表 元 ,就 可 以 得 到 这 个 向 量 的 坐标 表示 为 及 = (及 ，,… ,hh ).df (zx。) 作 
为 由 zs 的 切 空 间 R” = 11 到 破 空 间 R' 的 切 空间 ( 述 是 R' ) 的 线性 映射 ,既然 把 所 有 的 向 量 


a(0) 都 映 为 0, 自然 是 一 个 等 映 射 : 

df(xo)=0. 
如 果 读 者 感到 这 样 的 推理 太 抽 象 , 不 妨 按 通常 的 微 积分 教 本 中 的 讲法 再 讲 一 次 ; F(z) 既 以 z 为 
极 小 , 记 x 之 分 量 为 (x, ,… ,z, ) ,zo 之 分 量 为 (zh ，… x1"), 则 在 了 (x)= f(z ，… xz, ) 中 ， 
我 们 可 以 依次 地 只 让 一 个 分 业 室 化 于 是 可 以 考 丰 f(T I 如 ,zm ), 作 一 个 一 元 函数 ,应 在 


0) om 
下 时 达到 概 小 -因此 , 南 间 号 定理 Se -0 于 二 时 ,本 即 2 
0. 同 理 2 人 2 =0,1=2,…,n .这 样 ,我 们 就 会 得 到 
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gradf(z0) = (#3 ) a0) 0. (0) 


ee) 


所 谓 只 让 z, 变 . 就 是 在 (15) 中 令 记 = (0,0,…,0) ,所 以 =0 也 就 是 


,+ fr) .0 位 Za) 
ra we 


,=0, 


1 


这 正 是 df(zu)'a(0)= 

既然 问题 如 此 简单 ,又 何必 用 与 坐标 无 关 的 讲法 让 缺少 经 验 的 读者 摸 不 着 头脑 呢 ? 问题 在 
于 ,我 们 会 遇 到 需要 在 许多 坐标 系 之 间作 变换 的 情况 .因此 ,与 坐标 无 关 的 处 理 是 最 方便 的 . 我 们 
正 是 想 多 通过 一 些 例子 帮助 读者 逐步 熟悉 这 种 处 理 问 题 的 方法 . 


现在 来 看 关于 的 二 次 项 于 1 有 hh. 它 是 个 二 次 型 ,其 系数 生 阵 [除了 因子 二 ] 即 
7 之 时 赛 给 陈 , 亦 即 (中 (ro) 沁 此 答 阵 为 人 . 则 上 节 定 理 8 已 去 明 人 是 一 个 对 称 和 矩阵, 而 这 一 
项 就 是 方 ( Ah ,A》 这 里 我 们 引用 了 线 竹 代数 中 Rw 中 的 内 积 记号 4-.，.》 线性 代数 告诉 我 们 , 任 


一 个 实 对 称 和 矩阵 都 有 实 特征 根 1 .… ,1 -不 芒 设 1 过 所 … 近 (现在 的 函数 f 自然 是 实 值 函 
数 , 和 否则 谈 不 上 极 值 ) 且 必 可 用 正 交 变换 化 为 对 角形 , 即 
A 


T AT= {17) 


4 
4, 是 A 的 特征 根 .特征 根 也 称 为 固有 值 .在 (Ah,h) 中 令 六 = TE, 仍 为 R* 中 的 向 量 , 则 
CAR,h) = (ATE, Th) = CTATE, k) 
=《T ATh,k). 
这 些 特征 根 有 以 下 凡 种 情况 ， 
1. 所 有 4, >0. 这 时 A 称 为 正定 的 (positive definitey. 而且 
《AR 一 《了 4) kl =A Nal. 
这 里 我 们 利用 了 正 交 变 换 不 改变 向 量 之 长 度 :| 天 | = TE = 四， 
2. 所 有 1, >>0, 这 时 A 称 还 半 宕 (positive semirdefinite)] 或 非 抽 定 (non-negative definite) ,而 
且 对 一 切 坟 关 0 有 
《4 下》 人 
3， 所 有 4,<0, 这 时 A 称 为 负 灶 定 (negative semi-definite) 或 非 正定 (non_positive definite) 而 
且 对 一 切 A 关 0 有 
《AR 五 )<S0. 
4, 所 有 4,<0, 这 时 A 称 为 负 定 (negative definite) , 且 
ARR)E- [asl | |»). 
注意 ,因为 4, <0, 所 以 4, = ~ 14,1. 
5. 有 的 2, 为 正 , 有 的 为 负 , 这 时 及 称 为 不 定 的 Cindefinlte), (4 ,对 某 些 疡 二 0 取 正 值 (不 
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是 非 负 值 ), 对 某 些 及 0 取 负 值 (不 是 非 正 值 ) . 
关于 A 的 特征 根 或 固有 值 的 符 导 ,只 有 这 几 个 情况 . 有 了 它们 ,于 [7(zo)5AyA] = 


到 (万 (zo)A 有 的 符号 就 完全 确定 了 . 

45) 的 最 后 一 项 是 余 项 . 对 任意 。>0 必 可 找到 一 个 3(e) > 0, 使 当 | 有 | < 8 时 ， 
lo(D 1A 1<e 1 1 但 是 就 是 这 一 项 给 我 们 带 来 麻烦 . 

所 谓 极 值 问题 ,其 实 就 是 当 ‖ 六 || 相当 小 时 ,希望 F( ze + h) - F(zu) 的 符 叶 能 保持 不 变 . 首 
先 我 们 看 到 (df/)(zo) 必 须 为 0. 因 为 (14) 第 二 项 是 (9/)( zx。)hh 它 其 实 是 向 量 (df) (x) 与 向 量 
的 * 肉 积 "((df) (zo) 与 这 两 个 向 量 有 本 质 上 的 不 同 .为 什么 其 本 质 不 同 友 而 能 定义 其 “内 
积 ” ,将 在 第 七 章 中 计 沦 ). 如 果 有 一 个 户 合 (47)(z6)h>0, 则 采用 ~ 必 有 (df)(z)(-h)<0， 
因此 f(zo+h) 一 f(zo) 与 f(z。 ~ 各) f(zo) 必 反 导 (后 面目 高 次 项 不 会 影响 于 此 . 读 省 仿 
照 下 文 自 会 证 出 ) .因此 zx, 不 可 能 是 极 值 . 其实 上 画 我 们 已 经 用 费 马 定理 证 明了 这 -点 .问题 是 
我 们 在 讨论 极 值 问题 时 ,是 在 讨论 一 种 特别 简单 的 觅 射 :» = 1 ,因而 /就 是 个 普通 的 函数 ， 


(df) (zo)=0 可 是 2 人 2 =0,i=1,2,", 贡 ,或 写作 gradf(x。)=0. 在 这 种 点 上 会 出 现 极 值 等 


非常 有 趣 的 现象 . 当 >1 时 ,是 否 要 / 之 一 切 分 向 之 一 阶 偏 导数 均 在 zo 处 为 0, 在 r。 处 才 出 现 
“奇迹 " 呢 ? (我 们 前 面 说 过 ， 奇 点 "就 是 出 现 “ 奇 迹 "的 点 . ) 用 不 着 . 注意 现在 (dr)(zo) 是 一 
1x zm 矩阵 ,其 秩 最 多 是 1. (df)(zo)=0 就 是 (dr)(zo ) 之 秩 不 是 最 大 的 1 , 面 是 更 小 的 01 推广 
这 一 点 到 一 个 一 般 的 映射 F,0CR" 一 R" .我 们 说 , 凡 (df)(x) 不 能 取 最 大 秩 的 点 x。 就 是 奇 点 . 
在 现在 的 情况 称 为 临界 点 (critical point), 非 临界 点 称 为 正规 点 (regular point) .在 $5 中 会 看 到 ， 
正规 点 都 是 规 规 算 矩 的 点 . 着 2 是 函数 在 其 临界 点 rw 的 值 :w = f(z,),y。 就 称 为 临界 值 (cri- 
tical value) .不 过 临界 值 也 可 能 是 了 在 某 正规 点 zi 之 值 : y。 = /(zi). 这 是 因为 临界 值 的 原 像 可 
能 有 许多 个 ,例如 这 里 的 zx, 和 zi , 面 不 一 定 它们 都 是 临界 点 . 

有 了 这 些 根本 概念 ,我们 就 可 以 得 到 下 面 的 

定理 3 车 /+04CR" RR 在 人 中 为 隐身 ,x 是 人 的 肉 庶 ,由 以 x 为 报 小 (扩大 ) 的 上 
要 条 件 县 

1. (dr)(zo)=0， 

2. (有 (zo) 为 正 半 定 ( 负 半 定 )- 

证 1. 不 需 表 证. 

2. 《中 (zo) 不 是 正 半 定 (正定 也 包括 在 其 内 ) 就 是 有 一 个 负 特 征 根 , 设 为 ai 又 设 相应 的 
特征 向 量 ,又 称 面 有 向量 (eigenvector) 是 hh] 关 0, 但 其 值 不 定 , 因 为 特征 向 量 再 莱 上 一 
个 常数 因子 仍 是 特征 向 量 . 于 是 我 们 考虑 f(zo + ) - f(z). 因为 {df)(z6)=0, 所 以 (15) 之 
第 二 项 为 0. 至 于 第 三 项 ,由 特征 根 与 特征 向 量 之 定义 ， 

(GP xoOhY = RY, 


所 以 , 记 h=(hf9 ,ph 中 ), 有 
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到 六 n=} 工 [中 站 (zi AD] 


A 
CE 


最 后 余 项 中 的 o(1) 当 站 充分 小 时 可 以 任意 小 ,因此 取 丰 0 1 充分 小 ,使 | o{1)1| 
者 说 o(1)<< -年 ( 注 意 A 所 0) .把 这 些 结果 代 回 (14) 即 知 , 当 上 9 上 充分 小 时 


flzot hy)— (zj 和 la® <0. 


这 与 z 是 f(z) 之 极 小 显然 是 矛 着 的 . 
关于 zu 是 极 大 值 的 情况 证 明 类 似 , 定 理 证 毕 . 
定理 4 着 OCR 一 R 夺 如 中 为 C" 里 恤 ，c 是 之 内 点 , 则 /以 zo 为 极 小 ( 极 大 ) 的 充 
分 条 件 是 
1. (df) {zxo)=0, 
2. (di 了 )(z0) 为 正定 ( 负 定 ). 
证 当 1 成 立时 ,我 们 有 ,对 任意 hER” 
1 Sf(ro) 


ft) 2 5 


hh +o(l) | kd: 


PACA A +o D IAN. 
和 站 (为 则 其 最 小 特征 根 4, > 0, 如 前 面 所 述 , 当 || h 上 充分 小 时 , 余 项 为 


lo 有 < 符 44, 歼 olD Na >- 人 al. 


ft 如 -Jz 之 全 上- 年 N41 = 入 和 ?0. 


所 以 ze 是 极 小 . 

关于 极 大 的 情况 证 明 类 似 . 

大 家 可 以 看 到 ,必要 条 件 与 充分 条 件 之 间 仍 有 一 些 间隔 .( 中 六 (xz ) 为 正 半 定 表 明 作为 矩 
阵 , 它 可 能 有 和 零 特征 根 .一 个 炬 阵 有 零 特 征 根 的 充分 必要 条 件 是 其 行列 式 为 0， 在 这 个 情况 下 这 
个 得 阵 或 这 个 映射 或 这 个 临界 点 称 为 说 化 的 . 在 我 们 的 情况 下 , 如果 用 坐标 系 来 表示 ， 


(ro ?就是 时 守 扰 阵 Hessf(z6) 一 雪人 帮 2 ). 当 它 明 化 时 ,我 们 就 说 映 英 /+0CR" 一 


的 临界 点 zu 是 赔 化 的 .因此 ,zo 为 极 小 的 必要 条 件 与 充分 条 件 的 间隙 就 在 于 : 当 z 为 极 小 时 ， 
(df 了 (xo) 可 能 是 正定 的 ,也 可 能 是 蜡 化 的 , 面 得 不 出 (g(x) 为 正定 .反之 ,着 设 (d 了 ) (x6) 为 
正 半 定 , 则 它 可 能 是 正定 的 (如 果 我 们 把 正定 也 算 作 正 半 定 的 话 ), 这 时 zx。 确定 是 极 小 ;但 它 也 
可 能 是 晓 化 的 ,这 时 我 们 对 三 在 ze 附近 的 性 态 就 说 不 出 所 以 然 来 了 . 

于 是 ,余下 的 就 只 有 (中 了)(z。) 为 不 定 的 .这 时 , 它 既 可 能 是 赔 化 的 ,又 可 能 是 非 赔 化 的 .但 
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不 论 如 何 ,其 特征 根 有 正 有 负 ,不 妨 设 4， >0,2, <0, 而 相应 的 特征 向 量 为 中,h 中 .于 是 仿照 前 
面 的 作法 很 容易 看 到 , 当 | 上 充分 小 时 
froth 和) 一 f(zo) 关 守 上 4 上 >0， 若 0; 


fro 二 大全》 一 /zs 时 Ha 1<0， 若 天 天 0; 


就 是 说 ,在 蘑 些 方向 上 ,了 (xz,) 很 像 极 小 ,而 在 另 一 些 方向 上 ,f(z ) 又 像 极 大 .这 样 的 点 称 为 鞍点 
(saddle point), 图 3-3-1 上 画 的 是 
z= f(x,y) = ry 
这 时 
, 1 0 
d Alz0)-2。 -让 
它 有 两 个 特征 根 ii ,): = 1, -1. 相 应 的 特征 向 量 是 5 = (1,0)， 
4 中 ={0,1).4 是 xz 轴 方 向 的 向 量 . 洛 此 方向 /(z) 有 极 小 .有 他 
是 y 轴 方 向 的 向 量 , 沿 此 方向 fz ) 有 极 大 .但 整个 看 来 ,(0,0) 是 
一 个 鞍点 .但 是 (0,0) 是 映射 (17) 的 一 个 非 赔 化 的 临界 点 . 
临界 点 的 研究 是 更 代数 学 中 一 个 很 活路 的 分 支 一 一 奇 点 理 加 3-3-1 
论 的 根本 问题 之 一 .在 这 里 划分 临界 点 为 暗 化 与 非 赔 化 是 极为 重要 的 . 暗 化 临界 点 情况 太 复杂 ， 
而 非 蜡 化 临界 点 则 情况 完全 清楚 了 ,因为 我 们 有 重要 的 莫 尔 斯 引 理 ( Morse lemma). 
3-. 莫 尔 斯 (Morse} 引 再 下面 一 段 的 内 容 稍 微 离 开 了 极 值 问题 的 范围 ,而 且 以 后 也 不 会 用 
到 .介绍 它 是 鉴于 它 在 整个 数学 中 的 重要 狂 ,因此 加 在 这 里 作为 本 章 的 一 个 插曲 . 由 它 引 起 的 问 
题 就 是 临界 点 的 拓扑 结构 问题 . 由 于 它 与 前 面 讲 的 极 值 问题 并 无 直接 联系 ,所 以 定理 的 条 件 也 将 
加 强 一 些 . 具 体 说 来 ,考虑 一 个 C" 映射 f:0CR”->R, 即 上 是 一 个 普通 的 C* 函数 .当然 也 可 对 
六 0R 2 >1 考 虑 类 似 问题 , 俱 是 要 困难 得 多 .我 们 设 0E0 是 了 的 一 个 临界 点 , 即 适合 
《df)(0) =0, 我 们 限制 只 考虑 非 毁 化 临界 点 .这 里 我 们 有 
定义 2 车 对 上 述 C” 映射 :0CR"-~R,0E 0 是 了 之 临界 点 , 即 (df)(0)= 0, 而 且 ( 中 (>z) 
基 非 可是 的 :如 用 坐标 表示 , 即 设 在 z=0 处 的 时 守重 阵 Hessf(0) 适 会 da(HesF(O))z0, 则 0 
称 为 / 之 非 红 化 临界 点 . 
这 里 我 们 的 基本 结果 是 
定理 5{ 莫 尔 斯 引 理 } 车 0 县 上 述 /的 非 娆 化 临界 点 , 则 有 有 9 的 一 个 充分 小 的 分 城 以 及 在 此 
邻 绒 中 的 局 部 坐标 >,z= z(?) ,使 0= =(0), 而 且 了 可 以 化 为 标准 形式 (或 称 法 式 :normal form): 
Fz)= fry))= Gy) = OOD+ Dy By,,. (18) 
证 不 失 一 般 修 可 以 设 /(0) =0. 记 谓 局 部 坐标 就 是 一 个 微分 癌 胚 z = x(y) , 亦 即 对 应 y 
了 为 一 一 映射 , 且 zfy) 与 其 反 函 数 y= y(z) 在 0 点 附近 均 属 于 C”. 
这 个 定理 与 线性 代数 中 二 次 型 必 可 用 非 奇异 的 线性 变换 化 为 标准 形式 的 定理 是 非常 相近 
的 . 它 有 多 种 证 法 . 下面 我 们 介绍 米尔 庶 (J. Milnor) 的 一 个 证 明 , 此 证 明 也 十 分 相近 于 线性 代数 
中 关于 二 次 型 的 定理 的 证 明 .证 明 引 自 米尔 诺 著 《 黄 尔 斯 理论 》 一 书 6 一 8 页 (科学 出 版 社 ,1988)， 
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册 阿 达 玛 引 理 ( 即 引 理 2) ,一 定 有 
FO Dg br- Dog ls), 


=1 


而 且 有 


于 是 再 用 一 次 阿达 玛 引 理 ， 


g(x)= >， ahs (Tr), 
经 
ag,(0) 


且 吕 (的 = 2 以 它 代 人 大 ) 的 表达 式 即 得 
Fn)= Snrho lr). (19) 
ol 
我 们 可 以 假设 


h(x)= hr). 
因为 取 上 式 中 的 两 项 ,并 将 其 和 改写 为 


TT hs (TH TT (CT) = LL, TL,(z) 十 ht rz)] + wx la, (a) + hr(2)] 


= (T+ rh (rT), 


2 
显然 h = .把 这 两 项 代 回 /(z) 之 表达 式 . 即 知 h(x) = 和 uCz) 而 且 易 见 iu (0) 一 329， 
所 以 det (0)) = det(Hess,f(0))Z0. 


G -0 ) 的 二 对 朋 线 上 必 有 非 元 .因为 ,如 果 =0, 则 (19) 中 至 少 有 一 个 久 , 天 0. 理 则 


TB 


A(z) 的 表达 式 中 将 不 出 现 因 于 zur (Y 站 .所 以 2 人 0》 -0 而 Hess_A(0) 是 暗 化 的 . 这样 我 们 就 


Dz107, 


可 以 设 Au =0, 但 天 :天 0. 这 时 ,再 令 z= yi 十 yy,z2= yy 一 ; 则 f(x) 中 将 出 现 
Raz ty + ha raz =2hu( yt — y). 
此 外 再 也 不 会 有 售 yf 和 六 的 因 了 于 了 .所 以 在 作 了 这 样 的 变量 变换 以 后 , f(x) 的 表达 式 中 六 的 
系数 为 241, 尖 0. 但 这 就 是 在 新 变量 下 的 Au ,所 以 我 们 说 可 设 (19) 中 hu AD. 
将 (19) 重 写 为 
f(z) = 让 二 (全 ra + 全 和 
7 后 


Da, 


= ty hn 7 12 FY hu [Yr to 


这 里 土 表示 所 ,之 符号 , 即 Au = 土 | 天 |，*…” 中 不 含 因子 =， ,经 过 配方 ,有 
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Fa) = (VT Sm f /THT) + BR, 
如 果 作 变量 变换 一 
y= VT Sha /VTiT, 
ya il, (20) 
则 
f(x)= 土台 十 包 局 (z)yy， (21) 


问题 在 于 (20) 是 否 微分 同 胚 .将 在 8 5 中 证 明 的 反 汪 数 定 再 表明 ， 只 需 (20)? 的 雅 可 比 和 矩阵 在 x = 
0 处 可 逆 即 可 .但 是 这 个 雅 可 比 尖 阵 是 


VIRiT+OC(r) # *] 
0 1 0 
0 0 1 


其 中 * 表示 菜 个 在 z=0 处 光滑 的 函数 ,因此 在 x = 0 处 这 个 矩阵 自然 是 可 送 的 .所 以 在“ -0 的 
一 个 充分 小 邻 域 中 ,(20) 是 一 个 微分 同 胚 ,从 而 (21) 是 y 在 y= 0 附近 的 C= 函数 ,而 (21) 中 的 
有 ,《z) 其 实 也 是 y 的 C” 函数 .车 记 (21) 为 


f(r)= tHR+fy) = +t yt bp h, (x) yy, , 
在 广 中 视 y, 为 参数 ,很 容易 证 明 (dF)(0)= 0( 这 里 (dF)(0) 表 示 对 m1 的 微分 ,而 y， 
作为 参数 也 为 0) -我们 也 容易 看 到 
+2 0 0 
Hess,f(0)= Hess,f(0) 
0 
Hess,F(0) 表 示 上 内 对 y,,，…, y。, 求 导 ,但 在 参数 y, =0 以 及 yz 二 … 二 ym 二 0 时 求 值 . 因为 
Hess./(0) 是 非 奇异 的 ,所 以 Hess,f(0) 也 是 非 奇 异 的 .这 样 ,可 以 对 了 (vy) 重复 上 面 的 作法 (但 以 
yi 为 参数 ) ,经 有 限 次 以 后 , 即 是 (18) 式 .定理 证 毕 . 
有 了 甘 尔 斯 引 理 后 我 们 换 一 个 角度 来 看 一 个 映射 :nCR" >R" 在 0E 0 处 的 泰勒 公式 
flx)= fF(0)+ > Ar’ + Rv(0, 7). (22) 


1 


上 一 节 我 们 讲 过 两 条 曲线 z= /1(z) 和 z= 户 (0) 在 =0 处 不 阶 接触 的 概念 , 即 
万 (一 太 ( 旨 = oll)|t1!, 但 右 方 不 能 改 为 ol1)| 并 
曲线 是 ICR 一 R" 的 映射 , 即 (22) 中 mw =1 的 情况 ,这 个 概念 当然 可 以 推广 到 两 个 映射 户 , 户 ， 
QCR">R" ,0E .我 们 说 这 两 个 映射 在 z=0 处 N 阶 接触 , 即 指 . 
万 (Z) 一 万 (z)=o0D xz", 但 右 方 不 能 改 为 ol1) ‖ zw 
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所 以 (22) 就 表明 f(x) 与 了 (0)+ 立 At (A, = 汪 2:jC0)) 在 z=0 处 NN 阶 接触 ,泰勒 公式 的 
这 一 部 分 , 即 这 一 " 段 " , 称 为 其 N 阶 节 GieD ,这 是 一 个 NN 次 多 项 式 , 但 是 要 注意 适合 |a| = 上 的 
4.z 有 很 多 项 ,这 是 由 于 a 是 一 个 重 指标 的 原故 .所 谓 N 阶 节 是 指 要 把 所 有 适合 la1 = NN 的 
4.z' 都 算 进 去 ,而 不 能 有 遗 潮 , 只 有 这 样 才 能 保证 接触 的 阶 数 是 N- 如果 我 们 把 所 有 适合 | a | 专 
NN -1 的 项 算 进 去 了 ,而 适合 ie | = N 的 项 漏 了 一 项 , 则 所 得 并 不 是 N 阶 节 ,而 实质 上 与 N-1 
阶 市 一 样 -这 就 是 说 N 阶 节 的 定义 还 应 该 表述 得 更 清晰 一 些 , 这 一 点 我 们 就 不 讲 了 .所 以 泰勒 公 
式 也 可 以 这 样 来 陈述 : 即 f(z) 之 N 阶 节 与 A(x) 有 NN 阶 接触 .当然 我 们 可 以 证 明 下 面 的 命题 : 
车 有 一 个 N 次 多 项 式 Pu(z) 与 f(x) 在 x=0 处 有 NN 阶 接触 . 则 Ps (xz) 必 是 f(z) 的 NN 阶 节 ， 
即 由 fx) -Py(z)=o《1) xz", 必 可 证 明 Py (zf) 是 F(x) 的-N 阶 节 .其 实证 明 很 容易 , 令 


JN(z) = (0)+ > fe 为 /(z) 之 NN 阶 节 , 则 由 f(z)-Jy(r)=o(1)N zj” 知 
1 


Pl) fo) Pv) FD LF) 7)]= oD had’. 
但 是 两 个 N 次 多 项 式 者 不 恒 等 ,其 差 最 多 是 O(1) 1 = |", 而 不 是 ol1) 上 x 上 *. 因 此 Pr(z) - 
Ce) 
以 上 说 的 是 N 阶 节 与 f(z) 之 误差 比 之 ‖ x 1 > 为 更 高 阶 的 无 穷 小 .但 是 我 们 还 要 进一步 
问 ,7(z) 与 其 N 阶 市 是 否 可 能 在 c 一 0 附近 从 拓扑 学 角度 看 来 是 等 价 的 ?所谓 "从 拓扑 学 角度 
来 看 是 等 价 的 * 这 句 话 并 不 明确 . 现在 我 们 可 以 这 样 理解 它 :如 果 在 0 附近 有 一 个 微分 同 夺 
z=z() 合 0= z(0), 则 f(z)=/[z(y)]= F(y) .这 时 我 们 就 说 /和 己 从 拓扑 学 角度 看 来 是 
等 价 的 
对 一 般 的 映射 f+ QCR" 一 R" ,讨论 上 述 意义 下 的 等 价 性 古 很 国难 的 ,但 是 碳 尔 斯 引 理 告 诉 
我 们 ,车 n=1, 而 0E 0 是 了 的 非 说 化 临界 点 , 则 在 z=0 附近 ,7(z) 与 一 个 二 次 型 在 拓扑 学 上 
及 等 价 的 .如 果 我 们 换 用 庙 尔 斯 引 理 的 一 个 更 细微 的 证 明 ,还 可 以 进一步 证 明 f(z) 与 它 的 2 阶 
节 J(0) + 本 加 从 sn, 是 等 价 的 .这 些 都 是 很 深刻 的 结果 . 


pe 


4. 捅 值 公式 ”迄今 为 止 , 我 们 讨论 微分 学 问题 时 都 是 遵循 下 面 的 路 径 : 先 考虑 离散 的 量 , 例 
如 一 段 有 限 长 的 时 间 At, 一 段 有 限 长 的 距离 Az ,然后 再 考虑 它 的 极限 状况 :At 一 0,Ax >0 又 如 
何如 何 . 可 以 说 ,我 们 走 的 都 是 由 离散 到 连续 这 样 一 条 路 .而且 实 践 告诉 我 们 ,这 是 研究 种 种 物理 
现象 有 力 的 工具 . 牛 频 创 立 的 微 积 分 之 所 以 如 此 重要 ,这 是 根源 所 在 .然而 可 以 进一步 提出 一 个 
更 深入 的 问题 , 即 表现 一 个 自然 现象 的 “曲线 "等 等 ,其 本 身 果然 是 连续 的 .光滑 的 …… 吗 ? 例如 ， 
为 了 表示 一 段 时 间 内 温度 的 变化 ,我 们 可 以 用 记录 仪器 自动 地 画 出 一 条 曲线 来 ,而 且 我 们 感到 有 
十 足 的 把 握 说 :温度 作为 时 间 的 盖 数 就 是 这 条 曲线 .但 是 ,许多 记录 仪器 给 我 们 的 曲线 ,其 实 只 是 
一 些 分 布 很 密 的 点 ; 粗 看 起 来 确实 是 像 一 条 连续 的 曲线 , 细 看 起 来 更 像 一 条 虚线 . 而且 不 论 是 粗 
看 还 是 细 看 ,都 还 只 是 自然 现象 (通过 观测 和 记录 的 仪器 ) 作 用 于 我 们 的 感官 的 结果 ,而 不 是 自然 
现象 的 本 身 .要 想 掌 得 自然 班 象 的 本 身 ,除了 需要 越 来 越 精密 的 仪器 以 外 ,还 需要 深刻 的 理论 思 
考 .但 是 我 们 的 感觉 ,不 论 用 多么 好 的 仪器 来 加 强 ,用 多 么 深刻 的 理论 来 深化 ,也 具 可 能 是 对 自然 
现象 的 近似 的 描述 .所 以 ,上 面 说 的 由 离散 到 和 连续 之 路 ,也 只 是 我 们 的 思维 所 走 过 的 . 越 来 越 深刻 
地 着 向 大 自然 的 本 质 的 道路 .但 是 我 们 既然 接受 了 从 连续 的 角度 米 皇 述 自然 现象 ,当然 也 应 该 搓 
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受 从 离散 的 角度 来 描述 自然 现象 . 
回顾 一 下 我 们 已 讲 过 的 内 容 ,就 可 以 看 到 离散 的 东西 与 连续 的 东西 是 彼此 对 立 而 又 互相 补 


充 的 .微分 学 的 最 重要 的 定理 之 一 的 拉 格 朗 日 公式 ,告诉 我 们 ,不 但 中 之 极限 是 导数 广 (z) ,而 


且 其 本 身 也 就 是 导数 fC&) ,只 不 过 这 个 点 的 位 置 不 能 确定 而 已 .其 实 泰勒 公式 也 是 一 样 ,只 
不 过 把 函数 改变 量 AA(z)( 它 是 离散 的 ) , 改 用 泰勒 公式 的 节 ( 少 一 项 j(0)) 来 近似 ,其 余 项 也 有 
不 确定 处 .所 以 宗 园 公 式 也 可 认为 是 拉 格 朗 日 公式 的 推广 .再 从 泰勒 公式 的 节 的 几何 意义 来 看 更 
可 以 看 到 这 一 点 .从 m=1,n=1, 即 了 表示 一 条 曲线 米 看 . 它 的 1 阶 节 /(0)+ 广 (0)z 表示 切 
线 , 但 我 们 可 以 通过 曲线 上 两 点 PP.Q:(0,y。) 与 (4 ,y') 作 割 线 

9 f(0) = -0), 

其 极限 ( 当 Q 一 P 时 ) 就 是 切线 .所 以 1 阶 节 是 某 一 “离散 量 " 的 极限 .车 通过 曲线 上 三 点 P,Q、R 
作 一 条 二 次 曲线 y= Azx? + Be + C, 则 当 Q、R*P 时 其 极限 位 置 也 愉 好 是 二 阶 节 (车 过 这 三 点 
作 一 个 圆 , 则 其 极限 位 置 仍 是 一 个 圆 , 称 为 P 点 处 的 密切 圆 (osculating circle) 或 其 曲率 圆 ,其 半 
径 为 曲率 半径 ,恰好 表征 曲线 在 P 点 处 的 弯曲 程度 ). 仿 此 ,车 在 此 上 昌 线 上 到 N+ 1 个 点 (zx;， 
及 T)) ,i=1,2,…,N+1, 并 通过 它们 作 一 条 N 次 曲线 y= Aoz* +… + An, 则 当 这 NN+1 个 点 
都 趋向 一 点 时 ,这 个 N 次 曲线 似乎 应 该 趋向 于 此 曲线 在 该 点 的 N 阶 节 ,从 而 保证 达到 最 佳 的 接 
触 阶 数 .而 这 个 N 次 多 项 式 应 该 能 很 好 地 投 述 /(z) 在 该 点 附近 的 性 态 . 但 是 为 此 首先 应 该 解决 
如 下 的 问题 , 即 插值 问题 : 设 给 定 N + 1 个 离散 的 点 :(z ,) = 二 NT+ 1 ,怎样 在 一 个 指定 
的 函数 类 中 找到 一 个 函数 y= F(z) 使 得 y; = f(x;). 或 者 用 物理 的 语言 来 陈述 它 , 设 在 某 个 实验 
或 观测 中 发 现 , 对 应 于 某 一 物理 量 zi,…,zw:i, 另 一 物理 晶 的 相应 值 是 y,,… ,yx ,如 何在 一 
个 指定 的 函数 类 中 找到 一 个 函数 ,使 其 图 像 通过 这 N + 1 个 点 Cx ,»,). 有 了 这 样 一 个 函数 自然 
十 分 有 利于 研究 其 中 的 物理 规律 性 .上 面 我 们 都 是 讲 的 在 一 个 指定 的 函数 类 中 去 找 这 个 Ffz) 
函数 类 的 眼 制 是 十 分 重要 的 .这 种 函数 类 应 该 是 更 容易 处 理 的 函数 ,因为 "真正 的 "( 应 该 说 是 “更 
准确 的 ") 郑 数 关 系 是 很 难 找到 或 者 很 难处 理 的 ,最 简单 的 情况 下 可 以 取 多 项 式 ,或 三 角 多 项 式 等 
等 .因此 最 简单 的 插值 问题 如 下 : 设 在 + 办 上 有 N +1 个 点 ,依次 排列 为 r < zs < < zws1, 找 
一 个 N 次 多 项 式 Ps(z) -使 Pv(z) 等 于 N+1 个 指定 的 值 Pv(z ) = yw- 

这 个 问题 很 容易 回答 . 因为 拉 格 朗 日 插值 公式 给 出 的 


Puv(z) 


(0 
Ta 


Fp) 


=- II EE 2 (23) 
就 是 其 解 .这 里 每 一 项 的 分 子 都 是 一 个 N 次 多 项 式 ,而 由 N 个 形 如 zz 一 z, 因子 的 组 成 :第 一 项 
缺少 xx- zi 第 二 项 缺少 = - x,，…, 第 N+1 项 缺少 一 Zn+1. 每 一 项 的 分 母 恰好 是 把 分 子 中 的 
工 换 成 了 缺失 了 的 工 .最 后 再 乘 上 “系数 "y% ,条件 中 x, , x， ,wii 的 次 序 并 无 关系 ,但 是 不 允 
许 有 z= 之， ,否则 上 式 会 有 分 母 为 零 的 项 . 这 种 情况 下 , 拉 格 朗 日 公式 问题 的 提 法 需 做 相应 的 修 
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[A 
al 


如 果 % 是 某 一 函数 /( x) 在 mm 处 之 值 :yw = f(x,), 则 上 式 给 出 用 一 个 多 项 式 去 通 近 f (+) 
的 公式 . 
如 果 这 些 给 定 的 x, ( 称 为 结 点 ) 是 等 距 的 , 即 令 如 =a,ri=zxt+Axr=a+Axr,r3= zt+Azr 
+2Ar ,yr 一 Ty +Ar=… at+NAc, 将 得 到 拉 梅 朗 自 桶 值 公式 的 一 个 特例 ;牛顿 揪 
值 公 


-aAf(la) Cra a-Ar)A f(a) 
1! Ax 21 Ar 


{zr~a)" ze 一 NAzIA ATe 
N! Ax™ 


这 里 我 们 应 用 了 差分 记号 ;A7(a ) 表 示 f(x) 在 z=a 处 对 x 的 增 量 Az 的 相应 增 量 
Afla)= f(a+t+Br)- fa). 

人 Af(a) 的 增 量 记 为 A(A/(a))= 仿 f(a), 称 为 二 阶 差 分 ,所 以 
A fla)=Af(a tAr) -AF(a). 


Quv(z)= f(a) + 


二 (24) 


但 是 
ApFta+az)-flfa+ar)+arl-Fa+ar) 
= 和 ja+24r)- (at+Azr)， 
所 以 
Arla)=[Ffa+2Ar)- Fa+Ar)]- [flatAxr)- fla)l] 
= f(a+2Az) -2f(a+Azr)+ f(a). 
仿 此 有 
Mf(a) = fa kAr) -站 Katr(t- DAr) + TD pat (kDAr) t+ (1)f(a) 
， 
= > C1 Ga +t Ax). (25》 
各 
由 此 也 可 以 得 出 


flatAr)= f(a)+Af(a), 
flat+2Az)= f(a+t+Ar)+tAf(atAx) 
=f(a)1t2Af(a) + A f(a), 
Fae+r3Az)=A(a+2az)+TAFa+2Ar) 
= f(a) +t3Af(a) +3A Ha)+AF(a)， 
PTET {26) 
我 们 不 讲 如 何 由 拉 格 朗 日 播 值 公式 得 出 牛顿 插值 公式 .但 是 很 容易 验证 (24) 的 正确 性 .例如 
以 z=a 代 人 (24) 式 后 ,(24) 式 就 只 余下 第 一 项 , 故 Qv(a) = 了 (a). 令 z=a+Az 就 此 余下 前 


两 项 ,从 而 Qv(e+Az)= AM(a)+ 竺 SR -= Ma)+a/(e) = f(a +Az), 作 类推 


现在 的 问题 是 由 (23) 和 (24) 去 通 近 F(z》 的 误差 问题 .这 里 首先 要 注意 ,既然 在 绪 点 1 
Ts 上 上 Pr(z)= Q(zs). 则 Ps(z) 二 Q(z). 这 是 因为 Py(x) ~- Quv(z) 是 一 个 次 
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多 项 式 ,而 在 N+1 个 结 点 zi ,zi,…,zxwr1 上 它 又 为 0. 除 非 它 重 等 于 0, 是 不 会 有 N + 1 个 零点 
的 .因此 下 面 我 们 就 来 估计 f(x) - Pv(z) ,解决 这 个 问题 的 基础 是 推广 的 罗 尔 定理 :车 /(z) 在 
[a,8] 上 为 N 阶 可 微 ,而 且 在 N+1 个 点 e= mi<zi<…< zw = 二 为 0, 则 上 必 可 在 (e,5) 中 
找到 一 点 使 FW (全 =0. 这 个 定理 的 证 明 很 容易 :只 要 对 F(z,,1) = F(x) =0 应 用 岁 尔 定理 ， 
即 知 必 有 E(x;,z.11) 使 《8)=0. 再 对 F(z) 在 (8&1) 上 应 用 罗 尔 定理 , 仿 此 就 可 证 明 
上 述 定理 .于 是 令 
flx)= P(x) + Ry(xr), 

立即 有 ,在 结 点 z=a+(k-1)Az 上 

Ruv(z)=0， k=1,2,,N+1, 
因此 可 以 把 R,(x) 写 成 


RuvCz)=TNATTCz- Tr rv) Er). 
现 令 


F(DJ= f(a) -P(e) -pH 0) (ee) Ez). (27) 


注意 ,最 后 一 项 中 因子 亚 (x) 的 自 变量 仍 写 为 ,其余 的 则 改写 成 了 z, 这 样 做 的 好 处 是 ,将 (27) 
双方 都 对 = 求 N+1 阶 导数 时 ,有 

FI D(z)= /ND (x) -Yr). (28) 
这 里 我 们 利用 了 以 下 的 事实 : Ph.《z) 是 = 的 N 次 多 项 式 , 故 对 = 求 N +1 次 导数 后 为 0. 现 在 对 
F(x) 作 为 = 的 函数 应 用 推广 的 罗 尔 定理 .由 于 F(z)= f(x) ~ Py(z)=0,i=1,2,..,N+I1. 
同时 在 z= xz 处 它 也 为 0, 所 以 在 a 与 z 之 间 一 共有 N+2 个 零点 ,所 以 一 定 在 a 与 x 中 存在 一 
点 ,使 PFN?(8)=0. 以 此 代 人 (28) 即 有 

Vr)= £0 (e), 

代 回 (23) 即 得 含 余 项 的 拉 格 朗 日 插值 公式 


A (9) 
我 们 也 可 对 Qw(x) 应 用 上 法 . 因为 上 法 中 完全 未 水 及 缚 点 是 否 等 距 ,于 是 又 可 得 食 余 项 的 牛顿 
播 值 公式 : 


fe) = f(a) + STR 


(xz-a)(r-a-Ar).. ey Danae) 
NI! Ar™ 


+ 


+ RH (ea NAr) No). (30) 

我 们 特别 要 注意 (30). 令 Az 一 0, 则 对 固定 的 NN 恒 可 设 | NAzj<1, 困 此 ri =a,xz;=a+ 

Azt rurt=a+Nar 全 在 区 间 (e-l,e+1l) 内 ， 当 Az-~*0 时 , 式 左 与 Az 无 关 ， 极限 自然 是 
fr), 式 右 的 前 N+1 项 可 以 逐 项 求 极限 ,只 余下 最 后 一 项 的 $ 之 位 轿 是 与 N 和 Ar 有 关 的 . 它 

一 定 在 a 与 x 之 间 内 ,因此 当 Az->0 时 ,也 一 定 有 一 个 收敛 子 序 列 , 其 极限 仍 记 为 ,不 过 仍 在 


116 第 三 章 向 分 党 


a 与 二 之 间 . 这 样 我 们 又 重新 回 到 泰 甚 公式 
1 总 信介 at G1) 


作 项 的 形状 与 前 面 讲 的 积分 形式 不 同 ， 称 为 拉 格 朗 日 形式 的 余 项 .但 当 x - a0 时 它 仍 是 比 
(x 一 a)* 更 高 阶 的 无 穷 小 量 . 

值得 注意 的 是 ,从 历史 上 看 泰勒 (B. Taylor,1655 一 1731) 在 1715 年 正 是 用 差分 方法 得 出 了 
牛顿 插值 公式 (但 没有 余 项 ). 然后 他 大 胆 地 令 Ax =0( 应 为 Azx 一 0), 令 N= co( 应 为 N> 吕 ) 而 
得 出 了 泰勒 级 数 .说 他 大 胆 是 因为 当时 人 们 对 无 穷 级 数 以 及 对 极限 过 程 都 不 清楚 ,也 不 太 了 解 问 
题 的 严重 性 .但 是 泰勒 就 进入 了 我 们 将 在 下 一 节 讨论 的 新 领域 . 


$4 解析 消 数 与 C” 函数 


1. 署 级 数 ”泰勒 大 胆 地 从 搬 值 公式 得 出 了 以 他 命名 的 级 数 展开 式 一 泰 吉 级 数 展开 式 ， 
f0)= DD ay. (1) 
划 = 放 
或 者 在 多 个 变量 即 f:0CR" 一 R" 而 m,n 实 1 的 情况 下 有 
f(z)= D3 FOr ay. 2) 
这 里 ws 是 重 指标 ， 其 实在 那个 时 代 什么 是 画 束 并 设 有 刘 出 清楚 的 界限. 不 但 素 蔓 说 不 出 他 的 结 
果 是 否 适 用 于 一 切 函 数 ,甚至 到 了 18 世纪 末 , 占 主流 的 看 法 仍然 认为 所 谓 函 数 就 是 有 限 或 无 限 
的 运算 组 合 . 而 如 (1) 式 这 样 的 运算 组 合 已 经 是 够 广泛 的 了 . 关于 级 数 的 收 化 性 , 泰 勤 好 像 还 没有 
这 样 一 个 概念 . 拉 格 朗 日 有 些 初 步 的 收 策 性 的 概念 ,所 以 他 是 认为 任意 画 数 都 可 以 写成 (T) 式 . 
即 令 在 今天 ,许多 初学 微 积分 的 读者 都 会 有 一 个 错觉 ,以 为 只 要 F(r) 在 a 附近 为 C” 函数 , 则 
(1) 式 成 立 .这 就 大 销 特 错 了 .一 个 古典 的 例子 是 考虑 实 变 量 x 在 x =0 附近 的 取 数 


je 

1 1 z<0. 

用 很 简单 的 极限 运算 立即 可 知 f(x)E C”( 包 括 荆 =0) ,而 且 对 一 切 非 负 整 数 上 ， 
/000)=0, 


因此 ,对 它 应 用 (1) 式 ,并 取 a =0, 则 (1) 式 左 方 不 恒 为 0 而 右 方便 为 0, 可 见 (1) 并 非 对 一 切 C” 
函数 都 成 立 .因此 ,有 必要 将 使 得 (1) 式 成 立 的 函数 专门 划分 为 一 类 . 这 就 是 我 们 下 面 要 讲 的 解析 
函数 . 

在 给 出 解析 效 数 定义 以 前 ,我 们 先 要 注意 ,(1) 与 5(2) 都 是 所 谓 寡 级 数 一 确切 -- 些 说 是 以 x 
三 a ER” 为 中 心 (center) 的 每 级 数 ， 

DN 

后 式 中 a 是 重 指标 .这 时 有 一 个 重要 的 说 明 ， 

1 . 正如 在 第 二 章 中 讲 到 指数 本 数 与 三 角 函 数 时 指出 的 , 当 一 个 函数 可 以 用 震级 数 表 示 时 ， 
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最 好 是 立即 进入 复 域 . 因此 ,在 本 节 中 讲 到 宕 级 数 时 ,和 便 认 为 自 变 量 z ,中 心 a 以 及 系数 a, 或 a。 
都 是 复数 . 

2, 在 讨论 自 变量 为 复数 的 函数 时 , 单 复 变量 与 多 复 变量 的 情况 有 重大 的 原则 区 别 . 因此 ,下 
面 我 们 都 只 限于 单 自 变量 的 函数 f:QCC-C 的 情况 .C 指 复 平面 . 它 具 有 复 维 数 1, 但 是 也 可 看 
作 实 维 数 2:CsR .作为 复 自 变量 ,我 们 总 用 * 表示 ,但 z= z+iy,z,y 表示 = 的 实 部 与 虚 部 ,都 
是 实数 .同样 复 的 函数 值 总 用 w= w+iv 表示 . u,v 是 w 的 实 、 虚 部 ,都 是 实数 .所 以 下 面 讨论 的 
复 函 数 (通常 此 词 是 指 复 自 变量 函数 , 另 一 个 词 是 复 值 函 数 , 则 是 指 函 茹 值 w 为 复 值 ,而 自 变量 
出 不 一 定 ) 有 两 种 表示 法 : 


w= f(z) 或 w=u(ry) ,v= vr, y), 
总 之 ,本 节 中 我 们 只 讨论 以 下 的 等级 数 . 
Dar 或 w= Das-a)’, 《3) 
t 


我 们 先 从 宕 级 数 的 一 般 性 质 的 讨论 开始 .我 们 在 第 二 章 中 已 经 涪 过 , 复 变量 函数 的 极限 与 连 
续 性 与 复 级 数 的 收 合 性 ,绝对 收 合 性 及 一 至 连续 作 等 概念 与 基本 的 定理 都 与 对 应 的 实 的 情况 是 
一 样 的 . 

寡 级 数 的 收 伍 性 最 基本 的 特点 反正 在 下 述 阿 贝尔 定理 中 (我 们 只 看 (3) 中 a = 0 的 情况 ,一 
般 情况 相同 ). 

定理 1( 阿 贝尔 (N.Abel) 定 理 ) 对 于 级 数 (3), 必 可 找到 一 个 非 负 实数 RR(R 允许 到 + oo 
值 ). 合 得 

1)(3) 在 图 |z| < R 中 绝对 收 笋 ,在 | =| > R 处 发 数 ， 

2) 车 KCiz;|z1<RI 是 任 一 紧 集 , 则 (3) 在 K 上 一 至 收 伍 ， 
1z=1< R 称 为 (8) 之 收 敌 较 ;R 称 为 收敛 半 径 ， 

注定 理 中 指出 R>0, 若 只 = 0, 则 1z1<< 尺 没有 意义 ,而 说 (3) 之 收 伍 半径 为 0 就 是 指 对 一 
切 1z|>0, 级 数 (3) 均 为 发 散 . 

证 1) 的 证 明 . 设 (3) 在 一 点 xm 天 0 处 收 化 , 令 p= | zy | >0, 今 证 (3) 在 |z|< o 处 必 绝 对 收 


伍 . 事 实 上 , 因 包 anzl 收敛 , 故 其 一 般 项 必 有 界 ( 实 际 上 当 nc 时 赵 于 0);:|auzrol" 氨 M. 考 虑 
级 数 盖 osz” 其 中 < 适合 不 等 式 |x| < |zo|= p, 我 们 有 


la.z"1= |aszil 


了 sw 上 
但 是 | 过 | = 人 


亦 即 (3) 绝 对 收 敏 . 
车 (3) 在 一 点 zs 夭 0 处 发 散 , 则 在 |z| > ]z, | 处 (3) 亦 必 发 散 .事实 上 , 若 (3) 在 一 点 =, 收 伍 ， 


至 | < + ,由 比较 判别 疲 即 知 了 1a,z"|< + oo， 
n= 


而 | =, | > | ,| , 则 把 证 明 的 前 一 部 分 用 于 立 cnsi, 即 知 它 是 绝对 收 伍 的 ,而 与 (3) 在 zo 处 发 散 
0 


相 矛 盾 . 
现在 看 一 个 集合 J= je>0,(3) 在 1z|< po 处 绝对 收 敏 ; .有 两 个 可 能 ,一 是 了 = 好 , 即 是 说 
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(3) 当 且 仅 当 z=0 时 收敛 . 这 时 我 们 取 收 伍 半 径 R=0. 二 是 非 空 . 先 看 / 非 空 的 情况 , 令 R= 
sup J/ , 则 民 >0. 车 zo 点 适合 | ze1< 尺 ,现在 要 在 / 中 找 一 个 数 p 使 | zo | <p{R 还 未 证 明 是 J 了 中 


之 数 ). 记 s= 及 -|zo|>0, 由 于 民 是 /之 上 确 界 ,J 中 必 有 至 少 一 个 元 > 民 一 于 ,而 由 定义 知 


一 定 有 :(3) 在 |<|<p 时 绝对 收敛 .现在 xo 适合 zol =R-e<R- 寺 =p; 所 以 (3) 在 xu 处 绝对 
收 敏 . 即 | zo| < 必 导 致 (3) 在 zo 处 绝对 收 伍 .所 以 实际 上 R 是 /中 之 数 .又 可 以 证 明 当 |z6| > 
及 时 ,(3) 在 xo 处 必 发 散 因为 若 (3) 在 an 处 收 笋 , 则 令 se 1zo| 一 民 ,p=|zo| -条 = 民 1+ 主 > 


及 , 当 |=1<p 时 必 有 |z|<1zo1 ~ 上， 而 (3) 在 = 处 也 绝对 收敛 .这 样 pE J 而 与 R=sup J 蔬 盾 . 


总 之 , 当 了 非 空 时 及 必 是 收 伍 半 径 而 定理 结论 中 的 ( 巧 成 立 . 

若 为 空 , 则 取 R=0, 结 论 (1) 平 凡 地 成 立 . 

2) 的 证 明 如 下 ,车 尺 =0, 则 = 多 而 结论 平 见地 成 立 ,车 >0, 则 fz;|zl< | 是 一 开 集 ， 
于 全 必 为 办 的 ， | 1z|<RI 之 边界 1z;|z| = RI 有 正 的 距离 ,从 而 及 会 


FIsl<R -$a > |e.(R {8-3} |. 


致 收敛 性 的 M 判别 法 知道 > aszn 在 KK 中 一 致 收敛 . 
直 阿 由 尔 定理 得 知 夺 级 数 一 定 有 收 禹 半 奉 玉 >0 下 面 给 出 及 RR 一 个 具体 表达 式 
定理 2( 阿 达 玛 ) 震级 数 (3) 的 收敛 半径 是 
R=1/ limy Ta (4) 


证 “证明 分 两 部 分 , 先 证 当 |z|< R 时 (3) 必 绝对 收敛 . 首先 ,YTa,| 的 极限 不 一 定 存在 ,但 
上 极限 却 是 一 定 存在 的 ,而 且 易 见 R>0. 如 果 RR=0, 则 |z|< 民 是 一 个 空 集 碘 谈 不 上 (3) 是 否 在 
<“ 点 收 策 或 绝对 收 伍 . 如果 尺 >0, 则 由 上 极限 的 定义 ,对 于 任意 小 的 正 数 8 >0, 最 多 除 有 限 多 个 
7 ,一 切 系数 均 适 合 


Vale+te. 
现在 x 是 固定 的 , 故 当 jz|< R 时 ,一 定 可 以 找到 一 个 实数 :0<X<1, 使 |z | 过 AR. 于 是 从 某 一 
个 No 开始 , 当 n>N。 时 


ass" 1<[ (+ehe] . 


现在 1+1<2 ,从 而 iT > 1 因此 一 定 可 以 取 s>0 俩 得 


1 2 
RR! UrIR. 
于 是 上 式 给 出 


Jn 24 4" 
| aw Is ) . 
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但 是 i2 < ,所 以 由 级 孝 绝 对 收 伍 性 的 比较 法 则 ( 它 对 于 复 的 无 穷 级 数 仍 成 立 ,这 一 点 该 者 可 以 


自己 验证 ), 即 知 (3) 当 |z| < R 时 绝对 收 化 . 
证 明 的 另 一 部 分 是 求证 当 |z1>R 时 ,级 数 (3) 必 发 散 . 与 上 -部 分 不 同 ,这 一 部 分 证 明 对 RR 
=0 也 适用 . 由 上 极限 的 定义 ,对 任 一 >0, 必 有 一 个 上 升序 列 wm < ns<< 吉 < 下 + oo 使 


Yan 之 者 ~。, 所 以 
la 2™ [>[( 吉 -sial]. 
但 因 > 是 固定 的 且 |z| > R, 所 以 必 可 写 出 |z| = R+6 而 86 是 一 个 固定 的 正 数 .适当 取 。 使 


[二 -sj(R+ 人 >1. 代 入 上 式 即 有 1auzs | 之 1, 即 是 说 级 数 (3) 的 一 般 项 不 趋向 0 因而 发 散 , 注 


意 基 只 =0, 上 而 用 到 志 处 都 没有 塌 义 了 ,但 R=0 即 jm YTaT = + ,因而 对 任意 大 的 正 数 
MM , 必 可 找到 子 序列 #1<n<…< <… 使 YYTa 之 M -* 上面 凡 用 到 去 处 都 换 成 M , 即 知 论 


证 仍然 有 效 . 故 定理 成 立 . 
凡 讲 到 知 级 数 (3) 之 收 伍 性 时 ,总 有 两 个 特例 .一 类 每 级 数 收敛 半 径 R = 0, 即 (3) 只 在 中 心 = 


=0 收敛 , 何如 py nlz” 妈 是 . 但 我 们 不 必用 阿达 玛 公 式 (4) 来 计算 尺 . 因 为 那 会 涉及 求 
Er 


limYTaTT. 这 个 计算 并 不 容易 ,而 备 要 一 个 有 名 的 ,也 非 党 有 用 的 斯 特 林 (Stiniing) 公 式 .第 四 
章 中 我 们 还 会 着 到 它 . 对 于 >? le" 反而 用 比 信 6.,1。 来 求 收 敏 半生 要 容易 得 多 .另类 敌 级 


数 的 收敛 半径 RR 一 避 , 即 lmYTasT=0( 也 就 是 lmYTa.T =0, 因 为 这 时 极限 值 一 定 存在 ) .于 是 
级 数 (3) 对 一 切 * 均 收 全 ,这 时 (3) 之 和 称 为 整 西数 .数学 中 许多 重要 的 函数 如 e* ,cos z,sin z 
…"”… 都 是 整 函数 .不 论 如 何 , 宕 级 数 在 收敛 圆 内 的 性 状 已 完全 清楚 , 在 收敛 圆 外 也 很 简单 ;发散 . 
但 是 在 收 合 贺 周 上 情况 却 十 分 复杂 . (3) 可 能 收 伍 ,可 能 绝对 收 敏 ,可 能 一 致 收 敏 一 直到 轿 周 …… 
但 也 可 能 发 散 - 总 之 ,级 数 (3) 在 收 丝 加 周 上 的 性 状 是 一 个 专门 前 研究 领域 ， 

要 注意 ,级 数 (3) 在 收 伍 加 内 是 绝对 收 伍 的 . 无 穷 级 数理 论 中 有 一 个 基本 的 事实 :绝对 收敛 级 
数 在 代数 运算 性 质 上 最 接近 于 有 限 和 :可 以 交换 求 和 次 序 , 适 用 分 配 律 等 等 . 因此 ,等 级 歼 的 运算 
性 质 最 为 简单 .下 面 我 们 只 举 出 几 个 最 简单 常用 的 性 质 而 都 不 再 证 明 . 


首先 是 乘法 . 设 有 而 个 每 级 数 a,z” 与 be” ,其 收 做 半径 分 别 是 ,与 R;, 则 
(Sar) ( 袜 se ) 本 来 是 一 个 二 重 级 数 本 ab.s"…" .但 是 我 们 党 用 的 是 以 下 稚 写 法 ,部 
按 w+ n= 的 大 小 来 排列 . 即 有 | 

(Bye) (4 ) = 总 ( 了 op) (5) 


mr 


注意 ,内 含 的 求 和 > anbw 只 是 有 限 的 ,而 不 存在 收敛 性 问题 , 故 (5) 式 不 是 一 个 二 重 级 数 . (5) 
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的 收 伍 半径 不 小 于 min( R, , R2). 
其 次 是 求 函 数 的 复合 . 设 有 两 个 函数 下 (w) = 》) aww* ,其 收敛 半径 为 Ri ,以 及 p(x) 
a0 


二 总 wm ,其 收 铸 半 径 为 R ,注意 我 们 设 名 = 0, 其 理 南 从 下 面 即 可 以 看 到 ,现在 我 们 要 求 
名 
(FF*y) (2) 的 知 级 数 展开 式 ,一 方面 我 们 有 
FIg(2)]= > aly(s)] (6) 
但 是 ,为 使 它 收 化, 哉 需要 14(=)1 < R， 因为 我 们 已 设 一 0, 所 以 当 z=0 时 (2)=0. 而 当 
1z| 亮 分 小 时 1y(=)| 也 充分 小 .我 们 假设 o = 0 的 原因 即 在 此 .这 里 我 们 用 到 了 > bx 在 它 


的 收 伍 圆 |=| < R。 的 任 一 紧 子 集 上 一 致 收 敏 ,因而 其 和 在 | :| < R, 内 连续 .这 里 读者 会 问 ,为 什 
么 不 说 其 和 在 1z| < R, 之 任 一 紧 子 集 内 连续 ”这 是 因为 连续 性 是 一 点 附近 的 性 质 . 任 取 一 点 
Eizs|z|< Rs|, 则 zz 必 可 放 在 一 个 闭 圆 K 中 ,而 KClz;|z|< RR,|.K 是 一 个 有 界 闭 集 即 


紧 集 ， 而 立 bz 在 K 上 一 致 收 伍 ,从 而 其 和 %(z) 在 K 上 连续 ,当然 也 在 zs 连续 .因为 z。 是 


收 敏 加 内 企 一 点 ， 抽 以 在 整 个 收 做 加 内 ， 而 不 只 在 其 任 一 紧 子 集 上 连续 .但 是 一 -至 连续 性 
并 不 是 对 
收 侣 图 内 到 收 钱 由 yD 在 |s| <R 内 连续 以 及 py(0)=0 即 知 一 定 有 -个 正 数 r>0 存 在 ， 
使 当 | x1< 7 时 jy(z)1<R, 从 而 级 数 (6) 不 但 有 有 意义 的 各 项 ,而 且 (6) 收 伍 . 于 是 


F(g(z))= > a (Dr) (7) 
但 是 我 们 可 以 利用 上 面 讲 的 乘法 来 把 (Ze ) 写成 震级 数 
(人 2") = DB (8) 


现在 的 问题 是 如 何 把 它 代 人 (7) 式 ， 为 此 要 注意 这 个 级 数 是 由 zx" 开始 的 ,而 且 易 见 B,, = 5 . 因 
此 当 我 们 把 (8) 代 和 (7) ,并 且 要 求 例如 x' 之 系数 时 , 则 (7) 中 m > 的 各 项 中 一 定 不 会 有 zz 出 
现 . xz* 只 出 现在 相应 于 w=0,1,…,! 各 项 中 ,而 成 为 


上 


了 ,asB。 =A,, 其 中 Bo =1. 


我 们 只 知道 它 有 一 个 正 的 收 敏 半径, 但 是 没有 办 法 把 它 用 R, , R。 显 式 地 表示 出 来 . 

以 上 我 们 只 提供 了 一 个 计算 复合 函数 的 者 级 数 的 程序 . 一 般 说 来 , 它 是 橙 当 繁 宛 的 .但 是 它 
是 相当 重要 的 .许多 很 难 的 数学 定理 .数学 公式 都 要 于 这 样 的 方法 计算 出 来 .下 面 我 们 只 举 一 个 
例子 , 即 求 函数 的 倒数 . 

设 级 数 (3) 有 收 伍 半径 R ,其 和 为 p(z). 我 们 设 p(0) = es 天 0, 现 在 来 求 1p(z) .为 此 我 们 
把 y(z) 写 成 


Pl)=a0 tat a [1- Biber], 
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而 5 = ajao. 于 是 
1 11  . 
Pe) Spar 


由 此 可 知 ,我 们 可 以 考虑 
_11 
F(w) = (9) 


再 把 它 与 w= bp 6%z” 复 合 起 来 即 可 .但 是 在 整个 “ 复 分 析 "( 即 复 变量 函数 的 微 积分 学 ) 中 ， 


“最 重要 "的 竹 级 数 展开 式 就 是 几何 级 数 
tt wt 对 ww 


它 的 收敛 半径 是 1, 这 一 点 是 所 有 读者 在 任何 时 刻 都 不 可 忘记 的 .应 用 它 和 上面 拨 说 的 , 即 有 


二 


rer 


这 里 | =| 应 充分 小 以 保证 | 号 bz | <1. 但 是 我 们 得 不 到 收 策 半径 的 具体 表达 式 . 
m=] 


更 具体 一 点 ,我们 来 大 sec < = 的 竺 级 数 展开 式 . 现在 因 cos z=1 - 备 + 靳 …, 所 以 a 
a TD)" rh 
1 而 之 | bor -之 5 所 以 


sec z =1+ 全 GP): (= ‘ he) + 


1+ Lett 


2 24 
它 的 系数 有 些 什么 规律 性 ,几乎 无 法 看 出 . 它 的 收敛 半径 是 nj2 也 是 用 其 他 方法 得 出 的 .总 之 ,这 
是 许多 困难 而 又 深刻 的 数学 定理 的 来 源 . 

2. 解析 函数 与 泰勒 级 数 ” 级 数 的 一 致 收敛 性 可 用 于 解决 级 数 所 表示 的 函数 的 微分 与 积分 
问题 -所 以 首先 要 说 明 什 么 是 复 变 量 函 数 A(z) 在 一 点 zo 的 导数 .这 时 的 导数 与 微分 等 概念 形式 
上 上 的 与 实 变量 函数 无 异 ,但 是 实质 上 大 不 相同 ,关于 导数 ,我 们 仍 定义 
Fzoth)- flzo) _) f(z) 一 Fro) 

让 . 


lim 
~ eo 


Ee 


{10) 


f(z0) = lim 

这 里 是 一 个 非 0 复数 ,z= z。 + .这样 定义 以 后 , 实 变量 函数 导数 的 基本 性 质 ,特别 如 莱 布 尼 
获 性 质 ,复合 函数 导数 的 计算 等 都 与 实 变量 情况 一 样 ,f 在 z 点 的 微分 仍 定义 为 一 个 线性 映射 
4:C-C 使 

f(zot+h)- f(z0)= Ah+o(h). {11) 
A 就 是 “ 乘 以 (<。)" .在 通常 的 教 本 上 是 把 A 即 AF 之 线性 部 分 称 为 微分 (d 记 (zu ?的 ,而 我 们 
现在 则 用 (df) (zo) 表示 一 个 线性 肌 射 , 它 作用 在 h 上 的 结果 则 是 古典 意义 下 的 微分 : 

(CdF)(zo) "hh = 古典 意义 下 的 微分 
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= (zo)dz, dz 王石- 
为 这 一 切 与 前 面 讲 的 没有 区 别 ,我 们 就 不 再 重复 -问题 是 如 何 求 六 ze), 由 于 至 今 我 们 还 没有 
定义 过 多 少 具体 的 函数 ,如 何 计算 导 数 就 成 了 问题 .但 有 两 个 非常 重要 的 导数 完全 可 用 初等 方法 
算出 .一 是 对 非 负 整 数 &,(x*) = kz! .事实 上 ,利用 二 项 式 定理 ， 


(#1) =lim l(th) -et] = “) 
nh sl 2! 


= ke 
另 一 个 是 [ 汗 ) = - 二 .事实 上 


上) -ma 


二, 
此 式 自然 只 在 < 天 0 时 成 立 . 美 似 他 还 有 [六 】 = -法 
由 此 ,如 打 介 许 对 矫 级 数 (3) 尿 项 求 导 , 则 应 有 
f(s)= Trae 
18 世纪 中 , 拉 格 朗 日 就 认为 可 以 用 这 样 的 方法 来 定义 任意 粳 数 的 导数 , 面 完全 用 不 着 无 穷 小 等 


概念 . 拉 格 朗 日 称 此 为 纯粹 “代数 的 方法 ”, 这 当然 只 是 一 个 幻想 ,因为 其 中 涉及 无 穷 级 数 的 逐 项 
求 导 问 题 ,这 是 一 个 困难 的 问题 ,通常 微 积分 教 本 中 关于 这 个 问题 的 结果 也 有 点 怪 ,例如 说 : 设 某 


区 间 了 上 的 级 数 所.(z) 在 mc 了 处 收敛. 且 SS 总 f(z) 在 1 上 一 玛 收 货 , 基 原 级 数 必 可 肖 


项 求 导 : 卡 > f(z) = 5) 二 所 (x). 其 所 以 如 此 是 因为 级 数 的 逐 项 求 导 的 问题 被 化 成 了 
经 经 


> E(x) 的 避 项 求 积 (实际 上 是 求 原 函数 ) .但 是 对 赛 级 数 (3), 则 定理 1 给 了 我 们 十 分 自然 


的 结果 : 
定理 3 元 餐 级 数 (3) 之 收敛 半径 为 R>0, 其 和 为 (2), 划 


f (2)= Dna!, (12) 
证 先 证 (12) 之 收敛 半径 仍 为 R. 事 实 上 
Hm"Y Tra,T= lm 站 lim"Y a | 


= lim" Yak (YTarT)™. 
但 是 很 容易 看 到 lim" Wn = 1. 这 是 因为 " 元 >] 故 可 写 为 
1+w， o>0. 
从 而 由 二 项 式 定理 ， 
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n= (lta)" Stti(n -D(a -De. 
因此 
0<a< (nD/F(n -ln -2) 0. 
又 利用 求 上 极限 问题 可 以 化 为 求 某 个 子 序列 的 极限 问题 (我 们 不 芒 设 |a. | 就 是 这 个 于 序列 ) 又 
知 


(Ve) (各 YaT) 
= mYTaT= 去 . 
所 以 级 数 (12) 之 收敛 半径 不 变 . 
再 证 (12) 之 和 为 广 (*). 设 (12) 之 和 为 请 (=) , 它 也 定义 在 |z|<< 只 上 .又 记 (3) 之 部 分 和 及 
余 项 分 别 为 Sy(z) 与 Rv(z): 
Ai ~ 
Sn(z)= D) az". Ry(z)= > aiz”. 
n=0 a=N 
对 收 合 轩 | z| < R 内 任 - -点 zo(|zo1<R 是 自然 的 ,而 且 还 可 以 找到 正 数 p 使 | xu|<< po 世 尽 ) 考 虑 


f(z) ~ f(z0) 
a he) 
= [2 so))] + ese) -fm) + Re) 


于 是 最 后 一 项 可 以 化 为 
Tae! 十 ie 
Fad 


而 当 | z|<p 时 有 
Rn(z) ~ Ru(z0) 


2Z— zo 


Dlalp", 
用 


但 是 从 我 们 对 收敛 半径 不 变 的 证 明 中 已 可 看 到 了 7 ya le:< + om, 因 此 ,对 任意 =, 必 可 找到 


Nu .使 当 a> Ne 时 它 的 余 项 小 子 ef3. 即 是 说 a> No 时 人 <s13. 这 里 N 的 


选择 与 p 有 关 , 但 与 z 无 关 , 失 要 它 适合 | z1<p 即 可 .再 看 第 二 项 .因为 (12) 在 = = zu(zo 在 收 
剑 加 中) 处 收 第 ,A(zo) 是 (12) 之 和 ,S%(z。) 是 它 的 部 分 和 ,所 以 如 果 有 必要 就 把 N。 放大 一 些 ， 
但 仍然 与 > 无 美 而 只 与 。 有 关 , 使 第 二 项 绝对 值 也 小 子 s/3. 现在 我 们 把 Ne 固定 ,并 开始 考虑 z 
之 趋向 zo 一旦 固定 了 N,Sw(z) 就 是 一 个 多 项 式 , 它 的 导数 问题 就 化 为 有 限 多 个 z 之 求 导 , 而 
这 是 我 们 已 讲 过 的 .因此 ,还 是 对 上 面 那 个 e ,一定 有 8>0 存在 ,使 当 |z - =,|<8 时 第 一 项 绝对 
值 小 于 sf3. 综 合 起 来 , 当 | = - zo1<83 时 

fz)— f(z) 


zZ— zo 


-hi{(zo)|<e. 
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即 是 说 对 适合 | zo | < p 的 任意 zo,f1(z0)= 六 (zo), 从 而 在 整个 收 合 国 | z| <R 中 ,f(z)= 
(zx). 定 埋 证 毕 . 

读者 可 能 会 问 ,这 里 并 没有 出 现 一 致 收敛 性 .确实 如 此 ,许多 书 上 都 把 一 致 收 全 性 的 发 现 归 
功 于 阿 贝尔 ,其 实事 实 并 不 如 此 . 阿 贝尔 知道 ,如果 只 使 用 简单 收 伍 性 是 会 出 现 毛 病 的 . 可 是 阿 由 
尔 说 他 自己 是 “ 够 走运 的 ". 因 为 他 “在 分 析 里 大 抠 总 跟 能 表示 成 短 弘 数 的 函数 打交道 .一 旦 要 与 
其 他 函数 项 级 数 打交道 ,只 用 简单 收 伍 性 就 会 出 毛病 了 .在 18 世纪 , 拉 格 朗 日 以 为 除 宕 级 数 以 外 
再 也 没有 其 他 级 数 了 -到 19 世纪 ,三角 级 数 站 了 出 来 适 迫 人 们 研究 它 . 阿 贝尔 的 走运 在 于 他 扔 下 
了 傅 里 叶 开 辟 的 三 角 级 数 的 研究 ,而 找到 了 宕 级 数 这 个 “安全 地 带 ”( 阿 贝尔 的 原 话 》. 而 一 致 收敛 
概念 是 赛 德 尔 (1847) 提 出 的 ,又 经 过 魏 尔 斯 特 拉 斯 才 为 数学 界 普 遍 接 受 .但 是 我 们 又 可 以 说 ,这 
里 确实 有 了 一 致 收敛 性 ,这 就 是 看 出 了 单 用 一 个 只 还 不 行 ,还 要 有 一 个 p 使 |*1< o<RR. 如 果 没 
有 p, 我 们 就 不 得 不 考 虚 整 个 收 谣 圆 , 而 (3) 在 其 上 一 般 说 来 确 非 一 致 收 合 的 ,有 了 p, 我 们 实际 
上 就 是 限制 = 在 一 个 紧 集 K 上 .这 一 点 正 是 这 里 的 证 明 的 关键 ,也 正 是 只 有 一 致 收敛 才能 保证 
的 . 


注 由 这 个 定理 立即 可 知 , 寡 级 数 (3) 可 以 逐 项 求 导 任意 多 次 ,而 不 改变 收敛 半径 . 

现在 我 们 蓝 给 出 一 个 极 重 要 的 概念 . 

定义 1 没 儿 <) 害 六 于 一 小 开 集 口上 ,而 有 在 对 D 中 色 一 点 部 有 连续 导数 , 则 称 /(<) 在 
DD 中 解析 - 

于 是 定理 3 告诉 我 们 ,一 个 宪 级 数 (3) 在 其 收敛 圆 内 表示 一 个 解析 画 数 . 令 人 吃惊 的 是 ,可 
以 证 明 几 在 开 集 刀 中 可 求 导 的 函数 都 可 以 展开 为 泰勒 级 数 ! 但 是 ,要 能 展开 为 泰勒 级 数 至 少 
要 有 一 切 阶 导 数 , 否则 就 不 会 有 泰勒 级 数 . 不 但 如 此 ,还 需要 有 许多 别 的 结论 ; 例如 
lm VY IfaNn! T+ sc ,否则 (1) 不 会 有 非 0 收 敏 平 径 . 如 此 等 等 . 看 来 , 复 域 中 的 可 求 导 性 
是 一 个 内 涵 极 为 丰富 的 概念 .确实 如 此 ,我 们 在 积分 学 一 章 中 将 会 证 明 , 只 黎 A(z) 在 开 集 吕 中 
连续 可 导 , 则 它 在 任 一 点 a&€ 也 , 均 有 收复 的 泰勒 级 数 (1) ,而 且 只 有 遂 过 积分 才能 把 微分 学 的 概 
念 与 客 级 数 展开 式 联系 起 来 -这 确实 是 令 人 吃 售 的 事 , 它 告诉 我 们 复 变量 的 解析 函数 理论 是 一 个 
非常 丰富 , 且 在 应 朋 上 也 极 重 要 的 理论 一 一 我 们 通常 称 为 * 复 分析 ”. 由 于 这 个 概念 的 重要 性 ,我 
们 多 加 一 些 说 明 ， 

在 大 多 数 书 中 , 符 别 是 关于 复 分 析 的 著作 中 ,解析 性 的 定义 只 要 求 函数 在 DD 中 有 导数 而 不 
要 求 有 连续 导数 . 然后 ,在 所 有 这 些 书 中 最 后 也 都 证 明了 ,只 要 有 导数 , 则 导数 必 连 续 , 这 一 点 与 
实 变量 函数 大 异 其 趣 . 但 是 证 明 这 一 点 绝 非 易 事 , 不 仅 这 件 事 本 身 难 证 ,而 且 用 到 解析 性 的 一 些 
根本 定理 都 变 得 很 难 证 了 .其 实 , 在 历史 上 , 讲 到 解析 性 先是 用 我 们 这 个 定义 的 ,到 20 世纪 初 才 
发 现 不 村 导数 的 连续 性 也 行 .这 当然 包括 了 相当 大 的 技巧 ,但 最 终 并 无 新 的 收获 ,所 以 我 们 宁可 
用 历史 上 老 的 定义 . 

然而 在 所 有 的 关于 复 分 析 的 书 中 都 是 说 某 个 复 变 量 函 数 了 f(z) 在 一 个 开 区 域 , 一 个 开课 ,或 
茶点 的 一 个 邻 域 ( 恒 指 开 邻 域 ) 中 解析 ,而 没有 说 到 在 * 某 一 点 解析 ” ,在 “ 某 一 闭 集 上 人 解析”, 除非 
有 专门 声明 的 合意. 这 与 函数 的 连续 性 ,可 导 性 ( 即 导数 存在 ) 完 全 不 同 ,因为 我 们 完全 可 以 讨论 
函数 的 某 一 点 的 连续 性 ,可 导 性 等 等 ,这 样 一 来 ,解析 于 a 点 附近 的 解析 函数 就 一 定 是 指 在 某 个 
小 圆 | z -a|<r 中 解析 ,而 可 以 在 a 点 展开 为 筹 级 数 (1), 它 有 一 个 正 的 收 全 半径 R( 与 + 没有 
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直接 关系 ) ,并 由 此 就 有 许多 性 质 . 也 有 研究 它们 的 方法 .反之 , 即 令 我 们 规定 了 什么 是 A z) 在 某 
点 的 解析 性 ,也 看 不 出 它 有 什么 用 , 回 到 我 们 上 面 的 讨论 ,可见 我 们 是 定义 了 f(z) 在 收 傅 圆 DD: 
1z-al<R 中 为 解析 . f(x) 是否 在 收敛 园 的 圆周 3D:|z 一 al= 尺 上 也 解析 呢 ? 当然 这 里 所 谓 
在 9D 上 烷 点 处 解析 就 理解 为 在 该 点 的 一 个 小 邻 域 中 解析 ,这 是 不 可 能 的 .如 果 F(z) 在 9D 之 每 
一 点 上 都 按 这 个 意 文成 为 解析 的 ,可 以 证 明 它 一 定 在 一 个 比 DD 更 大 的 圆 | < -a|<R,{(R,>R) 
内 解析 .这 证 明 需 要 利用 有 限 覆 盖 定 理 ( 妈 Heine-Borei 定理 ) .这 个 定理 将 在 第 六 章 中 详细 讨论 . 
这 就 证 明了 收 仑 半径 不 再 是 R ,而 会 不 小 于 RR ,证 明 见 第 四 章 ,从 这 个 意义 上 讲 ,解析 函 数 f(z) 
的 收敛 圆周 上 至 少 有 一 个 “ 奇 点 "存在 .这 里 的 奇 点 是 指 不 能 在 这 点 ( 设 为 =) 处 写 出 宕 级 数 (1) 
来 ,或 者 有 某 一 个 fA”{a) 不 存在 , 变 为 0…… 或 者 尽管 它们 都 存 在 ,C1) 的 收 化 半径 却 为 0. 可见 
奇 点 的 概念 其 实 与 函数 解析 性 密 不 可 分 .上面 我 们 说 了 ,等 级 数 在 收 贫 轩 周 上 的 人 性状 极为 复杂 ， 
但 归结 到 底 就 在 于 其 上 有 奇 点 .但 是 这 里 的 奇 点 却 与 临界 点 是 两 四 事 . 

现在 再 回 到 乱 级 数 (3) 的 分 析 运 算 问 题 ,讨论 它 是 否 可 以 逐 项 积分 .这 里 就 遇 到 了 一 个 根本 
困难 ,什么 是 复 变 量 函 数 的 积分 ?我们 将 在 第 四 章 中 专门 讨论 它 , 并 且 筹 见 其 中 率 小 了 一 些 在 实 
变量 函数 的 情况 下 没有 的 问题 ,现在 只 好 把 它 放下 .但 是 还 可 以 间 另 一 个 问题 :对 (3) 能 否 逐 项 求 
诛 函 数 ? 原 函 数 是 与 导数 相 逆 的 概念, 既然 能 对 f(z) 讲 它 的 导 函数 六 (x) ,当然 就 可 以 讨论 原 

a. 


函数 . 而 且 利用 前 面 讲 过 的 知识 可 知 (3) 之 一 般 项 az" 的 原子 数 就 是 了 2”” + C. 任 意 常 数 C 
的 出 现 潍 了 一 些 麻烦 ;各 项 分 别 洪 上 了 不 同 的 C, 级 数 就 会 被 弄 成 一 团 精 了 .于 是 不 妨 把 问题 恋 
得 更 清楚 一 些 :能 否 逐 项 求 在 z=0 处 为 0 的 原 函 数 ? 而 且 为 方便 起 见 就 用 [| (")dz 这 个 记号 . 


不 过 这 个 记号 暂时 还 不 代表 作为 和 的 极 思 的 积分 ,而 代表 原 函 数 .读者 不 要 以 为 我 们 在 故 卉 去 
虚 : 原 冰 数 与 积分 不 是 一 回 事 么 ? 否则 又 何必 叫做 不 定 积分 昵 ? 恰好 不 是 一 回 事 .前 者 是 求 导数 
的 逆 运 等 ,后 者 是 和 的 极限 . 两 个 本 不 相同 的 概念 后 来 被 发 现 还 有 联系 ,这 是 一 件 大 事 , 是 牛顿 一 
莱 布 尼 获 的 伟大 功绩 ,因此 才 被 称 为 微 积分 的 基本 定理 .但 读者 绝 不 要 以 为 那些 陈述 起 来 很 简 
单 ,证 明 起 来 又 很 容易 的 东西 都 是 简单 而 不 足 道 的 . 这 就 是 一 个 例 于 . 问题 在 于 ,如 果 我 们 限于 讨 


论 连续 函数 , 则 凡 连 续 函 数 【<) 必 为 可 积 , 且 | 7(z )d ,作为 和 的 极限 ,只 要 取 可 变 上 限 ,是 它 
的 一 个 原 函 数 . 反 过 来 ,车 画 数 下 (xz) 是 某 连 续 函数 f(x) 的 原 函 数 , 则 f(x) 必 为 可 积 , 且 F(x) 
是 它 的 不 定 积分 ( 即 有 可 变 上 限 的 和 的 极限 ), 即 F(z)= |/(1)dz + C. 弄 清楚 这 个 在 连续 函数 


范围 中 有 效 的 关系 是 柯 西 的 功绩 一 一 柯 西 基本 上 只 研究 了 连续 函数 的 积分 . 一旦 数学 的 发 展 使 
得 不 连续 函数 进入 视野 ,使 得 人 们 不 得 不 开始 讨论 不 连续 函数 的 积分 时 ( 傅 里 叶 级 数 的 研究 是 主 
要 动因 之 一 ,而 获 受 的 贡献 起 了 决定 作用 ) ,这 个 问题 的 复杂 人 性 就 显露 出 来 了 .我们 在 第 四 音 中 将 
详细 地 分 析 这 个 问题 ,而 且 它 将 导致 积分 学 发 展 到 勒 贝 格 积分 理论 的 阶段 .至 于 在 复 域 中 ,应 该 
说 情况 更 奇怪 ,只 限 二 连续 函数 是 绝对 不 行 的 ,而 我 们 不 得 不 研究 解析 函数 ; 若 f(z) 是 解析 的 ， 
则 它 必 为 可 积 的 ,而 且 其 (作为 和 的 极限 的 ) 积 分 就 是 它 的 原 郑 数 . 反 过 来 ,解析 函数 F(z) 必 是 
某 函 数 的 原 函 数 :F(z)》= A(z), 且 f(z) 必 为 (作为 和 的 极限 的 ) 可 积 函 数 ,而 息 F(z) 是 它们 的 
不 定 积分 . f(x) 还 是 解析 的 ,一 旦 没有 了 解析 性 ,以 上 所 说 全 都 没有 了 .这 些 讨论 也 见 第 四 音 . 现 
在 我 们 把 这 些 很 复杂 的 关系 表述 为 - .个 很 简单 的 定理 . 
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定理 4 车 尖 级 获 (3) 之 收 各 六 低 为 R> 0，, 其 和 为 />) 
| rz)dz= 3 ord Da (13) 


县 其 收 敌 半 径 不 变 ，|，(-)ds 表 吉 在-0 时 为 0 的 原 呈 | 


证 收敛 半径 不 变 很 容易 证 明 ， 因为 / = 


同 . 记 (13) 之 和 为 F(z), 则 由 定理 3 
EF(z)= i > az = f(z), 
而 且 易 见 F(0)=0, 所 以 F(z) 是 f(z) 在 z=0 时 为 0 的 原画 数 , 即 FCz) = | f(z)dz. 定 再 证 


毕 ， 
由 定理 3 得 到 一 个 重要 绪论. 
定理 5 丢 级 数 (3) 当 收 伍 半 径 R>0 时 必 为 其 和 在 其 中 心 = =0 处 的 泰勒 级 数 . 
证 若 (3) 之 收敛 半径 为 0 则 这 个 定理 显然 无 意义 . 当 R>0 时 ,反复 应 用 定理 3, 有 
Ha fOr Fo(O)=AL ge 
因此 定理 得 证 . 
这 个 定理 之 重要 性 在 于 它 说 明了 ,上 凡 一 个 油 数 可 以 用 等 级 数 (3) 表 示 , 则 此 级 数 必定 就 是 其 
类 勒 级 数 ,所 以 为 了 求 (=) 在 = = 0 处 的 泰勒 展开 式 ,我 们 不 必 去 计算 f(z) 之 各 阶 导数 ,然后 再 
计算 秦 勤 级 数 的 各 个 系数 嫩 Fo (0) ,=0,1,…. 只 要 我 们 能 用 某 种 方法 把 (2) 写 成 (3), 则 (3) 
必 是 A(z) 以 0 为 中 心 的 泰勒 级 数 .不 论 用 什么 方法 ,只 要 能 判断 出 (3) 在 某 贺 肉 收 敏 而 在 其 外 发 
散 , 此 国 必 为 其 收 伍 圆 ,而 用 不 着 去 动用 很 难 计算 的 阿达 玛 公式 . 
个 和 和 必定 理光 家 天 数 有 


-1 
和 eo je 人 
-CD ， lzl<1. (14) 


arcan z= = [DC DJ ae- 台 和 人 ， 
lxl<1. (15) 
它们 都 从 好 是 泰 勘 级 数 ,而 收 伍 半径 R=1, 事 实 上 , 当 |z| >1 时 ,这 两 个 级 数 的 一 一 般 项 都 不 趋 于 


0 因而 都 发 做 可 基 怎 和 知道 ntT + >) 和 arctan = 从 好 是 了 ,一 ;的 原本 数 呢 ? 下 一 自 中 我 
们 会 回答 这 个 同 题 
3, 解析 延 折 从 (14) 和 (15) 看 见 一 个 情况 . 例如 (14) 中 的 函数 二 ,直接 用 定义 易 见 它 有 


ml+z)= 全 


连续 的 导数 一 7 二 -了 ,所 以 除了 在 z= - 1 处 以 外 , 它 是 解 本 的 .= ~ 1 是 它 的 奇 点 .小 -z 则 
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除了 z= + 以 外 ,处 处 都 有 连续 导数 .但 是 它们 的 以 z=0 为 中 心 的 泰勒 展开 式 却 只 在 | z| <1 
内 适用 .这 就 是 说 一 个 解析 函数 与 这 个 解析 函数 的 具体 的 表达 式 一 一 泰勒 
级 数 只 是 表达 式 的 一 种 一 一 是 有 区 别 的 .前 者 有 自己 的 存在 区 域 ,后 者 作 
为 它 的 局 部 的 表达 式 上 只 适用 于 一 定 的 区 域内 ,这 里 说 到 存在 区 域 , 就 (14) 
与 (15》 两 个 例子 中 的 被 积 函数 来 说 ,因为 我 们 有 一 个 非常 简单 的 代数 式 子 
来 表示 它们 ,一 眼 就 可 看 出 ,它们 的 存在 区 域 分 别 是 整个 x 平面 除去 一 点 
三 一 1 或 除去 两 点 z = ti( 还 有 无 穷 远 点 ,将 来 读者 也 会 看 到 是 很 容易 处 
理 的 ), 但 是 In(1+ x) 与 arctan z, 它 们 的 存在 区 域 又 是 什么 呢 ? 其 实 我 们 
已 经 给 出 了 它们 的 表达 式 为 两 个 非常 简单 的 积分 {现在 还 只 能 说 是 原 函 图 3-4-1 

数 ) ,可 是 怎样 看 出 其 存在 区 域 是 什么 呢 ? 读者 们 至 此 应 该 有 一 个 感觉 ,如 积分 这 样 的 式 于 ,操作 
运算 起 来 其 实 比 某 些 "初等 的 "代数 式 更 容易 一 些 . 可 是 要 弄 清 由 积分 表示 的 解析 函数 的 存在 区 
域 并 非 易 事 .“ 从 原则 上 说 ” ,我们 可 以 应 用 更 葡 单 的 泰勒 级 数 . 


设 有 解析 函数 f(z), 它 在 旷 |z|<R 中 可 以 表示 为 宕 级 数 pp Qsz" ,|z|< 尺 是 它 的 收敛 


本 ,在 收敛 国 中 取 一 点 a ,而 且 按 定理 3, 阿 以 用 此 寡 级 数 逐 项 求 导 来 算出 Fo(e) ,b=0,1,2-…， 
于 是 可 以 作出 一 个 新 的 短 级 孝 . 
FDI= Da)" 
它 的 收 贫 圆 形 如 is - al < pvp 的 大 小 要 使 在 圆周 |z - e|= p 上 ,有 f(z) 的 奇 点 (这 一 点 前 面 提 
出 过 ,是 需要 证 明 的 ,但 我 们 未 证 ). 此 贺 在 图 3 -4- 工 上 用 虚线 画 出 . 在 这 两 个 辆 的 公共 部 分 ， 
F(z)= f(z). 但 是 可 能 有 这 样 的 情况 , 即 1z - a|< o 有 -~- 部 分 位 子 | =|< 六 之 外 如 图 .这 时 我 们 
就 说 ,F(z) 是 xz) 由 加 |z|<R 向 |z -a|<p 的 解析 延 拓 .更 一 般 地 说 , 若 有 两 个 圆 ;D ;|z -al 
< 民 1,2, 以 及 两 个 各 以 它们 为 收 伍 加 的 等 级 数 (3) ,分 别 记 其 和 为 f(z) 和 (z) 若 D, 几 
户 ; 关 记 , 而 且 在 PN 站 D; 上 A(z)= f(z). 令 
fi(z), zED, 
F(z)= 
人 fe zED, 
我 们 称 F(z) 是 f 与 户 向 Di U D。 中 的 解析 延 拓 ,或 者 说 f(z)( f(z)) 是 f(z)(f(z,)) 由 
D; 向 Di,( 由 DD 向 D,) 的 解析 延 拓 .我 们 这 里 采用 了 比较 特殊 的 区 域 ( 圆 盘 ) 和 解析 函数 比较 待 
殊 的 表示 (等 级 数 ) 来 定义 解析 延 拓 ,这 样 做 的 目的 是 为 了 避免 一 些 几 何 上 的 困难 . 当然 也 可 以 用 
其 它 形状 的 区 城 或 者 解析 函数 的 其 他 表示 方式 ,但 最 后 的 结果 都 是 一 样 的 不论 怎么 做 ,这 里 都 
会 有 两 个 问题 . 
第 一 个 问题 是 唯一 性 问题 . 我们 要 证 明 , 若 (zx) 可 以 解析 延 拓 到 D, 中 成 为 疡 (z) 与 
疡 (=)》, 或 者 说 可 以 在 DiU Ds 中 定义 记 (z), 记 (z) 如 上 ,而 且 所 (2)= 庆 (2) 于 D, 上 ,这 时 必 
有 疡 = 疡 子 Da 上 ,或 者 天 = 区 于 D, U D。 上 .更 广泛 一 点 我 们 有 
定理 6( 唯 一 性 定理 ) 车 7 = ) 在 一 个 连通 开 集 ( 即 区 域 9 中 解析 ,而 在 0 之 一 个 非 空 开 
季 集 DD 上 f(z)=0, 则 在 Q 中 f(x)=0. 
证 取 aEDD, 则 由 假设 易 见 对 一 切 非 负 整数 nF" adn! =0, 故 在 某 个 加 |z -al<R 
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上 
f(z)= D0. 
在 此 图 中 取 一 点 e, ,又 有 Fe (ev)jnal 二 0, 从 而 在 某 圆 | -as1<R， 中 又 有 f(z)=0. 因 为 0 
是 连通 的 ,对 任 一 点 x,&€ 0 都 可 以 找到 一 串 ( 有 限 多 个 ) 如 上 的 阅 使 zo 落 在 某 一 圆 中 ,在 所 有 这 
些 圆 中 ,f(z) =0, 因 此 f(z。) =0, 而 定理 得 证 . 
把 这 个 定理 虚 用 于 下 一 语 , 妓 知 下 ~ 官 =0 于 万 上 ,从 人 前 在 P, 上 也 有 下 一 六 =0, 亦 即 f(z) 


= (2). 

上 面 的 证 明 本 质地 依赖 于 8 的 连通 性 .如 果 要 把 证 明 的 细节 都 写 出 来 ,还 相当 繁 元 ,而 与 前 
面 多 次 用 过 的 连续 拓展 法 是 一 样 的 .我 们 不 来 重复 这 个 证 明 ,但 是 给 出 一 个 一 望 即 知 的 “反例 "说 
明 连 通 性 之 不 可 少 : 令 0 = DD, UD,,D, ,Da 是 两 个 互相 分 离 的 区 域 ,例如 |z|<1 与 |z -3} <1. 
令 

0， 1z| < 二 
A |， |s-3|<1, 

天 =) 显 然 在 8 中 解析 ,在 它 的 一 个 非 空 开 子 集 D, 上 为 0, 但 是 并 不 恒 为 0. 这 个 例子 中 的 函数 
时 常 称 为 分 片 常 秆 钾 数 ,时 常用 它 来 答 验 连 通 性 的 假设 是 否 必 不 可 少 . 

唯一 性 定理 是 解析 西数 最 重要 的 性 质 之 一 而 且 十 分 有 用 ,所 以 我 们 给 出 它 的 两 个 推广 .不 但 
上 述 Az} 不 能 在 2 之 非 空 开 于 集 D 上 为 0, 否 则 f=0, 而 且 如 果 f(z) 有 一 串 零点 {x 1 一 z,, 且 
zo 是 之 内 点 ,也 会 得 到 f(x) 三 0, 换 言 之 ,车 f(z) 在 区 域 ( 即 连通 开 集 )0 中 解析 , 且 不 恒 为 
0, 则 其 零点 在 2 中 必 是 孤立 的 . 

推论 7 次 jz) 夺 区域 0 中 解析 县 7(>) 严 0, 车 ,EQ 是 /(<) 之 零点 , 则 必 有 z。 的 一 个 
讼 分 小 令 域 0, 便 /=) 在 U 中 除 m 以 外 没有 其 他 零点 ， 

证 因为 9 是 开 集 ,zo&€ 0 必 为 其 内 点 ,不 芒 设 zo。=0, 因 为 F(z) 天 0, 故 以 (z) 的 人 0 为 心 
的 泰勒 级 数 必 有 第 一 个 非 0 系数 Fe2 (0)741 = 办 天 0 为 某 正 整数 (注意 0 是 f(z) 之 零点 ). 
而 六 (0)/(k 一 2)! = ao,=0.5=1,2,… 尖 .因此 ,这 个 泰坦 级 数 可 以 写 为 

Re)=ait[1+sg(z)]， 

其 中 F(z) 在 0 附近 是 解析 的 ,因而 在 某 个 圆 1z1 所 及 ( 含 于 收敛 融 内 )} 中 连续 而 有 界 :1p(z)1 扫 


M, 取 一 个 0<p<R, 使 Mp< 立 , 则 在 |z1<p 时 


[F(a) Hoe {1 | zg (a) > leetl, 
所 以 推论 得 证 . 
六 论 8 区域 0 中 的 不 全 等 于 0 的 夭折 通才 人 (s) 只 有 丰 限 了 军训 
证 用 反 证 法 . 设 某 一 点 a€ 0 是 f(z) 之 无 限 阶 零点 , 则 (Ca)fk! =0,=0,1,-…. 所 以 
了 (z) 的 以 a 为 中 心 的 泰勒 级 数 恒 为 0, 从 而 f(z) 二 0 于 0 中 .证 毕 . 
解析 延 拓 是 一 个 我 们 时 常用 到 而 没有 注意 的 概念 .例如 在 复 域 中 我 们 用 (14) 与 (15) 来 定义 
In(1+ z) 与 arctan =, 并 由 它们 得 出 这 两 个 函数 在 | z1<1 中 的 略 级 数 展开 式 , 则 在 其 外 In(1 + E32 
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与 arctan z 了 和 以 In(1+ z) 为 例 , 任 取 一 点 x。 在 |z|<<1 中 ,并 且 按 (14) 计 算出 
z 一 zol 艺 民 中 ,实际 上 


ln(1+ z0), 
1 1 ll 
Tz Tir tz-z Tre IE EE DF, 
其 中 
zo 
f= Tr 


此 式 当 | 51<1 即 1z 一 zol<11+ zol 时 有 效 .因此 在 fz;|z|<1 由 18:|1581<11l 中 
In(l + 2) ~In(1+ zo) = 下: := Cr, 
所 以 


tt)+ D0 (和) . (16) 


n 工 + go 


了 二 |<1 亦 即 在 lz 一 zol<]1+ m| 中 收敛 ,所 以 是 lx- sa1<11+ zol 中 


的 解析 函数 . 而 左 方 如 果 用 (14) 式 表示 . 则 只 在 | =*1< 1 中 收 笋 .所 以 (16) 式 是 In(1+ z) 由 |z|< 
1 向 |z 一 zol<|1+ zo| 中 的 解析 延 拓 -以 上 我 们 用 了 一 些 积分 记号 ,但 其 实 都 是 原 函 数 的 记号 ， 
我 们 用 到 的 一 些 计算 规则 也 都 是 咎 函数 的 计算 规划 ,例如 变量 的 变换 等 等 .16) 这 样 的 式 子 确实 
告诉 了 我 们 in(1 + ) 的 解析 延 拓 ,但 是 使 用 起 来 并 不 方便 ,所 以 最 好 的 办 法 仍然 是 看 到 ,者 用 岂 
= In(1+ z) 表 示 解 析 延 拓 后 的 西数 ,由 积分 式 得 


= w=la(l+ zo). 


就 是 说 ,可 以 用 微分 方程 来 定义 一 个 解析 函数 的 解析 延 扬 .在 第 二 章 中 ,我 们 都 是 用 微分 方程 来 
定义 一 些 函 数 的 ,这样 做 的 好 处 越 来 越 明显 了 . 

还 是 就 这 些 “ 初 等 函数 "来 说 .例如 

cos +sin 多 =1 (17) 

是 和 否 成 立 ? 当 z= z( 即 Im z=0) 时 ,上 式 就 是 勾 股 定理 , 它 的 几何 意义 是 很 明显 的 .但 对 于 复 的 
z, 就 很 难看 出 它 的 几何 意义 .其 实 , 最 简单 的 证 明 仍 是 通过 解析 延 拓 . 正如 cos =,sin = 是 cos z， 
sin z 由 实 轴 向 整个 < 平面 的 解析 延 拓 (cos <,sin zx 都 是 整个 z 平面 上 的 解析 函数 ) ,cos z+ 
simz 一 1 也 是 cos xz +sinx -1 在 整个 < 平 而 上 的 解析 延 拓 .但 是 这 就 表明 x 平面 上 的 解析 函 
数 cos z+sin?z-1 在 z 平 面 的 子 集 Im z=0 上 为 0.Im z=0 昌 然 不 是 整个 平面 的 开 子 集 ， 
但 是 它 也 不 是 x 平面 上 孤立 点 的 集合 .因此 ,由 推论 7 知 cos x + sim z ~ 1 三 0, 这 就 是 (17) 的 证 
明 . 这 样 的 事 网 太 多 ,以 致 我 们 时 常 因 习 以 为 常 而 没有 想到 应 该 去 证 明 一 下 .更 没有 想到 ,因为 有 
解析 延 拓 ,而 这 些 证 明 可 以 简单 得 火 家 都 把 它们 "忽略 不 计 ” 了 . 

解 本 延 拭 的 第 二 个 问题 是 一 个 解析 男 数 可 以 最 终 解 析 延 拓 色 什么 地 方 ? 在 第 二 章 中 我 们 曾 
以 Vz 为 例 说 明 在 解析 延 大 以 后 将 得 到 其 获 曼 曲面 . 因为 /以 x =0 为 奇 点 (现在 是 枝 点 ) 面 不 能 


在 z=0 处 展 为 震级 数 (3) ,从 而 不 太 方便 .我 们 不 妨 考 虑 YITz( 从 yz 作 一 个 变量 变换 == 1+t 
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即 得 ), 用 二 项 级 数 ,我 们 可 以 得 到 


它 的 收 敏 圆 是 1z1<1, 而 在 收敛 贺 周 上 有 琳 点 z = ~1. 如 果 仿 照 第 
二 章 的 作法 ,从 D, :1z| <1 依 次 作 解析 延 拓 回 到 Dv= D, 时 将 得 到 
Vltz=— [了 + 让 译 主 1+…] 

《图 3-4-2). 在 第 二 章 中 我 们 说 ,这 个 函数 常 被 人 们 说 成 是 多 值 函 
数 ,其 实 是 黎 曼 曲 面 上 的 单 值 函数 .所 以 ,一 个 如 (3) 那 样 的 寡 级 数 ，! 
经 过 一 切 可 能 的 解析 延 拓 ,将 得 到 一 个 定义 于 其 黎 虹 曲面 上 的 单 值 

函数 .我 们 把 这 样 得 到 的 函数 称 为 整体 解析 本 数 . 

定义 2 从 茶 一 有 有 正 收 六 径 的 宕 级 数 (3) 开 始 , 经 一 切 可 能 \、 /7 
的 解析 延 扬 所 得 到 的 定义 于 其 效 如 曲面 上 的 函数 称 为 一 个 整体 的 解 一 
煌 函数 . 图 3-4-2 

读者 们 可 能 会 感到 化 总 曲面 是 一 个 虽然 有 趣 但 是 过 于 玄妙 的 东西 .不 过 我 们 要 问 一 问 读者 ， 
我 们 生活 于 其 中 的 空间 当真 是 那么 简单 吗 ?20 世纪 下 半 叶 的 全 部 科学 的 发 展 都 表明 ,空间 是 极 
为 玄妙 的 ,至 今 我 们 都 说 不 清 它 的 构造 .所 以 ,如 果 有 朝 一 日 发 现 黎 曼 曲面 有 深刻 的 物理 意义 ,或 
者 有 助 于 涪 明 这 个 深刻 的 物理 问题 ,我 们 不 必 感 到 吃惊 . 

4, 柯 西 -或 受 方程 , 共 形 歌 射 ”现在 读者 已 经 可 以 感到 了 , 复 变量 函数 的 解析 性 是 一 个 内 
涵 非 常 丰富 的 概念 . 复 变量 函数 w= f(z) 是 从 * 平面 的 开 集 (我 们 只 考虑 开 集 )0 到 平面 的 
映射 ,可 是 > 平面 也 就 是 R 平面 z= zx+iy,zm=z+io 平 面 也 就 是 另 一 个 取 平面 :(u,v) 平 
面 .因此 从 几何 上 看 w= 了 (xz) 也 是 一 个 映射 :0 CR 一 R? .而 f(x) 的 解析 性 的 要 求 就 包括 了 


与 。 在 中 有 连续 的 仿 导 数 w., x, ,0 ,0. 产 (2) 的 存在 说 明 当 * + A 以 任何 方式 趋向 = 时 ,人 


当 Az= P-~0 时 都 有 相同 极限 .现在 我 们 看 = 有 ,+ 流 , ,大 ,ba 为 实数 ,以 特定 方式 趋向 0 的 后 
果 . 一 是 及, =0,h,>0, 这 时 我 们 有 
A = (eh 9) 2) 


lim 


9 BT Ar0 让 2 > 
_ 工 13 .iw 
i\9y :2) 
间 样 , 令 ,=0, 耐 ,一 0, 这 时 我 们 有 
加 计 ) 
0 AZ ht 几 Ah 
ai .9v 
一 有 和 


比较 这 两 个 式 子 即 得 : f(z) 存在 而 且 连 续 意 味 着 ,vu€ CO) 而 且 

du_9a 9 9 

下 -下 下 - - 残 . (18) 
(018) 式 称 为 柯 西 - 黎 竟 (Cauchy-Riemann, 以 下 简 记 为 C-RI) 方 程 组 ;或 称 为 C-R 每 件 .所 以 上 
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面 我 们 证 明了 若 f(z) 是 2 中 的 解析 西数 , 则 必 有 FE CC》 而 且 其 实 部 虚 部 适合 C-R 条 件 . 
读者 自己 也 容易 证 明 其 逆 ; 著 f(z) = w+iv 之 实 部 韦 部 均 为 C1(0) 孙 数 ,而 且 适合 C . R 方程 


组 , 则 /(<) 必 是 中 的 解析 函数 ,因为 容易 证 明 jim 全 存在 且 连 续 , 生 强 +1 弛 (或 -13 + 


z 
弛 ) 即 是 这 个 极限 ,所 以 也 可 以 用 C 一 民 条 件 来 作为 解 术 性 定义 的 基础 


上 面 我 们 把 w= f( <) 看 成 是 QC 卫 一 Rz 的 一 个 映射 ,但 这 个 映射 一 般 并 不 是 微分 同 胚 . 因 
为 它 的 雅 可 比 行列 式 


地 
=wv uv = tu = | (x) {19) 


可 能 在 某 些 孤立 点 为 0. 我 们 来 看 当 J 关 0 时 这 个 映射 的 几何 本 质 .在 此 映射 下 ,线段 (= ,z+ 及) 
的 像 是 一 曲线 ,这 个 线段 与 实 轴 的 交角 是 arg 严 . 按 微分 学 的 基本 思想 ,其 像 在 忽略 了 一 个 与 | 天 | 
比较 为 高 阶 的 无 穷 小 量 之 后 . 仍 是 直线 , 即 过 w= /(z) 点 的 切线 ( 即 图 3-4-3 之 虚线 ): 
(zth)— Fz)= (2h+o(k), 《曲线 ) 
w= f(z)t f(z)h, (切线 ) 


© wm! 
z+ | 1 
Se 
a) 
0 


! 
argf"+agh 


w/e 


图 3-4-3 
这 条 直线 的 倾角 是 
arg f(z)h=arg f(z)+argh. 

所 以 原 线段 (z,z +h) 之 像 , 赂 去 一 个 高 阶 无 穷 小 硬 后 ,其 方向 是 原 直 线段 的 方向 再 旋转 一 个 角 
度 arg 三 (<). 在 这 里 我 们 看 到 了 f(x) 尖 0 这 个 条 件 的 作用 .因为 若 产 (=)=0 则 arg f(z) 没有 
意义 .车 过 * 点 作 另 一 条 直线 段 而 与 原 直线 段 交角 为 =, 则 它 在 卫 射 ww = f(z) 下 之 像 ,过 f(x) 
点 的 切线 也 将 旋转 一 个 角度 arg 广 (z) 而 与 上 一 直线 段 之 像 的 交角 仍 为 a. 总 之 ,由 复 变量 的 解 
析 函 数 ww 一 /(x) 生 成 的 肌 射 在 广 (=) 天 0 之 处 保持 角度 不 变 ,所 以 称 为 共 形 睐 射 (conformal 
mapping ) - 

这 一 种 研究 复 变量 的 解析 函数 的 几何 方法 始 自 黎 曼 ,时 为 19 世纪 中 叶 . 当时 电磁 学 的 问题 
正 是 整个 物理 科学 的 中 心 问 题 . 我们 可 以 从 静电 学 的 角度 来 看 C- 民 条 件 的 重要 性 .如果 我 们 在 
平面 上 放 上 - 些 电荷 ,平面 上 原来 已 有 的 电场 在 放 上 电荷 后 将 立即 变化 ,而 终于 会 达到 一 种 稳 
春 , 即 与 时 间 无 关 的 状态 . 这 就 是 静电 场 .在 此 平面 上 取 一 个 区 域 0 ,0 内 的 平面 静电 场 可 以 用 
一 个 二 维 向 量 EE 来 表示 :EE = (EE, ,E,) ,但 是 二 维 向 量 与 复数 是 一 回 事 ,所 以 这 个 平面 静电 场 可 
以 用 tx,y) 的 复 值 函数 EE, (xz,，y) +iE,(z，,y) 来 表示 ,在 静电 场 的 情况 应 该 存在 电位 w(x ,y) 使 
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E=grad u, 《20) 
亦 即 
EB.=2, Eo. (21) 
+ or 


除了 有 电位 w(xz,y} 以 外 ,还 有 一 个 重要 的 关系 式 如 下 : 
如 果 在 Q 内 没有 电荷 , 则 由 高 斯 定理 知 应 有 ， 


9E: (9E, -0 (22) 


div E= x 1 ay 


2 


现在 我 们 要 介绍 一 个 重要 定理 .众所周知 ,对 适当 光滑 的 汕 数 疾 昂 - 训 时 所以, 如果 上 面 
的 已 与 - 已 分 别 是 某 一 函数 。 的 篇 导数 , 则 上 式 自然 成 立 .这 里 有 一 个 重要 定理 ( 庞 加 荣 引 
理 ) 堵 多 通 食 本 2 = 卫 :，, 则 安 们 一 二 是 其 个 遥 数 8 的 仿 导 数 : 罗 = 名 ,各 = 强 .这 个 
结论 的 证 明 以 及 必须 加 上 的 条 件 将 在 第 七 章 中 详细 讨论 .将 它 用 于 E, 与 - E, 即 知 ,一 定 存在 
一 个 函数 o( x,y) 使 


已 = 叶 , -已 = 汪 . (23) 

与 (21) 比 较 , 即 知 ,w+ iw 适合 C-R 条 件 . 因 此 ,再 附 上 适当 的 光滑 性 要 求 即 知 解析 函数 是 描述 
平面 静电 场 的 适合 的 数学 工具 .其 实 ,类 似 的 情况 还 不 只 出 现在 蒋 电 学 中 ,例如 18 世纪 的 欧 近 
(还 有 18 世纪 的 达 六 页 尔 ) 在 流体 力学 中 也 这 到 过 它 ,所 以 C- 慨 方程 也 称 为 共 控 - 这 关 贝尔 方 
程 特别 是 我 们 容易 看 到 ,由 C- 方程 可 得 

2 2 这 2 

0 + 0. 
即 解析 函 教 的 实 部 虐 部 都 适合 拉 普 拉 斯 方程 .而 这 是 近 普 拉 斯 在 研究 重力 场 的 位 势 时 得 出 的 

值得 注意 的 是 ,本 章 $1 讲 的 几 个 数学 物理 中 的 偏 微分 方程 的 导出 部 比较 简单 ,利用 守恒 律 
一 一 甚至 情 蜂 叶 犯 了 一 个 错误 ,把 热 当 成 一 种 流质 来 看 待 时 ,也 还 是 在 利用 守恒 律 ,然后 再 略 去 
高 阶 无 穷 小 量 即 得 . 现在 却 不 同 了 .两 次 利用 了 位 势 的 存在 一 “后 而 用 庞 加 菜 引 理 得 出 2 时 , 昌 
然 v 的 物理 意义 并 不 清楚 ,但 和 电位 的 存在 十 分 相似 ,这 不 是 牛顿 的 微分 学 所 能 撤 播 的 比 之 后 
来 的 麦克 斯 市 方程 来 说 ,静电 场 的 研究 还 只 是 最 简单 的 一 步 . 我 们 在 这 本 书 中 , 撑 要 追随 着 逆 个 
数学 的 发 展 , 最 后 看 到 用 数学 来 刻画 电磁 现象 (包括 光学 ) 时 ,整个 数学 的 发 展 已 经 远 远 地 超越 了 
牛顿. 

还 是 加 到 本 章 主题 ,有 了 微 积 分 ,把 它 推广 到 复 域 是 最 直接 也 是 最 重要 的 一 大 发 展 .我们 就 
看 到 了 复 变量 的 解析 范 数 的 内 容 多 么 让 请 .等 到 我 们 看 色 了 复 域 中 的 积分 学 又 给 我 们 带 来 什么 
惊喜 的 时 候 , 对 这 一 发 展 之 大 就 更 有 体会 了 . 

5. C” 函 教 ”现在 回 到 实 变 量 z=(z,,…,z,) 的 C” 函数 的 研究 . 与 复 变量 的 解析 函数 形 
成 鲜明 对 比 的 是 :后 者 (多 个 复 变 量 情况 也 一样 ) 只 要 知道 其 在 某 一 点 不 论 多 么 小 的 邻 城中 的 什 ， 
则 可 通过 解析 延 拓 知道 其 在 整个 定义 域 上 的 值 , 不 可 以 任 加 修饰 .所 以 如 果 有 一 个 复 变 量 解 析 函 
数 在 某 一 点 附近 便 等 于 0, 则 拓展 后 也 只 可 能 是 恒 为 9, 此 即 瞧 一 性 定理 .而 C” 函数 ,哪怕 是 毫 
不 相 王 的 ,也 可 以 通过 稍 加 修饰 拼 在 一 起 . 这 里 重要 的 是 应 用 一 个 在 相当 大 区 域 中 为 0 但 又 整体 
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上 不 恒 为 0 的 C” 函数 .本 节 开始 时 讲 过 了 一 个 -但 是 以 后 用 得 最 多 的 是 


上 
ei, lzl<1, 
f(z)=o, lz|>1. 
它 在 球面 |ri=1 上 也 是 C” 的 ,这 是 很 容易 证 明 的 . 
在 往 下 讲 之 前 , 先 介绍 一 个 概念 和 记号 . 
定义 3 设 FLz) 定 义 王 QCR”" 上 ,我 们 称 使 得 f(z) 尖 0 的 点 = 之 集会 的 闭 包 为 其 支 集 ， 
并 记 为 supp f= Tz; (zz01. 
supp 了 一 定 是 相对 于 人 0 的 闭 集 . 要 注意 ,并 不 是 f(z) 在 supp /上 不 为 0, 例 如 定义 在 z 关 0 
处 的 /x)=sin 十,f( 去 )=0, 但 在 去 的 任意 小 今 域 中 者 有 使 sin 了 天 0 的 = 点 ,所 以 二 虽然 


使 f(z)=0 却 扁 于 其 支 集 ,而 且 是 支 集 /=1z; zER,zx 头 0} 的 内 点 .还 要 注意 ,这 个 例子 中 的 
中 = | zi xzER,z 志 0|,J 对 于 及 并 非 闭 集 ,而 是 开 集 ,但 是 对 于 0 却 是 一 个 闭 集 . 一 个 集合 为 开 
为 闭 需 视 相 对 于 哪个 集合 面 定 ,这 对 我 们 理解 何 为 开 集 , 何 为 闭 集 大 有 关系 ,这 就 是 子 空间 拓扑 
问题 .我 们 在 第 六 章 中 会 解释 这 个 问题 ,总 之 ,C" 函数 与 解析 函数 是 完全 不 同 的 对 象 . 

我 们 下 面 用 得 最 多 的 将 是 具有 紧 支 集 的 C” 函数 .所 谓 紧 就 是 有 界 闭 . 0 的 紧 于 集 K 当中 
为 开 时 必 与 之 边缘 30 有 一 个 正 的 蜡 离 .这 个 止 距 离 的 存在 关系 极为 重大 .从 $3 讲 阿 贝尔 定 
理 就 可 以 看 到 这 一 点 .请 读者 务必 十 分 注意 . 具 紧 支 集 的 C” (0 ) 函数 之 集合 (或 称 空间 ) 记 为 
Ce (中). 在 不 发 生 误 会 时 就 记 为 CF . (24) 的 支 集 是 单位 球 |xz| 志 1, 但 是 我 们 可 以 作出 支 集 几 乎 
是 任意 集合 的 Cr 鲨 数 ,而 且 涉 及 数学 分 析 中 一 个 常用 的 技巧 一 - 磨 光 (mollifying) 技 术 . 

设 KCR" ,而 且 其 边界 比较 规则 .我 们 定义 其 特征 函数 xx (zx) 为 

和 rtz)= 四 人 (25) 
K 之 边界 比较 规则 是 为 了 保证 xx (zx) 可 积分 .规则 到 什么 程度 才能 保证 Xe(z) 可 积 ,下 一 章 中 
关于 多 重 积分 的 介绍 中 会 讲 到 . 
任 取 3 之 0, 我 们 定义 


(24) 


new “Ye Cg) 
0， | 工 一 y| 袜 人 . 
于 是 

fiat 一 ?)dy = 0" [er id = £6". 

R™ R™ 
这 里 

L= [ear >0. 

现在 作 积分 


Br) | hr- re (ydy. (27) 
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利用 积分 号 下 求 导 很 容易 看 到 $B, (x)E C”. 今 证 它 有 紧 支 集 .为 此 要 注意 ,(27) 式 实际 上 只 在 
K 上 积分 ,所 以 {27) 中 的 y 只 在 K 中 ,注意 x, 如果 x 离 K 的 距离 大 于 6, 即 
IEK=1 rdist (上 天) 入 

则 (27) 中 的 1z 一 y| 之 58, 从 而 (x 一 y) =0, 而 积分 (27) 为 0, 所 以 supp BCCKs, 而 BE CY. 

Ks 是 一 个 比 K 更 大 的 紧 集 ; 它 包 合 区 ,而 且 我 们 记 另 一 个 比 K 较 小 的 紧 集 K’ 为 含 于 K 
内 , 且 到 3K 之 距离 不 小 于 6 的 集合 为 

K’=|r; xzEK ,dist(z ,9K)28|. 

设 充分 小 时 K’* 关 名, 则 对 x K? ,以 工 为 心 ,3 为 半径 之 小 球 Bs(z)CK ,日 


1 ， 
一 一 =1. 
(= 就 A ydy 


这 个 结果 告诉 我 们 当 8-0 时 $x) 在 某 种 意义 下 逼近 xk (x) ,因为 除了 在 9K 附近 的 一 个 
很 “ 窄 " 的 带 形 区 域 ( 即 到 3K 讶 离 不 到 5 处 ) 之 外 ,更 (z) 就 是 xx (xz). 这 种 捞 近 是 很 有 用 的 . 实 
际 上 对 任意 连续 函数 /(x) 都 可 以 用 CY 函数 去 逼近 .如 果 设 f( 工 ) 在 Q 上 连续 , 令 


声 jz (ef) dy (28) 


即 可 .这 里 有 一 个 小 小 的 技术 问题 .我 们 用 xsf 代替 /这 样 就 不 必 在 0 上 积分 ,而 可 以 用 全 空间 
R" 上 的 积分 了 ,更 重要 的 是 , 即 令 了 是 Q 上 的 连续 函数 , 它 也 不 一 定 在 0 上 可 积 .因为 在 趋 
向 30 时 可 以 无 界 ,这 就 是 我 们 在 常用 的 微 积分 教 本 中 讲 的 反常 积分 问题 .这 时 ,我 们 通常 说 了 
在 区 域 内 局 部 可 积 ,就 是 在 合 于 0 内 的 任 一 贤 子 集 ( 即 帘 界 闭 集 ) 上 可 积 .但 是 即 令 如 此 , (28} 
与 (27) 仍 有 区 别 ;:(28) 是 在 2 上 积分 ,0 不 一 定 是 紧 集 ,其 上 的 连续 函数 不 一 定 可 积 ,而 (27) 则 
是 在 K 上 积分 ,K 是 我 们 假设 为 紧 的 . 不 过 我 们 要 注意 ,这 两 个 积分 之 被 积 本 数 还 含有 因子 
训 ( 工 一 y), 它 具 在 球 |z -yj 委 8 上 不 为 0, 而 积分 (28) 实 际 上 是 在 球 |z - y| 所 8 上 积分 的 . 对 于 
固定 的 =, 这 确实 是 一 个 紧 集 ,于 是 我 们 有 

定理 9 车 7(z) 在 开 集 0 上 连续 , 则 对 0 内 之 任 一 紧 子 集 K ,Co 数 AP(z) 在 K 上 一 至 
收敛 于 f(z). 

证 因为 0 是 开 集 , 它 的 任 一 个 紧 子 集 kK 离 30 必 有 一 个 正 让 离 5 ,以 上 我 们 恒 设 He,. 
以 下 恒 设 z EK. 

因为 其 人 (一 >)dy = 所以 


万 (z) 一 


fz) = 去 ji(z - Wf(r)dy. 


现在 KK 商 30 之 距离 六 3 ,而 此 积分 中 的 y 又 必须 适合 | - y| 民 8 ,否则 六 (z -一 0 .如果 
< 学 , 则 这 样 的 y 必 合 于 菜 个 稍 大 于 之 紧 集 ,中 ,, 离 30 之 距 商 六 空 .所 以 yE 0,xa(y) 
=1,(Xnf)(y)= f(y), 面 有 


fn) -f(r)= 志 | jw) -mlay 


[PE 
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现在 x 和 y 全 在 紧 集 KK, 中 , 广 在 此 紧 集 中 必 为 一 致 连续 的 .所 以 人 充分 小 时 1A(z) - f(y)|< 
s,s 是 任意 指定 的 正 数 .注意 到 jy(x - y)320, 立 即 有 
1F(z) -Arms [ ef) -f(y dy<e. 


Ee 


这 就 是 说 当 38 一 0 时 , 玉 (zx) 在 KK 中 一 致 收 伍 于 六 z) ,证 毕 . 


(28) 式 是 一 个 积分 算 子 : 它 以 地 sj 一 y) 为 核 ,作用 在 Ya 上 上 .这 个 算 子 称 为 磨 光 算 子 


A 一 y) 称 为 麻 光 核 .这 个 定理 告诉 我 们 ,一 个 通 数 太 乘 上 yo 是 为 了 使 它 处 理 


起 来 更 方便 ) 经 过 磨 光 就 能 得 到 一 个 C* 函数 族 ; 六 } 去 禹 近 它 . 当 f 是 连续 函数 时 , 则 可 以 使 
天 | 一 致 收 僵 于 它 . 当 了 是 其 他 函数 类 之 元 时 , 则 可 以 在 相应 的 意义 下 使 | 1 收 钙 于 它 .这 是 现 
牧 数学 中 为 了 克服 函数 不 光滑 性 常用 的 方法 . 它 告 诉 我 们 , Cy 函数 是 很 多 很 多 的 ， 

Ce 函数 另 一 个 重要 的 用 途 是 利用 它 来 构造 单位 分 解 . 这 是 把 整体 性 问题 分 解 为 局 部 性 问 
题 ,或 把 局 部 性 结果 拼接 成 整体 性 结果 的 工具 , 它 的 基础 是 Rr 中 紧 集 ( 即 有 界 闭 集 ) 的 一 个 重要 
性 质 . 

定理 10( 海 湿 一 博 细 尔 (Heine-Borel) 定 理 或 有 限 覆 盖 定 理 ) 设 KCR" 为 一 紧 集 ,| U1 是 
一族 开 焦 县 材 盖 KU 了 天, 则 从 | U1 申 必 可 找 出 有 限 多 个 : U0,，…, Unv 仍 可 覆盖 
K: U UDK. 

这 个 定理 的 证 明 见 第 六 章 . 1U, | 称 为 K 的 一 个 开 覆盖 .这 里 参数 4 可 以 是 有 限 多 个 ,可 数 
无 穷 多 个 ,不 可 数 无 穷 多 个 ,总 之 是 要 覆盖 K .本章 中 我 们 已 多 次 讲 到 紧 集 的 概念 , 紧 性 是 整个 
数学 中 最 基本 的 概念 之 一 .在 通常 的 微 积分 教 本 中 时 常用 有 界 闭 集 的 说 法 米 代替 紧 集 ,这 是 不 恰 
当 的 .在 第 六 章 我 们 要 详细 讨论 这 个 概念 ,到 那 时 才能 明白 ,在 什么 情况 下 才能 用 有 界 闭 这 个 概 
念 来 代替 紧 性 ,也 才能 明白 定理 10 为 什么 是 一 个 需要 证 明 的 结果 , 它 与 微 积 分 学 中 其 它 的 基本 
概念 又 有 什么 关系 和 什么 区 别 . 又 附带 说 -- 句 ,Borel 常 译 为 波 莱 尔 . 

在 承认 了 定理 10 之 后 ,我 们 要 在 Rm 中 构造 所 谓 单位 分 解 .下 面 的 记号 与 名 词 仍 与 定理 10 
相同 . 

定理 11《 单 位 分 解 的 存在 定理 》 对 于 上 述 的 氏 , 开 查 盖 | U, 1 以 及 有 限 的 子 覆 盖 Un ，…， 
Un ,一 定 存在 函数 (xw)E Ci (R" ) ,j=1,…,N, 适 合 以 下 要 求 
(1) 每 个 的 支 集 必 在 某 一 U 中 (i 与 ; 不 一 定 相 同 ); 
(2) 0< (x)<1, LSj 委 Ni 


Cmollifier) » 


y 
(3) > B(x)=1, (29) 
后 
1 本 (zz)| 称 为 5 的 从 属于 覆盖 1 07. | 的 CT 单位 分 解 
证 任 一 点 zEK 必 合 于 某 个 区 中 ,从 而 也 必 含 于 一 个 开 的 小 球 K, 中 ,这 里 K, 己 U,, 所 


以 1K, | 也 成 了 K 的 一 个 开 覆盖 而 必 可 以 从 其 中 选 出 有 限 多 个 ;,,…, K, ,使 【 ] K, ,而 每 
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个 K, 会 于 一 个 ,中 ,这 里 与; 不 一 定 相间 ,而 且 辣 一 个 K, 可 以 含 于 好 几 个 U, 内 ,因而 1K,1 
之 个 数 与 | 0, 之 个 数 也 不 … 定 相同 .必要 时 稍为 缩小 K, 可 以 设 K,CU. ,而 dist (K;,3U.)=6, 
>0, 于 是 用 上 面 的 方法 对 xx (z) 作 磨 光 , 即 用 (27) 式 作 gs 《x)E C7 ,很 明显 x (x)=1 于 
中 ,而 且 必 要 时 稍微 缩小 K , 当 xE K, 时 有 


1 
Sp 5) | dy 1 
; 


因为 【JK 二 , 琶 对 任意 xE 天 , 必 至 少 有 一 项 gs (z) = 从 而 
5 (2)>0. 


令 
ov-m ce > Ps (7), 
易 见 i@,(z)| 即 是 所 求 的 单位 分 解 . 
以 上 我 们 只 对 紧 集 的 开 覆 盖 证 明了 单位 分 解 的 存在 .实际 上 即 令 有 不 是 紧 集 ,单位 分 解 也 
是 有 的 ,但 其 概念 要 稍 作 微 改 .详细 的 讨论 够 第 六 章 和 专门 的 参考 书籍 
以 上 我 们 讲 的 是 Cy 单位 分 解 .也 可 以 构造 C 单位 分 解 ,但 是 不 可 能 作出 解析 的 单位 分 
解 ,因为 解析 函数 除非 恒 为 0 是 不 会 有 紧 支 集 的 .这 里 也 表现 了 解析 函数 与 C” 函数 的 区 别 . 


$5 反 函 数 定理 和 隐 冰 数 定 理 


1, 重 温 线性 代数 ”前 两 节 中 我 们 讨论 了 映射 f; 9 CCR" 一 R" 所 生成 的 无 穷 小 量 f(x + 及》 
-zxz) 按 所 之 者 分 解 的 问题 ,并 由 此 引出 了 解析 函数 与 C” 闫 数 的 区 草 的 详细 讨论 ， 现在 再 回 
到 f(z+h) 一 了 zx) 之 线性 部 分 即 一 阶 微分 的 讨论 .我 们 企 前 面 一 管 强调 线性 部 分 的 研究 可 以 
提供 有 关 这 个 遇 射 的 局 部 的 ( 即 在 x 点 附近 ,以 下 我 们 限于 在 原点 附近 ) 人 性 态 的 信息 .现在 再 回 
到 这 个 主题 并 讨论 一 个 极 重要 的 问题 即 如何 求 解 

f(z)= y. (1) 
这 个 问题 把 我 们 引导 到 一 个 更 广泛 的 问题 , 即 讨 论 y= A(z) 的 送 映 身 了” ,更 准确 一 些 说 是 讨论 
3ER"” 是 否 在 映射 -下 有 不 像 . 因为 只 有 在 这 个 原 像 是 存在 而 且 唯 一 的 条 件 下 ,才能 说 有 逆 映 射 
fF-! 


现在 在 z=0 附近 把 F(z) 线 性 化 , 即 令 
Fz)= fF0) + Ah +t o(h) 
并 用 f(0) + Ah 取代 f(r). 这 里 的 A 是 由 的 切 空间 TO = Rn 到 R， 的 切 空间 ( 仍 为 R* ) 的 线 
性 映射 .如 果 用 坐标 表示 , 则 有 
(0F 
40， 
以 下 为 方便 起 揭 , 恒 设 了 (0) =0. 于 是 映射 y= f(z) 将 被 线性 映射 
k= AR,KER, AER" (2) 
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取代 .研究 (2) 是 线 件 代数 学 的 主要 问题 之 一 .因为 我 们 在 前 几 节 中 一 再 强调 用 一 种 与 坐标 无 关 
的 方式 来 研究 映射 (1), 所 以 现在 我 们 也 希望 用 一 种 与 坐标 无 关 的 方式 来 研究 (2) .下 面 我 们 限于 
讨论 4 的 核 空间 与 知 空 间 . 

研究 方程 (2) 对 于 某 一 个 是否 有 解 h 存在 ,也 就 是 研究 是否 在 A 的 像 空 间 中 , 即 问 是 否 
有 EimA: 

imA = ikER" ,3hER” 使 2= Ahl. (3) 
imA 是 一 个 线性 空间 , 它 并 不 一 定 就 是 整个 丢 空 间 R" 而 可 能 只 是 它 的 一 个 真子 空间 . imA 与 
R" 之 差别 可 以 用 它们 的 维 数 来 刻画 .dimR" = ”是 周 定 的 ,而 dim imA 称 为 4 之 秩 (rank) , 记 为 
rank 及, 秩 有 一 个 重要 作用 , 即 用 它 来 判断 (2) 的 可 解 手 最 方便 ,事实 上 ,(2)》 对 一 切 天 ER* 均 有 
解 , 即 (2) 为 可 解 (solvable) 之 充分 必要 条件 当然 就 是 到 空间 与 像 空间 相间 , 亦 即 它们 有 相同 维 
数 ,所 以 n =rank A 晨 (2) 对 一 切 & 可 解 的 充分 必要 条 件 .这 时 A 把 源 空 间 了 及” 映 到 整个 蔓 空 间 
上 ,所 以 A 称 为 满 射 (surjection) .更 简明 的 说 法 就 说 这 是 A 是 一 个 onto. 因为 在 一 般 情况 下 A 
把 源 空间 映 到 却 空 间 内 ,所 以 是 一 个 into. 另 一 个 重要 的 子 空间 是 源 空间 中 一 切 被 A 脆 到 鞠 空 
间 中 的 0 的 向 量 所 成 , 它 称 为 A 之 核 (kernel) 空 间或 简单 就 是 核 . 记 作 ker A= | 有 ER" ,AR = 
0 如果 dim ker A =0 即 悬 说 ker A 中 只 有 一 个 零 向 量 0, 则 方程 (2) 若 有 解 也 只 能 是 唯一 的 . 因 
为 若 h, ,hs 都 是 (2) 的 解 , 当 有 ACh, 一 和) = 二 -有 =0. 所 以 A= 开 ,而 (2) 之 解 是 唯一 的 , 反 过 
来 ,车 (2) 之 解 为 唯一 的 则 ker A = 101. 实 际 上 ,车 有 0 关 h。E ker 4, 则 对 (2) 之 每 一 个 解 及,h+ 
Cho(C 为 任意 常数 ) 也 是 (2) 之 解 ,这 与 (2) 之 解 的 唯一 性 矛盾 . 总 之 , (2) 有 唯一 解 当 生 仅 当 
ker A = i0|. 这 时 我 们 称 4 为 单 射 (injection). 如 果 A 既是 单 射 又 是 满 射 , 就 称 为 一 一 映射 
《bijection) ,也 称 双 射 .一 一 映射 就 是 A 实现 了 源 空间 onto 靶 空 间 的 同 构 .这 时 4-: 才 存在 ,而 且 
也 是 同 构 ， 

以 上 我 们 是 把 rank A 与 地 空间 R"( 浴 下 记 为 F) 的 维 数 联 系 起 来 看 的 .由 秩 之 定义 ,自然 有 
rank Adim 下 .但 还 有 一 个 重要 公式 ,把 rank A 与 dim{ 源 空间 ) 联 系 起 来 . 源 空间 现在 就 是 
R” ,我 们 也 不 芒 记 为 五 .我 们 知道 ,由 子 ker 4 中 可 能 有 非 零 元 ,所 以 A;:>imA 虽然 是 onto， 
但 不 一 定 是 一 对 一 的 , 邵 非 单 射 -但 是 通常 的 线性 代数 教 本 讲 到 商 空间 时 ,一 定 会 讲 到 一 个 结论 : 
A 在 商 空间 Ejker A 与 imA 之 间 诱 导出 一 个 同 构 ( 仍 记 为 A). 所 以 它们 的 维 数 相同 .但 是 
dim( Efker A)=dimE -dim ker A ,所 以 有 

dimE — dim ker A = dim imA. {4) 
由 于 下 面 常 用 这 个 结果 ,所 以 我 们 把 它 写 成 一 个 
引 理 1 设 A:R" 一 R" 晨 一 个 线 件 映射 , 则 
dim ker 4+rank A=im. (5) 
证 现在 源 空 间 巨 =R" , 故 dim 下 = m ,dim imA 按 定义 即 A 之 秩 rank A, 代 人 (4) 即 得 . 
由 此 立即 有 rank A 所 mm ,但 由 定义 rank A 所 n ,所 以 
rank Amin( m,n). (6) 
当 我 们 对 线性 映射 A 之 核 空间 与 像 空 间作 了 如 上 的 讨论 以 后 ,就 可 以 再 来 看 方程 (2) 的 求解 问 
题 .最 好 的 情况 显然 是 A :R" 一 R* 为 阿 构 的 情况 .这 时 A 首先 是 一 个 满 射 ,所 以 rank A = ne, 另 
一 方面 又 是 单 射 ,所 以 dim ker A =0, 而 由 (5) 式 rank A = zn ,所 以 4 为 同 构 必 导致 
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m=n=rank A. (7) 

反 过 来 由 (7) ,一 方面 rank 4A= dim imA =m: 故 4 为 满 射 , 另 一 方面 dim ker A=m-rank A=0 
故 4 为 单 射 ,总 之 A 为 同 构 ,这 样 可 以 看 到 (7) 是 A 为 同 构 的 充分 必要 条 件 . 

由 (7) 看 到 ,着 na 天 三 , 则 A 不 可 能 是 同 构 . 下面 就 分 R” 
别 来 讨论 m <n 与 关 >2 的 情况 .但 不 论 如 何 ,(7) 是 一 
种 秩 已 达到 最 大 可 能 的 允许 值 的 情况 ,所 以 下 面 我 们 在 每 
个 情况 下 都 只 讨论 rank A 达到 最 大 可 能 的 允许 值 的 情 “6 
况 .由 (6) 可 知 ,这 就 是 mn 而 rank A=m, 以 及 mm>n 
而 rank A=n. 

先 看 加 <n,rank A = m. 这 时 ,A 把 源 空间 R” 映 为 rs 人 N 
葛 室 间 的 mm 维 子 空间 ,而且 由 (5) 知 dim ker A =0, 所 以 
A 是 一 个 单 射 .图 3- 5- 1 上 一 行 画 出 了 这 个 喘 射 .然而 
我 们 可 以 在 把 空间 中 作 了 一 个 举 标 变换 使 得 4R” 成 
为 一 个 "坐标 平面 .图 3-S- 1 右 侧 一 列 曾 出 了 ,这样 
我 们 就 可 以 想像 到 ,在 这 样 的 坐标 系 下 , A 应 该 有 特别 简 


单 的 表示 .下 面 我 们 引用 坐标 表示 ,并 且 设 在 源 空间 与 守 951 
空间 中 都 已 选 好 了 坐标 系 一 即 基底 ,从 而 和 都 表 
示 为 列 ( 竖 ) 向 量 : 


hh= Chih ), {上 和 角 的 :+ 表示 转 置 . ) 
k= "(Ek 下 ) 
而 A 表示 为 
A= (as) ,i=1,2, ,nj ,nm. 
如 果 在 靶 空 间 及 " 中 作 一 个 坐标 变换 ,而 把 赤 变 成 / 
人 
应 当 有 
1 人 =(T A)h, 
T=(z,) 是 一 个 nx n 非 异 矩 降 (w 阶 非 措 方 阵 所 成 的 空间 在 数学 中 极为 重要 .这 个 空间 按 习 惯 
记 为 GL(n ,RR)、n 表示 方 阵 阶 数 ,RR 表示 其 元 为 实数 ) .原来 的 R" = |(h, ,… ,| ,而 现在 的 
(Te AD)R" = |,… ,27,30,…,0)|. 因 此 经 过 从 标的 选择 ,映射 A 就 成 了 
t=,, 工 生 王 ,2 0 
0， 了 1 {8) 


加 o 


这 是 一 个 w x m 矩阵 ,而 它 的 子 矩 阵 工 则 是 m x ms 的 单位 矩阵 . 从 几何 上 看 ,这 就 是 把 源 空间 
“混入 "或 “嵌入 "在 靶 空 间 中 . 但 是 在 数学 中 ,浸入 (irmmersion) 与 谨 和 (embedding) 这 两 个 名 词 ， 
虽然 是 描述 的 这 种 映射 ,但 都 有 确切 的 定义 ,而 且 二 者 又 有 比较 细微 但 十 分 重要 的 区 别 .它们 属 


如 果 用 矩阵 来 表示 (8) , 它 就 是 
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于 微分 拓扑 学 研究 的 范围 ,本 书 只 能 在 第 七 章 中 稍为 涉及 . 所 以 现在 不 用 这 些 名 词 ,而 只 说 它 是 

“ 单 射 "线性 映射 ,所 以 (8) 就 是 单 射 组 性 映射 的 标准 形式 . 

其 次 看 页 > ,而 rank A = 的 情况 .这 是 由 一 

个 高 维 空间 向 低 维 空间 的 映射 .图 3- 5- 2 上 画 的 是 要 

3 维 空间 向 2 维 空间 的 哑 射 .为 了 简化 它 ,我 们 先 把 二 2 

了 ”中 的 坐标 系 作 一 个 倾斜 成 为 下 面 用 虚线 画 出 的 从 回 2<> 

标 系 ,使 得 R"( 现 在 是 图 右 半 部 的 平面 ) 恰 好 成 为 虚线 人 

坐标 系 的 “坐标 平 而 .我 们 把 倾斜 映射 记 为 了 ,于 | 7 

是 方程 (2) 现 在 成 为 1 
£=AR=(A- TATh) = CATH. (10) 1/ 

如 果 记 = 002ocusiy) 它 一 壬 有 , 

zu 个 分 量 而 R" 上 之 向 重 一 共 只 有 个 分 量 .从 图 上 AAAO 

看 ,恰好 是 /的 后 个 分 量 . 因 此 ,A.T 如 果 用 坐标 上 


来 写 就 是 
h, = i21,2,.,n. (11) 图 3-5.2 

如 果 用 算 阵 来 表示 它 , 这 个 矩阵 就 是 = x m 矩阵 

(0O 了)， 
其 中 的 了 是 一 个 上 xm 的 单位 矩阵 .那么 要 问 什么 样 的 向 量 被 A 映 为 零 向 量 ? 即 问 ker A = 
和 (0) 是 什么 样 的 空间 ? 由 (11) 易 见 一 个 向 最 1= (1 ,hiss )Eker A, 当 且 
仅 当 其 后 面 的 mx 个 分 量 为 0. 即 是 说 ker A 是 由 形 如 

Chest 0 0) 


的 向 量 所 张 成 的 mx - n 维 子 空间 . 

用 直观 的 语言 来 说 ,这 就 是 :从 倾斜 的 坐标 系 来 看 ,就 好 像 是 把 斜 着 向 上 的 zw -4 坐标 被 
“ 压 " 掉 了 ,ker A 是 这 -个 坐标 向 量 张 成 的 ,而 A 把 像 空间 R“ 量 "起 来 了 .所 以 它 称 为 “外 
章 "(submersion, 或 译 "省 没 ", 指 靶 空 间 沉 没 在 A 的 像 中 去 了 ,但 “ 漫 没 "一 词 反面 用 得 多 一 些 .第 
七 章 都 是 用 的 浸没 ). 也 和 上 面 一 样 ,由 于 外 畦 是 一 个 有 特定 含意 的 数学 名 词 . 我 们 就 不 去 使 用 
它 ,而 说 这 是 一 个 “投影 ”(projection) 线 性 映射 ,准确 些 说 ,是 “ 沿 " 着 ker 4 向 ;mA 投影 . 

以 上 所 说 的 是 m > 与 m<n 的 情况 ,但 我 们 也 可 以 把 m = 算 起 去 , 它 既 是 单 射 ,又 是 投 
影 .因此 它 相 应 的 矩阵 就 是 工 

总 之 ,tank A 取 可 能 最 大 值 的 线性 映射 分 成 三 种 : 

1. 于 =2 ,这 时 A 就 是 同 构 , 面 在 适当 坐标 系 中 其 盾 阵 即 是 了, 


2. mn<n, 这 时 委 是 间作 中 贡 (8), 而 在 适当 全 标 系 中 , 它 的 全 陈 是 ) 


3. mm>>n, 这 时 A 是 投影 映射 (11) ,而 在 适当 坐标 系 中 它 的 矩阵 是 (O 了 ). 

本 节 的 主要 内 容 就 是 证 明 : 可 微 映射 在 秩 取 最 大 可 能 的 值 时 ,局 部 地 正 是 这 三 种 情况 . 

2. 反 函 数 定理 ”现在 我 们 要 证 明 下 面 的 基本 定理 

定理 2( 反 函数 存在 定理 ) 设 QCR* 是 一 开 集 , f;: 0 一 R" 是 一 个 光滑 映射 ， 0E0 有 8 
(0) =0. 著 (4d 让 (0) 是 斐 退 化 的 , 则 了 必 是 0E 0 的 某 令 域 到 ft0)E R" 的 基 邻 域 中 的 微分 同 胚 、 
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在 给 出 证 明之 前 , 先 对 定理 的 含意 作 一 些 注解 .首先 要 注意 ,这 个 定理 是 局 部 的 , 它 所 给 出 的 
微分 局 豚 也 只 是 局 部 微分 局 胚 . 微分 同 胚 的 概念 已 见于 本 章 $2 定义 3. 引 理 4 后 的 注 1 就 提出 
了 一 个 映射 为 袜 分 同 莱 的 充分 必要 条 件 问题 . 从 那里 就 已 看 到 , 若 用 局 部 坐标 玉 表 示 , 则 
(900) = 了 党](0)，(d7)(0) 之 非 进化 性 就 表示 为 雅 可 比 算 阵 非 退化 . 亦 即 其 行列 趟 不 
为 0. 但 那 蛙 即 已 指出 ,这 并 非 充分 条 件 ,而 只 局 部 地 才 是 充分 必要 条 件 .本 定理 就 给 出 这 个 论断 
的 证 明 . 如果 把 本 定理 中 的 映射 了 用 局 部 坐标 写 为 


入 二 下 (zz 0=f (0, ,0) ,i=1,2,.,n, (12) 
局 部 微分 同 胚 就 表明 ,xz, 也 是 (> ，…,y) 的 光滑 函数 
py 0 p00 0) i120 , 《13) 


而 以 (13) 代 入 (12) 或 以 (12) 代 入 (13) 均 有 

yf [py) (3] ,i=1,2, ,1, 
或 

z= pf (re fr) ,i=1,2 ,en. 
这 就 是 说 , (12) 与 (13) 互 为 反 肾 数 .因此 这 个 定 至 是 反 函数 存在 定理 . 

以 上 我 们 一 再 说 坐标 .现在 也 应 该 把 坐标 的 定义 说 明白 ,对 于 线性 空间 R" ,所 谓 坐 标 是 指 有 
了 一 个 基底 e1,… ,2 以 后 , 任 一 点 亦 即 任 一 向 量 z 均 可 写 为 = zi 下 tt tes (rs, ) 
即 此 向 重 (或 记 为 此 点 x) 的 坐标 .现在 我 们 讨论 的 0 虽然 是 及" 的 一 个 开 于 集 , 却 不 是 线性 空 
间 , 这 时 所 谓 坐 标 即 指 0 中 任 一 点 均 有 一 个 邻 域 与 R" 间 胚 ( 即 双方 一 对 一 且 双 方 连 续 ). 设 了 
对 应 于 R 中 一 点 z= (zy ,x.), 就 说 x 或 (z,.…,z,) 是 了 的 局 部 举 标 .因为 这 种 同 耳 有 许 
许多 多 ,P 就 有 许多 不 同 的 局 部 坐标 例如 z= ，…, xz, ) ,y= (3 而 y=y(z) 或 工 = 
工 (y) .我 们 限于 考虑 y= y(z) 或 =z(y) 为 光滑 的 微分 同 奈 的 情况 .这 样 ,这 些 坐 标 可 以 说 是 
光滑 的 局 部 坐标 . 

定理 中 只 泛泛 地 说 /是 光滑 映射 ,其 实 是 指 , 如 果 JE C ,之 1, 或 C" , 则 了 作为 微分 同 胚 
也 具有 相同 的 光滑 性 , 即 逆 映射 也 是 C ,kh 实 1 或 C“ 的 . 

定理 的 证 明 是 利用 著名 的 压缩 映像 原理 .因为 0 在 Rr 中 之 任 一 邻 域 中 必 包 含 一 个 球 B,(0) 
(B.(P) 表 示 了 为 心 ,r 为 半径 的 开 球 体 ,S, ( 忆 ) 则 表示 这 个 球 的 球 而 )， 以 下 我 们 恒 设 所 说 的 邻 
域 是 一 个 球体 ,未 体 足 一 个 凸 集 , 即 对 球 内 任意 两 点 zi ,x ,连接 它们 的 线段 | x, +(1- 1) x ,0 
和 站 也 全 在 球 内 .这 就 是 说 , 球 不 但 对 于 球 心 是 星 形 区 域 ,而 且 对 其 中 任意 点 都 是 星 形 区 域 .因此 
任 一 可 微 函 数 都 变 成 : 的 函数 ,而 可 以 应 用 中 值 定理 . 

由 假设 (4 力 (0) 是 非 退 化 的 .于 是 在 - 定 坐 标 系 下 它 是 一 个 非 奇异 矩阵 有 &, 即 映射 /的 雅 可 比 
矩阵 .更 用 A" 左 乘 f, 而 A'/ 在 x=0 的 微分 为 工 求解 f(z)=y 与 求解 (A-'。f)(z)=A-'y 是 
等 价 的 ,而 d( 4 “六 (0) = 了 因此 不 失 一 般 性 ,以 下 我 们 都 设 映射 /适合 条 件 (df)(0) = 工 

我 们 下 面 不 考虑 映射 了 ,而 考虑 映射 

82CR" 一 R ,rT mfr) 一 工 ( 即 g(z)=F(z)-) (14) 
它 仍然 适合 g(0) =0, 而 且 


(dg)(0)=(df)(0)- 1=0, (15) 
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因此 , 当 xzE B,(0) 且 p 充分 小 时 , 必 有 中 (dg)(x) < ?7,3 是 任意 小 的 正 数 . 
现在 我 们 用 选 代 法 去 解 方程 
r=y- g(r). (16) 
但 是 这 个 方程 的 解 就 是 映射 y 一 g(xz) 的 不 动 点 :y - g(*):z rz. 因 为 这 个 > 必 适 合 
X=y- g(r)=y+tr- f(z) 或 f(z)=y. 
求解 (16) 可 以 使 用 古典 的 逐次 逼近 法 . 即 对 0 附近 的 y, 任 取 z+,€ B,(0) 作 为 零 次 近似 .以 zx, 代 
人 (16) 右 方 ,并 记 所 得 为 zi : 
Ti yg (x0) = y+ ro f(r0), 
然后 逐次 地 做 下 去 , 即 令 
Cit = (Te 《17) 
这 样 得 到 一 个 序列 {x,| .我 们 希望 1x, | 有 极限 = ,而 且 x 即 是 (16) 的 不 动 点 . 
这 样 做 讲解 决 两 个 问题 :一 是 要 保证 每 次 得 到 的 zx, 部 在 g (zx) 之 定义 域 ( 亦 即 /之 定义 域 ) 
中 ,例如 适合 z,€ B,(0) ,然后 再 证 1z,| 收 敛 . 为 了 做 到 这 两 点 ,首先 是 取 3 所 Bt (0),p 待定 , 然 
后 证 明 映 射 g 在 B,(0) 中 适合 
1g(z -eg(z NCE a. (18) 


这 个 式 子 的 证 明 见 后 . 
于 是 对 于 固定 的 y. 如 果 已 作出 了 z , 则 对 于 zx, = yg(x,), 因 为 g(0)=0, 帮 有 


EE 


< +=p. 


即 是 说 ,只 要 ‖ ,| <p, 必 有 上 xi- <p: 但 ro 是 取 在 B,(0) 中 的 ,所 以 一 切 zx, 都 在 此 球 中 ， 
从 而 也 在 f(z) 与 gE(z) 之 定义 域 中 . 
其 次 由 (18) 式 


Na lla) g(a) | 
即 是 说 每 经 一 次 映射 ,xi 与 zx 之 距离 比 = 与 zx -之 原 离 全 少 减 半 一 一 所 谓 压 缩 映 像 即 指 
此 ,而 反复 应 用 它 ,有 


eol 和 (二 aa 
所 以 iz, 1 是 R" 中 的 柯 西 序列 ,而 必 有 极限 z EB,(0). 在 (17) 中 求 极限 , 即 得 
I=y-g(7r)=y+z- f(r), 
亦 即 
y= f(z). 
从 而 z 是 方程 y= f(x) 对 国定 于 瑟 ,(0) 中 的 y 的 解 . 
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再 证 这 个 解 是 唯一 的 . 设 有 zx 也 是 y= f(z) 之 解 , 则 f(z)= f(z), 于 是 g(z)-g(x)= 


这 ~- 工 . 但 由 此 有 
1 


Iz- zl= le(z)-e(r) lsslz- rl. 
所 以 子 = 工 . 
余下 的 只 是 证 明 (18) 式 了 .在 蕊 (9) 中 作 直 线 明 ji + 人 1 的 了 ,0S: 执 寺 连 接 x 与 
工 ”两 点 ,在 这 个 直线 路 上 & 成 为 + 的 光滑 函数 ,从 而 


sr -sz 下 Basler + (1 Dr dr 
= | a de (Ded. 


由 于 在 B,(0) 中 dg 上 < %,% 是 任意 小 数 , 故 当 p 充分 小 时 
1g(z ale) <r -a 
这 就 是 (18) 式 . 
现在 证 明 / ! 也 是 可 微 的 .事实 上 ,由 了 为 达 续 可 微 ,可 设 = = ri + 及 应 有 
f(z) fr) t (df (rh + olh). (19) 
这 里 (df) (xz,) 当 x, 在 0 附近 时 ,由 假设 是 非 退 化 的 .用 ACx, ) 表 示 (df)(x,), 则 A-1(x,) 是 存 
在 的 .由 A'{z,) 作 用 于 上 式 两 侧 有 
4T(zD[Fz)- fr)]= i- rtA ' (ror -zr). 

荐 记 y= f(r) ,y=f(z). 则 z= 了 1(y,),(19) 式 可 以 写 为 

FIA ytA ry) Ar)o(z- zr). (20) 
不 过 由 前 而 的 假设 ( 即 已 用 A…(0) 遍 “ 莱 " 方 程 y= f(z) 双 方 ), 可 以 设 A(0)= 了 .所 以 当 
zzIEB(0) 从 而 yytE Be (0)(p 已 设 为 充分 小 ), 有 两 个 正常 数 4 与 4 存在 使 


EA. 


Iz-xl 
1 


0<i<< 
3 


这 样 知道 o(z 一 z1) 即 oly 一 y) .代入 (20), 注 意 到 | 4-Iz 1 志 M(M 是 一 个 适当 正 数 ) ,我 
们 有 ( 记 yy =&) 
fF YE ytAT (Cr)k+o(k). (21) 

这 就 是 说 广 (>) 在 y, 处 连续 可 微 .但 是 y, = f(x ) 可 以 选 为 Bs (0) 中 任 一 点 ,所 以 六 :在 ?= 
0 附近 连续 可 微 . 

定理 中 是 说 道 映 射 4' 与 了 有 相同 的 光滑 程度 .但 这 只 要 利用 素 勒 公式 即 可 得 证 .证 明 的 大 
意 如 下 . 如果 F(z) 在 x =0 附近 属于 C , 则 在 B,《0)(p 充分 小 ) 中 任 取 一 点 xz; ,并 记 工 二 了 1 十 
六 ,这 里 天 = (六 ，…,hy) 是 一 个 二 维 向 量 ,我 们 应 有 


Hr)= f(r) tA rz)+t A(xr)h +o(h''). 
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这 里 =x-xi=f Cy)-f Cy). 令 
zx-r=By)(y- y+ > Bly)(y-y) +O y-y, |"'), (22) 
:fe 


以 它 代 人 上 式 ,注意 到 我 们 已 经 得 出 B(y, ) = A (zi). 现 用 待定 系数 法 计算 B,(y,) ,注意 到 为 
此 只 需 利 用 4 (=,) 即 可 ,而 不 必 考 虑 其 余 的 A.(z,) 是 否 为 退化 .于 是 即 可 得 到 (22) 冻 而 知道 
映射 z= A(y) 在 y=0 附 近 , 至 少 在 Be (0) 中 是 C 可 微 的 ， 

以 上 我 们 全 是 对 实 变量 =,y 来 证 明 反 函数 定理 的 .但 是 这 个 证 明 过 程 对 复 的 自 变量 仍然 适 
用 -这 一 点 读者 容易 看 到 .所 以 若 定 理 中 的 了 是 z 个 复 变量 z= (xz,,…,z,) 到 其 他 x 个 复 变量 
= (mazn) 的 映射 ,FA0) =0, 而 且 f(z) 在 z=0 的 邻 域 中 对 x 是 解析 的 (上 节 中 已 说 了 ， 
对 复 变量 的 连续 可 微 性 就 是 解析 性 ,这 一 点 对 多 个 复 变量 也 成 立 ,而 且 所 谓 对 x = (xz,,…,z, ) 为 
解析 就 是 对 每 一 个 = 分 别 为 解析 ), 则 只 要 {d 站 (0) 是 非 退 化 的 , w = f(z) 一 定 有 唯一 解析 的 逆 
映射 z= /7'(w) 存 在 .这 里 一 切 都 是 在 z=0 与 w=0 的 邻 域 中 来 讲 的 . 

3. 单 射 定理 与 拉 影 定理 下 而 我 们 讨论 mn 与 = 不 相等 的 情况 .我 们 将 得 出 这 样 的 结论 :前 
面 关 于 线性 映射 的 结论 , 当 rank A 取 最 大 可 能 的 值 时 ,局 部 地 都 适用 于 一 般 的 映射 f; 0C 
R" 一 R" ,这 里 了 是 适合 f(0)= 0 的 光滑 映射 ,而 4 是 0 的 充分 小 邻 域 , 上 而 关于 映射 光滑 性 的 
说 明 完 全 适用 于 此 .而 且 0 是 充分 小 邻 域 这 句 话 我 们 也 不 再 重复 了 . 

首先 看 mw < n 的 情况 .直观 地 看 ,了 是 把 R” 中 的 0 映 为 R" 中 过 0 的 "曲面 "(0). 如果 
(4d (0) 是 非 退 化 的 , 则 其 秩 是 mx,“ 曲 而 "A 0) 在 f(0) =0 附近 可 否 看 成 一 个 “ 平 而 ”, 即 可 和 用 它 
在 x=0 处 的 切 平面 代替 它 ? 到 现在 为 止 我 们 的 经 验 告 诉 我 们 应 该 是 可 以 的 ,因为 (df)(0) 具 有 最 大 
可 能 的 秩 , 存 m=1 时 情况 (这 时 (0) 是 曲线 )z(1) = (zx,，…,z,), 最 大 可 能 秩 为 站 = 工 就 相当 于 


z(#)0, 评 即 曲 线 z= z(t) 上 没有 奇 点 .因此 现在 我 们 本 以 设想 ,(df)(0) 具 有 最 大 可 能 秩 加 ,也 
就 意味 着 “曲面 "7F( 2)》 上 没有 奇 点 (没有 临界 点 ). 但 是 我 们 还 要 再 提醒 一 下 ,这 里 奇 点 并 不 是 某 一 
坐标 或 其 某 阶 导数 变 成 无 穷 之 类 ,而 这 也 是 不 会 有 的 ,因为 我 们 已 经 假设 了 /是 光滑 的 .读者 可 以 
回想 一 下 莫 尔 斯 引 理 ,那里 是 讲 的 一 个 函数 (但 是 它 是 m >1 而 n=1 的 情况 ,与 此 不 同 ) ,化 成 
f= 局- 加 吉 ， 后 ,说 2=0 是 一 个 奇 点 一 临界 点 , 即 指 该 西数 的 所 有 的 一 阶 篇 导数 在 = 
=0 时 均 为 0, 因 此 有 许多 事 就 不 能 用 了 来 作 . 例如 不 可 以 作 一 个 坐标 变换 ,使 /=0 变 成 “坐标 平 
面 ", 比 如 % =0. 这 是 因为 上 而 我 们 已 经 说 了 ,所 谓 坐标 变换 必须 是 认 少 局 部 地 是 微分 同 肛 , 因 此 其 
雅 可 比 行列 式 不 能 为 0. 但 车 以 y, = 了 , 则 雅 可 比 行列 式 有 -- 行 在 z=0 处 全 为 0: 

(a) (于, 

EEN EE 0 了 ZI 9x 
而 我 们 现在 正 是 想 作 一 个 坐标 变换 g, 把 曲 而 f( 0) 在 原点 附近 "拉平 "成 为 " 坐 慰 平 而 "( 见 图 

“ 3- 5- 3 右 列 ). 如 果 做 到 了 这 一 步 ,从 几何 上 看 ,也 就 与 图 3- 5 - 1 完全 一 样 了 .可 见 现在 的 符 标 

变换 g 就 起 了 .个 “拉平 "“ 拉 直 " 的 作用 .那么 这 个 g 与 原来 的 了 究 竞 是 何 关系 呢 ? 为 了 弄 清 
这 一 点 ,我 们 把 源 空 疝 “ 添 上 "一 个 R…" 维 子 空间 (用 线性 代数 语言 来 说 就 是 求 直 和 ”) 成 为 一 个 
扩大 的 源 空间 R* 而 与 鞠 空 间 同 维 数 .图 3- 5 - 3 左 用 虚线 描述 了 这 个 过 程 .这 时 ,原来 的 映射 
也 "扩大 "成 了 下 .于 县 整个 过 程 就 是 ;通过 下 把 0" 变 曲 "为 靶 空 间 中 的 F(Q) 再 在 和 点 问 中 作 


0. 


mlz 
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坐标 变换 g 把 A( 如 ) 拉 平 .总 之 , 硕 着 图 3 一 5 一 3 的 斜 线 看 ,我 们 有 一 个 由 扩大 的 源 空间 R" 到 作 
为 靶 空 间 的 R* 的 映射 , 它 大 由 g- 下 实现 的 .如 果 g* 下 = id, 则 g 必 适 合 所 求 .所 以 g 是 下 的 逆 
映射 .这样 一 来 ,我 们 会 得 到 一 个 什么 样 的 定理 ,又 如 何 去 证 明 它 也 就 十 分 清楚 了 .定理 3 的 记号 
与 前 面 讲 的 一 样 . 


Rers 了 
| 
| /0 
| Ee 
总 
( 源 空 间 ) 
Bf | 
ge°F R 
拉平 的 
pre 
(向 空间 ) 
图 3-5-3 


定理 3( 单 射 定理 ) 设 m<n,f;0CR" 一 R" 是 一 个 光 漠 冉 射 , 且 /(0) = 0. 车 (dP)(>) 在 
一 0 附近 全 了 最 大 可 能 秩 . 风 必 有 由 0 R" 的 菜 个 充分 小 委培 ( 即 设 为 0) 到 0 的 另 -一 个 邻 志 
的 微分 同 肘 g， 使 得 &(0)=0， 而 且 


1 


(gf) (rs, zn) = 了 (后 mn 一 到 个 元 为 0). (23) 
0 
证 ”不妨 设 /的 雅 可 比 矩阵 的 左上 角子 矩阵 
5 
= (到 ) 和 


在 z=0 附近 是 非 退 化 的 .“ 扩 大 " 源 空间 , 即 引 入 新 的 R"… , 令 其 中 之 点 的 坐标 是 (xz 
zu) ,并 定义 新 的 映射 


tts 


庆 了 | 


下 (0 
{24) 
显然 下 (0) =0, 面 且 它 在 > =0 处 的 雅 可 比 矩 阵 是 
3 下 
ro 0 =- "| 


* I 
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由 于 已 设 det J1《0) 去 0, 所 以 det (0) 云 0, 而 由 反 汞 数 定理 .下 必 有 局 部 着 下 = g,g(0) =0, 而 
8g"『=id: R"R".R" 既是 扩大 的 源 空间 ,又 是 车 空间 .把 g 用 局 部 坐标 写成 g, 一 & (3 ,…， 
9 ,1i 人 x, 则 go 下 = 设 .上 即 


gi1(Flzri,, za))= zr, (25) 
Br (F(xis, I,.)) = I,. 
再 由 扩大 的 源 空间 回 到 原来 的 源 空间 , 即 令 z,., =…= z=0. 由 (24) 知 这 时 下 变 成 ,而 (25) 


即 成 为 (23) .定理 证 毕 . 

注 我 们 不 说 (df)(z) 在 z0 处 之 秩 为 mn, 却说 (df) (<) 在 ==0 附近 的 秩 均 为 后 ,这 是 
因为 各 是 一 个 可 以 突然 变化 的 量 . 例 如 二 阶 乱 隆 {> 1 许 z 关 0 处 的 秩 是 2, 而 在 x =0 时 却 突 
然 变 为 1. 这 个 情况 正 是 我 们 想 要 避免 的 . 本 来 ,假设 了 光滑, 至少 fE Cl, 则 rank A = 
rank(df)(z) 是 xz 的 连续 函数 .车 rank(df)(0) = mx, 则 在 x =0 附近 均 有 rank (df)(z)= zn, 而 
上 面 的 情况 不 会 发 生 . (但 若 rank A 在 基点 小 于 最 大 可 能 值 ,在 其 附近 则 不 一 定 不 发 生 突变 
了 .这 种 情况 我 们 的 说 法 是 : 非 退 化 性 是 稳定 的 ,而 退化 性 则 是 不 稳定 的 ) 我 们 对 定理 的 陈述 在 
“一 0" 后 而 画 星 添 足 地 加 了 "附近 "一 字 ,无 非 是 提醒 读者 注意 这 件 事 ， 

下 面 我 们 再 来 看 wm > * 的 情况 . 我 们 仍 从 几何 说 明 开始 ,现在 情况 就 简单 多 了 在 映射 
下 ,各 空间 中 的 原点 0 之 原 像 "(0) 是 源 空间 中 过 x = 0 的 一 个 “曲面 ”其 维 数 是 一. 图 
3-5-4 中 夯 的 是 一 条 曲线 ,这 是 因为 更 商 维 数 的 几何 图 形 画 不 出 来 .问题 在 于 它 会 不 会 有 奇 点 ? 
在 讲 单 射 定理 时 ,我 们 以 mm =1 的 特 便 ( 这 时 映射 成 了 一 条 曲线 ) ,比照 著 曲 线 上 有 没有 有 由 界 点 
的 情况 ,说 (9) 是 R" 中 的 曲面 .现在 不 妨 也 看 一 个 特例 , 设 a =2, 于 是 映射 了 成 为 

fr ), 
y= f(r a) (26) 
而 /7'(0) 就 是 将 上 式 左 方 的 y, , y， 换 成 0, 并 求 其 全 部 解 而 得 .例如 设 可 从 f,=0, ,=0 中 解 出 


ER 


Pa 
TI = pa(Tyy Ts ) (27) 
《下 面 我 们 会 看 到 , 当 “ 最 大 秩 " 假 设 rank df(0) = ”成 立时 这 总 是 可 以 作 到 的 ) ,由 此 可 见 广 (0) 
是 一 个 mn 维 "曲面 ", 它 是 没有 “ 奇 点 "的 ,而 (27) 是 它 的 参数 表示 . 到 了 这 一 步 ,下 面 就 应 考 
虚 如 何 把 产 “ 拉 平 ” 办 法 仍 是 作 坐 标 变换 . 不 过 现在 要 在 源 空间 中 作 变 换 了 ,这 就 是 图 3 -5- 4 
左 仙 ,由 下 到 上 是 ,kh 当然 不 会 是 线性 的 , 理 则 它 不 会 把 弯曲 的 广 '(0) 拉 直 . 但 是 再 加 上 一 个 
向 右 的 非 线性 的 了, 却 成 为 由 直 的 源 空间 R" 到 直 的 半空 间 R* 的 产 疡 .我 们 想到 是 否 可 以 通过 
“扩大 "加 空 间 , 把 两 个 非 线性 映射 复合 成 一 个 线性 的 投影 映射 :RR" 一 RR"? 办 法 和 上 面 是 一 样 
的 :扩大 " 靶 空 间 为 R" ,同时 “扩大 "映射 为 下 ,使 F 成 为 一 个 微分 同 胚 ,再 作 其 逆 及, 然后 再 限 
制 下 为 F 即 可 . 
定理 4( 投 影 定 理 ) 设 :QCR" 一 R" ,肛交 肖 喘 针 ,0 是 0 的 一 个 充分 小 令 城 /C0) = 
0. mn , 坟 (d/)(z] 丰 > 附 巡 全 取 最 大 可 能 瑞 , 则 必 有 有 由 后 到 0 在 R” 中 的 员 一 名城 的 后 分 
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图 3-5-4 


网 紧 4,h(0)=0. 使 得 


(foh) zis zn) rT Ta Tn) = Tt Tn 


它 将 广 :(0) = 1(0z sz ,30,…,0 半 过 化 - 
证 (df)(z) 是 一 个 wX m 和 矩阵 ， 


3 .2 
EE EE 
J=): : |， 
3 六 af, 
了 
设 它 的 后 m - ? 列 所 成 的 子 矩阵 
ap , 3f 
Bz 
= 了 : 
af a 
zn Br 


非 退化 .现在 把 靶 空 间 扩大 为 m 维 空间 (在 每 个 向 量 前 面 加 me - = 个 坐标 (7 ，…,y。.，,)). 同 时 


把 扩大 为 


即 成 为 
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y(n liCm -nm 
y= br)=- (a) mnt1<im. 


容易 看 到 下 对 x 之 雅 可 比 和 矩阵 是 


它 在 x=0 附近 是 非 退 化 的 ,而 由 反 函 数 定理 知 下 在 0 附近 有 局 部 逆 h, 令 是 由 R” 到 R” 的 
投影 线性 映射 ,r ;RR" 一 RET x. 从 
而 
(fehl zr zn) re PohY rs ra) = rr a) = (re ). 

定理 证 毕 ， 

由 于 定理 2,3,4 极为 重要 ,我 们 要 多 花 一 些 功 夫 加 以 解释 . 定理 3,4 都 涉 太 “曲面 " ,但 是 什 
么 是 曲面 我 们 除了 在 古典 的 微 积分 教 本 中 有 不 其 明确 的 描述 以 外 ,还 没有 认真 讨论 过 . 这 要 等 到 
第 七 章 才 知 道 ,它们 都 是 某 个 欧 氏 空 命中 的 子 流 形 .但 现在 我 们 就 已 看 到 ,确定 一 个 子 流 形 有 两 
个 方法 .其 -是 R" 中 的 mm 维 子 流 形 (m < za) ,局 部 也 部 是 R” 中 茶点 的 邻 域 @ 的 像 ,所 以 可 以 局 
部 地 表示 为 


Y= f(T ri, (29) 
这 里 大 是 光滑 函数 .而 对 于 广 所 构成 的 映射 f; 2CR" 一 R' ,要 求 局 部 地 适合 最 大 秩 条 件 ， 即 
rank 《df)(xz)=m. 但 是 (df)(z) 即 上 述 映 射 的 雅 可 比 和 矩阵， 所 以 ,最 大 秩 条 件 现在 是 :存在 某 
一 个 不 为 0 的 子 行列 式 ， 


det 世 0. (30) 
3 六 af, 
dr ER 
(30) 表 示 (29) 中 有 m 个 函数 1/ 是 互相 独立 的 , 即 不 会 有 例如 
f= Bh st ) 
的 情况 ,否则 ,(29) 式 形式 上 是 n 个 函数 实际 上 独立 的 会 少 于 个 . (29) 式 就 是 通常 微 积 分 教 本 
中 讲 的 曲面 的 参数 表示 . 源 空间 其 实 就 是 参数 (z; ,…,xr, ) 所 成 的 空间 . 
表示 曲面 的 另 一 个 方法 是 给 出 定义 它 的 方程 
fri ra) =0. = 工 2 (31) 
但 是 这 一 组 方程 的 左 方 函 数 又 定义 了 一 个 映射 f= (ff.,…,f,) :OCR" R'm>n， 
F=f(rr ) 
所 以 这 个 曲面 就 是 上 述 映 射 下 0E R" 的 原 像 广 :(0) .这 时 最 大 秩 条 件 rank (df) (x) = 又 是 不 
可 少 的 .否则 (31) 中 实际 上 独立 的 个 数 少 于 = . 当 (31) 中 独立 方程 个 数 为 时 ,它们 局 部 地 定义 
一 个 m -x 维 曲 面 .车 独立 方程 个 数 小 于 ”, 则 它 定 义 一 个 更 高 维 的 对 象 . 
作为 曲面 ,不 论 用 什么 方法 去 确定 它 都 不 应 该 影响 它 的 性 质 . 那 么 曲面 的 性 质 是 什么 呢 ? 这 
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两 个 定理 告诉 我 们 :就 是 局 部 地 可 以 “拉平 ", 也 就 是 微分 同 胚 于 一 个 线性 空间 的 开 集 - 前 一 个 情 
况 干 是 同 胚 于 源 空间 RR” 中 0 的 邻 域 2 .后 一 个 情况 我 们 没有 说 .实际 上 是 同 胜 于 了 R" “中 0 的 
某 个 邻 域 2 .我 们 前 面 多 次 说 这 个 曲面 是 无 奇 点 的 . 那么 ,什么 是 无 奇 点 呢 ? 现在 可 以 明确 了 ， 
无 奇 点 就 是 微分 同 肚 于 荣 个 R* 或 R* “中 的 开 集 ,最 大 秩 条 件 才能 保证 无 奇 点 . 

定理 2,3,4 都 把 几何 问题 化 成 了 代数 问题 , 试 以 定理 3 为 例 ,那里 的 证 明 是 通过 构造 7 
实 是 下 } 之 左 逆 g 来 实现 的 .不 过 要 注意 ,这 里 不 能 写 为 f*g ,因为 g:R" 一 R" 是 扩大 了 的 源 空 
间 中 的 微分 同 胚 .g 的 像 在 R" 中 ,而 /只 定义 在 R” 中 ,所 以 f*g 是 没有 意义 的 .因此 ,定理 3 
是 通过 作 了 的 左 逆 来 证 明 的 .同样 ,定理 4 是 用 的 上 的 右 道 产 ,因此 定理 3 是 说 f 有 左 逆 g:g°f 
二 设 .( 不 过 这 个 记号 不 准确 .因为 g*f:R" RR" ,而 但 等 算 子 id 不 会 作用 于 不 同 空间 中 .) 用 链 
式 法 则 有 


ag- | 中 
0 
这 里 df 是 nn x m 垂 阵 ,其 左 逆 dg 是 nx n 矩阵, 这样 上 式 才 有 意义 .类 似 地 ,定理 4 是 说 有 右 
道 总 := 过, 故 
dfrdh={0 1). 
dh 是 mx m 和 矩阵 .现在 我 们 再 回 到 线性 代数 的 问题 , 设 有 n x m 矩阵 和 , 阿 
Ar=b bER’,rER” (32) 
何 时 有 解 ? 何 时 解 为 唯 的? 现在 很 清楚 , 若 4 有 左 道 47 1 , 则 (32) 若 有 解 必 是 唯一 的 : 
工 = 各 ;五 ， 
这 时 4 必 为 单 射 .类 似 地 ,车 A 有 右 逆 A ， 则 (32) 必 可 解 ,因为 xz =A;%b 就 是 (32) 的 解 .这 时 
A 必 为 满 射 ,也 就 是 投影 线性 变换 . 总 之 我 们 可 以 列表 如 下 : 


Le 丙 二 R mn 
最 天 陵 条 件 nk) mark (df Cr mn rank (dn 
迁 咎 子 情况 C307) 有 在 浊 (ape) 可 闻 (4 让 (x) 有 有 并 
映射 的 特点 Cd 为 单 (aC7) 为 一 一 上 有 Cd 为 满 和 
几何 等 公 了 了 为" 潭 人 了 为 微分 同 肝 了 为 "外 时" 
DD) 为 mn 维 于 流 形 、 ON 
流 形 为 mm 维 子 演 形 
了 AC) 为 m 维 了 流 形 即 0 之 另 一 个 邻 城 维 于 流 形 
结论 
定理 3 定理 2 定理 4 
我 们 前 面 已 说 过 d 了 即 相 应 于 了 的 切 映射 . 它 是 线性 空间 之 间 的 映射 ,而 这 些 线性 空间 是 相 


应 流 形 (m <n 时 的 太 Q);m=n 时 的 Q;m>>n 时 的 /-'(0)) 的 切 空间 .所 以 ,如 果 用 一 甸 话 来 
概括 以 上 所 说 , 那 就 是 :在 最 大 秩 条 件 下 , 切 空间 之 间 的 切 有 映射 ,很 好 地 局 部 表现 了 诛 空间 之 间 的 
映射 的 几何 特性 . 


我 们 不 妨 再 从 一 本 名 车 工 .Hormander, The Analysis of Linear Partial Differential Operators ， 
工 中 抄录 一 段 人 文字 稍 有 修改 ;看 一 下 该 书 中 这 人 矢 定 理 总 结 成 什么 ， 
定理 设 ACR",f: QR" 为 C' 映射 ,0E 0, 且 /(0)=0. 存 在 由 0=/(0) 在 R" 中 的 一 个 
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邻 域 到 R" 的 C' 映射 8:w>RR" 使 得 a)f"g= id 于 f(0) 附 近 , 即 g 六 之 局 部 有 逆 ,b) gs 
= 这 于 0 附近 , 即 g 为 之 局 部 左 道 ;c)a*f=id, 于 0 附近 , 目 f*g=id 于 f(0) 附 近 ; 即 gg 为 
之 局 部 逆 . 其 充 要 条 件 是 存在 一 个 线性 映射 4; R" 一 R" 使 得 a) (df) (0)A = idx;b') 
A(df(0)=(idwn ;Cc )(df)(0)A=idrr 同 时 ACdf)(0)= ia . a) 等 价 于 (df) (0) 为 满 射 ;b ) 
等 价 于 (df)(0) 为 单 射 :c) 等 价 于 (df)(0) 为 一 一 贞 射 , 且 g 在 A(0) =0 附近 是 唯一 的 、 

证 .a ),b) 与 o) 之 必要 性 均 可 由 链 式 法 则 直接 得 出 .所 以 下 面 只 证 明 它 们 的 充分 性 . c) 中 
& 的 唯一 性 可 以 从 以 下 事实 看 到 :车 g, 与 82 是 存在 的 . f*g = id,g;*f= 座 已 经 得 证 . 则 g, = 
g2°"f°g1=B2"(f*81)= Bg2*id = gi. 故 所 有 左 逆 g2 均等 于 某 一 指定 的 右 逆 8 ,从 而 左 逆 唯 一 ， 
同 理 右 逆 也 唯一 .因此 ,定理 归结 为 由 a )、b ) 证 明 g, ,gz 存在 .这 可 由 和 逐步 逼近 法 完成 . 今 设 a ) 
或 b) 成 立 ,车 必要 时 用 (df)(0) 去 左 乘 或 右 乘 A, 可 以 假设 (df)(0) = 工 取 9$>0 充分 小 可 以 设 


当中 zx <3 时 上 gf(z) - 工 | < 序 . 因 此 ,车 = ,zs 均 在 Bs(0) 内 ,由 /之 可 微 性 , 令 有 = xz- 
zz 有 


ICs0 -fra) Tr- za) 1 EF le- zl. (33) 


故 着 F(z ) = f(z2), 则 上 式 成 为 上 zz 过 寺 上 zz 上, 而 当 x, 关 zs 时 这 就 是 矛盾 . 因 
此 , 著 *),b') 成 立 , 则 a),b) 中 的 g 着 存在 必 为 唯一 的 .现在 只 需 证 明 对 任 一 个 yE Bs (0),-- 定 
在 3(0) 中 能 找到 一 个 z 使 F(z)=y, 这 样 一 来 ,Bs(0) 中 任 一 点 y 必 对 应 于 B4 (0) 中 唯一 一 


点 z 使 /(z)=y. 令 z=g(y) 即 知 局 部 的 左 逆 或 右 逆 g 是 存在 的 .从 而 a) ,b) 中 的 结论 , 除 gE 
C! 以 外 均 得 证 明 .所 以 现 证 适合 f(x)=y 的 x 在 53(0) 中 存在 . 作 一 串 ix | 使 


TT Et yy fre) k= 1,2,, (34) 
其 中 z=0. 于 是 
Iz-zol=lel=hyl < 
邵 果 已 证 得 | z <8,;=0,1,…,% 一 1, 则 
Haz = a fx) zt F(z) 
-1 
Fl 
因此 一 方面 有 
EEE 


一 方面 又 有 | z, } 是 一 个 柯 西 序列 ,所 以 有 极限 x EB (0)CB,(0). 在 (34) 中 求 极 限 即 知 f(x) 


余下 只 需 证 明 gE C' .现在 g(y) 已 定义 于 B3(0) 中 , 令 
BY)= Tg(y+th)= r+h, 
则 
k= f(z+h)- f(r)= (df) (x) b+ ol | hl ). 
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但 由 (33) .1 一天 | < 上 .所 以 上 12< <21h .而 由 上 式 可 得 , 当 上 = 0 时 必 有 
A=0, 
EI 


这 里 7 是 任意 小 正 数 ,因此 (df)(z) 可 北 . 其 送 适 合 不 等 式 上 [(df)(z)]' 中 <3. 所 以 
A=[(df Cr}] kt ol(k) 
而 知 g 是 Ci! 的; 
(dg)(3)=[(df (7)] ,y= f(x). 
以 上 的 证 明 录 自 原 书 第 二 版 ,9 页 ,定理 1.1.7. 

至 此 我 们 看 到 微分 学 的 基本 思想 一 一 略 去 高 阶 无 穷 小 量 而 只 留 下 Ar 的 线性 部 分 df, 亦 即 
线性 化 ,经 过 很 长 时 间 的 发 展 ,吸收 了 许多 新 的 数学 思想 和 新 方法 .新 概念 ,例如 丈 步 逼近 法 , 切 
空间 , 切 肌 射 等 许多 线性 代数 的 知识 凝 成 几 个 定理 ,其 内 容 何等 丰富 ,然后 经 大 手笔 , 短 短 一 两 页 
义 都 号 清 想 了 .这 个 总 结 性 的 定理 我 们 花 了 十 几 页 篇 幅 才 讲 清楚 ,原来 只 是 如 此 . 再 仔细 一 看 这 
个 证 明 没有 哪 一 部 分 不 是 我 们 已 经 讲 过 的 .整个 数学 科学 就 是 这 样 发 展 的 ,我 们 学 好 一 门 数学 分 
支 也 得 这 样 反 复 消化 .读者 可 能 会 感到 难 , 把 多 少年 的 数学 发 展 结晶 为 这 样 简洁 的 证 明 自 非 易 
事 .但 是 从 另 一 方 而 看 ,在 “hh 是 不 是 无 穷 小 量 ?" 这 类 云 遮 雾 拖 的 问题 里 转 ,到 一 两 百年 才 换 来 今 
旺 的 满目 清明 ,内 非 更 难 ? 

4. 隐 荔 数 定理 ” 隐 函 数 问题 在 整个 数学 中 具有 特殊 的 重要 性 .在 非 线性 分 析 中 它 起 特别 重 
要 的 作用 .我 们 现在 要 利用 反 函 数 定理 解决 在 有 限 维 线性 空间 中 的 隐 函 数 问 题 , 它 将 为 更 一 般 的 
情况 提供 一 个 最 简单 的 模型 ,这 就 是 设 有 R” 和 R",r=(z,… ,x,) ER" ,y= {yy jE 
R". 设 在 Ux V(UCR” ,VER") 中 给 出 ”个 方程 

下 CE {35) 
而 且 设 0E U,0E V 使 得 广 (0,0) = 日 . 问 能 否 从 (35) 中 决定 ,加 为 x 的 函数 :y= y, (zi， 
zm) ,而且 适 合 0= y,(0)? 如 果 简 单 地 看 ,这 个 上 决定 了 一 个 映射 

= (Fi fx,y), 

它 映 UX V 一 RR" .如 果 用 由 = (ab…as) 记 靶 空 间 R" 中 的 点 . 则 求解 (35) 就 变 成 了 研究 原 像 
六 (0) .但 是 简单 地 应 用 反 郴 数 定理 是 不 行 的 ,因为 我 们 要 解 决 的 问题 是 把 x 与 > 分 开 , 它 要 求 
在 /"'(0) 上 给 定 了 一 个 x 恰好 有 一 个 y= y(z), 即 / !(0) 是 某 个 函数 的 图 ,而 且 要 求 此 画 数 有 
一 定 的 光滑 性 .所 以 我 们 要 把 反 函 数 存 在 定理 的 应 用 稍 吉 修改 ,而 有 

定理 5( 隐 函数 存在 定理 ) 设 UCR”,VCR" 是 两 个 开 集 ,其 中 之 点 的 坐标 分 别 是 
zy 而且 0E U,0E V. 著 11:UxVCR"xR">R" 是 -个 光滑 
睹 射 ，f(0.0)=0, 而 且 (d,/) (0,0) 是 R' 一 RR" 的 线性 同 构 ( 即 有 逆 映 射 存在 ,这 里 坑 z 为 参数 
候 ), 划 必 丰 在 0 UU 的 一 个 类 通信 城 9 ,以 及 唯一 的 光洁 映射 5:0V, 使 8(0) =0, 而 且 

f(x,g(r))=0.7EN. {36) 


证 考虑 一 个 新 映射 
p:UxV2xR" xR" 
(zr, fr,y)). 
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它 在 (0,0) 处 的 雅 可 比 矩 阵 是 

I 0 

TL p00,0)) 
它 自然 是 非 退化 的 ,于 是 由 反 函 数 存 在 定理 知道 pg ' 在 (0,0) 附 近 存在 :gp !'[(z,f(z,y))]= 
(r,y). 由 0,0)=0, 可 知 p(0,0)=(0,0) , 今 证 g(x ,0) 就 是 隐 函 数 y= 8(z) 的 图 (graph) . 
一 个 函数 y= g(x),xEU,yEV 的 图 就 是 Ux Y 的 一 个 子 集 f(z,y)iCUxV, 而 其 中 不 会 
含有 两 个 形 如 (xz,y1),(z，y3) 的 元 (y, 产 y;). 即 是 说 同一 个 x 不 会 对 应 于 两 个 不 同 的 y, 和 y,. 
这 正 是 画 数 定义 之 所 以 必须 的 .9 1(z,0)} 是 隐 冰 数 图 的 证 明和 如 下 : pg-'(xz,0) 是 一 个 m+n 维 
向 量 , 它 的 前 mm 个 分 量 就 是 (zx,0) 的 前 m 个 分 量 z, 若 记 后 xt 个 分 量 为 y, 则 9 ' (zr.0)= 
《ZT19y). 因 此 (xz,y) 由 (zz,0) 单 人 秆 地 决定 ,从 而 y 由 zz 单 值 地 决定 ,不 会 发 生 同 一 个 x 对 应 于 不 
同 的 ?, 天》 的 情况 .所 以 y 是 z 的 某 个 函数 g(xz) 之 值 :y= g(xz). 今 证 这 就 是 方程 (36) 决 定 的 
隐 函 数 .事实 上 ,由 P(z,y)=(z,0) ,而 9 之 定义 给 出 g(z,y)= f(z,y). 所 以 
(rz,0)=p(r,y)= pr,gtr))= (x, f(r,g(7))), 

即 是 说 g(xz) 适 合 (36) 式 ,而 县 由 9 把 (0,0) 一 对 一 地 且 为 (0,0) 知 g(0,g(0)) = (0,0), 即 g(0) 
= 人 0. 总 之 我 们 有 | pg '(x,0)|CC| 隐 函数 g(x) 之 图 |. 

反 过 来 还 要 证 朗 ! 隐 函数 g(z) 之 图 |C19 '(z,0)1. 事 实 上 ,车 由 (36) 定 义 的 隐 函 数 存在 ， 
记 为 g(x) ,这 里 g(0)=0, 则 由 f(z,g(zr))=0 有 gp(z,g)=(z,f(x,g)) =(z,0). 所 以 
(zx,8)E fg (zx,0)|, 而 上 述 包含 关 系 得 证 . 

总 结 以 上 所 述 可 知 由 p 之 道 映射 p ! 存 在 且 为 唯一 即 知 (36) 决 定 的 且 适 合 g(0) = 0 的 隐 范 
数 是 存在 与 唯一 的 .现在 由 及 9” 之 可 微 性 证 明 g(z) 在 z=0 附近 可 微 .由 pg-' 在 (0,0) 附 近 
可 微 即 知 


(z+h,glrth))- (rg(r)=p (r+h,0) -oz0) 
=(dp (zx,0)hR+tol A). 
它们 后 n 个 分 重 就 给 出 
g(x+h)- g(r)= (dp (Oh+o( hl). 

这 里 (dg ')(0) 表 示 由 (dp “') (zx,0) 之 后 4 行 所 成 的 矩阵 所 代表 的 线性 映射 .因此 8 是 可 微 
的 . 

与 定理 2 一 样 , 当 FE C* 或 为 复 解析 时 ,g(xz) 也 是 C* 光滑 或 复 解析 的 . 

5. 牛顿 方法 ”上 而 我 们 提 到 了 反 函 数 问题 与 隐 函 数 问题 都 涉及 方程 f( x) =y 或 f(x,y) 
=0 的 求解 问题 .定理 2 证 明了 ~- 个 基本 存在 定理 ,其 基础 是 逐步 示 近 法 .实际 上 ,我 们 首先 是 把 
求解 方程 A(z)= 》 的 问题 化 为 求 易 射 z~~y- g(x)(g(z)=/(z) -zx) 的 不 动 点 ,然后 给 出 了 
一 个 适 代 程序 . 


自 Bs (0) 中 的 任意 ze 开始 ， 
| : (37) 


令 坟 vy 


为 了 证 明 # ze 1 的 收敛 性 ,我 们 看 到 dg(0) =0 从 而 | (dg)(z) 上 在 Bs (0) 中 可 以 任意 小 (这 里 用 
的 是 1 g(x')-g(zx"*)l < 了 1z” 一” 上 ), 在 这 里 起 了 决定 作用 .适合 这 种 条 件 的 映射 称 
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为 压缩 映射 ,所 以 我 们 实际 上 证 明了 压缩 映射 有 不 动 点 存在 .但 是 不 动 点 问题 是 数学 中 的 一 个 重 
大 问题 .压缩 映射 有 不 动 点 存在 只 是 其 最 简单 的 一 例 . 一 个 比较 著名 而 且 十 分 有 用 的 是 布 劳 威 尔 
不 动 点 定理: 车 / 是 隐 R" 中 的 一 个 球 到 其 自身 的 壬 续 阮 射 (不 需要 压缩 性 ). 则 / 必 有 至 少 一 个 
不 动感 . 但 是 由 于 它 的 本 质 与 压缩 映射 定理 完全 不 同 ,后 者 涉及 度量 空间 的 完备 性 ,而 前 者 则 与 
连续 映射 的 拓扑 度 有 关 , 所 以 我 们 只 把 它 作为 第 六 章 的 一 个 附录 来 讲 . 

除 此 以 外 ,压缩 映射 定理 讲 的 是 一 个 选 代 程序 (37) ,而 和 迭代 程序 有 许多 种 ,相应 于 求 某 一 方 
程 F(z)=0 的 近似 解 的 不 同 选 代 方法 .现在 以 一 个 自 变量 z 的 一 个 耳 数 F(x) =0 之 解 为 例 . 设 
F(x) 是 定义 在 [a ,5] 上 的 连续 函数 ,F(a):F(5) <0. 微 积分 教科 书 中 常 讲 到 用 割 线 法 去 求解 
F(z)=0. 我 们 可 以 取 zo = a( 著 恰好 F{x。)=0, 则 是 一 件 很 偶然 的 事 ), 然 后 连接 (a ,F(a))， 
(5,F(B5)), 它 必 与 y 一 0 有 一 个 交点 . 设 它 是 y=0 上 之 ri 点 .然后 作 (zi, F(xi)) 又 与 
(5, 下 (5)) 相 连 ,并 设 割 线 与 y=0 交 于 x 点 , 仿 此 进行 ,得 到 一 串 近 似 的 jj] ,jz | 的 极限 工 即 


是 F(z)=0 之 解 (图 3-5-5)， 
用 公式 写 , 过 (a ,F(a)),(5,F(5)) 之 割 线 为 


y- F(a)= EF -a). 
所 以 
= bro FE 
T= Xo FU TFC) (zo0), 
而 一 般 的 迄 代 式 是 
Tat1 = FO Fe). (38) 
然后 我 们 来 证 明 | x, | 有 极限 x 存在 ,而 + 就 是 F(x)=0 的 {6, PB)) 


解 .我 们 这 里 不 来 证 明 z 的 存在 性 ,只 是 指出 这 个 送 代 程序 的 
收 伍 速 度 是 很 慢 的 . 注意 ,这 个 迭代 与 证 明 反 函数 存在 时 所 用 
的 选 代 (37) 是 不 一 样 的 ,而 且 也 没有 利用 微分 学 的 基本 思想 
《(37) 中 也 没有 利用 微分 ,而 只 是 在 证 明 这 个 映射 是 压缩 映射 
时 才 用 到 了 它 ), 所 以 我 们 会 问 如 何 把 微分 学 的 基本 思想 用 上 


去 ? 注意 到 下 (他 一) -本 (.) (路 去 高 阶 无 雳 小 重 ), 可 “人 


理 把 这 个 式 子 代入 (38) 凡 得 到 一 种 新 的 迁 代 ， 问题 是 己 () 
中 的 “是 什么 ?一 个 方法 是 假设 F'《(.)= F'(5), 另 一 种 是 假设 它 为 F(z,). 这 样 就 得 到 两 种 
迭代 程序 .一 种 是 最 简单 的 . 即 


| 


a 
2 _ 
! 
| 
1 
! 
! 


图 3-5-5 


从 ze = 二 开始 . 

{ Tar = x tlF (xz) Cy- Pz))] (y=0), 39) 
另 一 种 即 是 著名 的 牛顿 方法 (Newton's mothod) : 

从 zo=5 开始 . 

(oi) ty Fl)) (y=0). (40) 
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(39) 叶 称 为 简化 的 牛顿 方法 .图 3-S-6 上 说 明了 这 两 种 选 代 的 几何 意义 .所 以 牛顿 方法 称 为 切 
线 法 .图 上 画 的 是 防 数 F(z)=4( 一 了 的 图 形 . F(x)=0 的 解 是 x =1, 如 果 用 这 两 种 迭代 程 
序 ,而 且 都 从 x。=2 开始 ,我 们 会 得 到 
简化 牛顿 方法 牛顿 方法 
2 xzo=2 

zi =1.4166667 zi=1.416 666 67 

za =1,263 069 1 Ti =1.110 534 41 

z3=1.1784834 z=1.010 636 768 

zi=1.0420014 zx,=1.000 111 557 

zs=1.018 7029 x;=1.000 000 012 


A | A 


mH mn 


简化 牛顿 方法 牛顿 方法 


图 3-5-6 
显然 两 种 方法 都 收 化 于 1. 但 是 很 明显 ,牛顿 方法 收 僵 得 雇 多 了 .我 们 不 来 证 明 这 里 的 结果 ,只 指 
出 :对 于 简化 的 牛顿 方法 我 们 有 
lz ~ zl ,0<A<1. 
而 对 于 牛顿 方 演 则 有 
fm nl | zl 0<8, 

是 一 个 适当 的 常数 ,因此 ,车 | zx, - zo | 相当 小 , 则 |x; 1 的 收 全 要 快 得 多 . 

牛顿 方法 不 但 是 一 个 数值 计算 方法 ,而 且 在 讨论 许多 重要 的 自然 界 现 象 一 例如 太阳 系 的 
稳定 性 一 一 时 会 给 我 们 提供 极 重 要 的 信息 . 整个 说 来 , 渤 代 方法 引 向 了 数学 中 一 些 广阔 的 令 
域 一 混沌、 分 形 等 等 ,这 些 当然 都 出 了 本 书 范围 . 

6. 和 近 烙 朗 白 桂子 法 ” 极 值 问 题 一 直 是 微分 学 的 重要 问题 ， 我 们 在 前 而 即 已 讲 过 局 部 极 值 
与 最 大 最 小 值 是 有 区 别 的 :后 者 实际 上 是 一 一 个 整体 性 的 概念 .但 即 令 是 局 部 概念 ,在 最 简单 的 光 
滑 函 数 情况 下 ,我们 实际 上 是 研究 所 数 的 临界 点 的 问题 .如 果 z 是 f(z) 的 临界 点 , f(z) 在 ro 
并 不 一 定 达到 航 值 .所 以 有 时 我 们 称 开 x) 在 临界 点 处 的 值 为 平稳 值 (stationary value) 而 与 极 值 
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{extremum) 相 区 别 . 
现在 我 们 要 考虑 这 样 一 个 极 值 问题 . 设 在 ze 的 某 邻 域 CR” 中 定义 一 个 函数 (xz), 可 是 
我 们 并 不 是 在 z 的 邻 域 中 求 f(z) 之 极 值 或 平稳 值 ,而 是 在 一 些 补充 条 件 
g(r)=0,:i=1,2,. ,由 (41) 
下 求 f(z) 之 极 值 或 平 称 值 . 当 热 我 们 设 co 适合 条 件 (41). 这 在 物理 上 是 很 自然 的 ,条 件 (41) 称 
为 约束 条 件 (constraints) .如 果 = 1, 则 条 件 (41) 下 求 /(x) 之 极 值 就 是 求 /(z) 在 曲面 pi(z) = 
0 上 的 极 值 .这 种 极 值 问题 称 为 条 件 极 值 问题 . R” 中 的 (mm ~ 1) 维 曲面 称 为 一 个 超 曲面 .如 果 
>t 则 《41) 定 义 一 个 (m 一 总 ) 维 曲面 (或 者 准确 一 些 说 是 R” 的 一 个 (m 一 不 ) 维 于 流 形 ). 当然 
《41) 中 的 上 个 条 件 应 该 是 独立 的 . 曲面. 子 流 形 等 概念 是 以 放 在 光滑 函数 的 框架 下 处 理 最 为 方 
便 , 因 为 我 们 有 完整 的 微分 学 的 再 论 作为 工具 ,因此 ,以 下 我 们 的 目标 函数 f(z) 以 及 约束 中 的 
函数 均 设 为 光滑 函数 (C* 甚至 C” ,这 一 点 前 而 已 经 说 过 ,但 是 现在 不 能 讨论 复 值 示 数 问题 ,因为 
复数 不 能 比较 大 小 ,也 就 无 所 谓 极 值 ). 上 面 说 的 “独立 性 "也 是 不 清楚 的 .模仿 前 面 关于 单 射 定理 


与 投影 定理 的 讨论 ,我 们 把 它 定 义 为 雅 可 比 短 降 3 全 和 在 xu 附近 有 最 大 可 能 的 秩 上 这 


时 自然 会 有 <n. 不 可 能 久 > 严 , 一 方面 是 因为 3 生 六 和 短 阵 之 穆 <min( mm ,4). 同 时 ,一 


个 点 re 只 有 贡 个 坐标 .所 以 不 可 能 满足 多 于 za 个 独立 的 方程 .= mm 也 是 没有 意义 的 ,因为 在 
zu 附近 清 足 (41) 中 的 mm 个 方程 的 点 只 有 一 个 zx, ,这 是 反 函 数 存 在 定理 的 简单 推论 .有 了 这 样 的 
约定 后 ,我 们 就 坷 以 把 (41) 中 的 不 个 沙 数 看 成 一 个 映射 
FACR" TR ,TT ) (pp), (42) 

于 是 适合 (41) 之 点 的 集合 就 是 多，(0). 在 最 大 可 能 秩 的 条 件 下 , 它 是 R" 的 一 个 Cm -A) 维 子 流 
形 M。. 且 xoE M。-4. 而 所 亩 条 件 极 值 问题 就 是 在 (xm - 上) 维 子 流 形 M,.; 上 之 z 附近 求 
f(z) 之 极 值 或 平稳 值 . 

一 个 自 热 的 想法 是 ,既然 映射 (42) 在 zx。 附近 有 最 大 可 能 秩 不 ,我 们 可 以 假设 雅 可 比 矩 阵 的 
上 阶 子 矩 阵 


ap 99 
ERR 5 
J= 
Op ps 
ER EE 
在 ze 处 非 退 化 ,从 而 由 隐 函 数 定理 ,由 (41) 可 以 解 出 
T= (rs re ) i=1,2,",k (43) 
适合 
x = (x ). 


《zt sz) 是 ze 的 mm 个 坐标 .以 (43) 代 和 目标 函数 ,并 记 = (zh Tn) EER” “我们 会 
得 到 定义 于 z“= zi€R" “附近 的 新 目标 函数 
Flz)=F (zr), Pz), ]. (44) 
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于 是 条 件 极 值 问题 就 化 成 了 通常 的 极 值 问题 . 
但 是 我 们 总 是 想 吉 免 应 用 降 函 数 定理 , 因为 把 (z,，…z' ) 解 出 成 为 “的 函数 (43) 是 太 困难 


了 .好 在 我 们 有 
定理 6 谈 OCR" 是 0 者 一个 充分 小 的 令 拓 .在 人 中 交 海 .又 设 有 (42) 式 罕 义 的 由 0 到 


R* 的 光 广 喘 射 多 ,6(0) =0, 且 在 0 中 适合 最 大 铁 菜 件 .车 了 在 约束 pw = 0 下 在 z 二 0 处 取 局 部 
极 值 (平稳 值 ), 则 必 存 在 关 个 常数 (4,,… ,44). 使 得 

d[f- 2 142:](0)=0， (45) 
(Ah ) 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 (Lagrange multipliers). 

证 ”为 计算 篇 单 起 见 , 令 m=2,k=1. 于 是 目标 函数 f= f(z,y), 约 束 条 件 只 有 一 个 
9(x,y) =0. 最 大 秩 条 件 是 (p,q,) 隆 0. 我 们 不 妨 设 o (zy) 天 0 于 (0,0) 附 近 . 于 是 由 约 东 条 
件 可 以 解 出 z= yg(y),0=y(0) ,而 x = y .目标 函数 变 成 

F(y)= fl yy),y]. 
现在 y=0 变 成 了 F(y) 的 极 值 点 ,所 以 
3 af J 
PF’(0) = 于 (0.0+ 0,0)y (0) =0. (46) 
但 由 约束 条 件 , 在 y=0 附近 


9[%(y),?] =0， 


从 而 

,0,0) + p,.(0,0)y (0)=0. 
最 大 秩 条 件 告诉 我 们 

$0)= - gp,C0,0)/9. (0,0). 
代 人 (46) ,并 令 

= 三 (0,0)79-(0:0) (47) 
即 得 
£f.(0,0) — 28,(0,0) =0. 

(47) 本 身 就 是 


乒 (0,0) — ag (0,0) =0. 
岗 式 合 在 一 起 即 (45}) 式 .定理 证 毕 . 

拉 格 遍 日 冬 子 之 所 以 重要 不 仅 在 于 它 使 我 们 不 必 去 构造 隐 函 数 (zx),… ,于 (xz), 而 内 
需要 从 (45) (其 中 共有 nm 个 方程 ) 以 及 约束 条 件 g(xz)=0( 其 中 i=1,2,…,k) 求 出 m+ 上 个 未 
知 数 (zz ,iA ，… uk 玫 这 些 数据 样 不 容易 求 ) ;而 在 于 拉 格 遍 日 乘 子 时 常 有 重要 的 物理 和 
几何 意义 .下 面 看 一 个 重要 例子 : 美 于 二 次 曲面 的 极 值 性 质 一 -这 些 人 性 质 在 物理 上 是 很 有 用 的 . 

设 有 R” 中 的 有 心 二 次 曲面 


Q: SD Gytizi =1, ds = a (48) 
所 谓 “ 有 心 ”, 即 det[ as ] 径 0， 这 样 把 有 抛物 性 质 的 退化 情况 全 排除 在 外 了 . (48) 又 可 用 内 积 形式 
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写成 
QAr,r)=1, A= (4,). (48') 


现在 在 Q 上 求 一 点 使 | z 上 ?=《z,x) 一 2 工 ? 取 平 稳 值 例 如 极 大 .这 就 是 一 个 条 件 极 值 问题 ， 


目标 函数 是 f(x) = 站 > 外 ,(48) 就 是 约束 条 件 ,所 以 上 =1. 如 果 直 接应 用 拉 格 朗 日 萎 子 方法 ,就 
应 考虑 

Flz)= zl? -AAr,r). 
为 了 说 肯 拉 格 朗 日 乘 子 的 意义 我 们 可 以 把 它 化 为 一 个 对 个 问题 .为 此 令 


6(a)= 各 党， 


而 原来 的 问题 :在 (Az ,xz)=1 上 求 一 点 ,使 x 上’ 一 极 大 ,现在 变 成 设法 去 找 ro 使 

G(ro) >min. 
如 果 记 y= zf 站, 则 必 有 1 sy 1 ”=1, 而 G(xz) 变 成 

H(y)= (Ay,y). 
易 列 日 (y)= G(x). 求 G(z) 之 极 小 值 ,就 化 为 在 约束 条 件 1 yy: =1 下 , 求 和 H(y) 的 极 小 值 , 关 
于 五 的 极 值 问题 称 为 原 阿 题 的 对 侦 问 题 ,于 是 我 们 对 

F(y)=CAy,9) -pl yl’ 
应 用 拉 格 朗 瑟 乘 子 法 ， 而 有 
=0 即 Da p02 

用 矩阵 表示 , 即 

(4-Ar)y=0. (49) 
然后 再 求 m +1 个 未 知 数 (y,,…,y。,p). 由 线性 代数 知识 可 见 , 上 式 之 解 中 px 是 A 的 特征 根 ,y 


是 相应 的 范 数 为 1 的 特征 向 量 . 回 到 下 , 则 拉 格 朗 日 苹 子 A 相当 于 二 .机 z 仍 表示 同一 个 特征 向 
时, 不 过 上 z 上" 不 再 是 1. 现 在 4 是 对 称 矩 阵 , 它 一 定 有 m 个 实 特 征 根 , 依 大 小 排列 为 


Hp pe 


我 们 用 以 上 方法 求 出 的 控 烙 朗 日 乘 子 就 是 这 些 y 和 相应 的 4. 如 果 已 求 出 拉 格 朗 日 莱 子 41 = 
二 ,相应 的 工 和 yy 记 为 zi 和 y0 ,约束 条 件 成 为 (Aro ,zy=1 和 和 Ny 12=1.zo 和 yo 是 


相应 于 相同 特征 根 的 特征 向 量 . "适合 (Ax"m ,x 路) =1 就 是 说 向 量 rz 的 两 个 端点 一 个 在 是 
0, 另 一 端 在 二 次 曲面 (Az ,z?= 工 上 .这样 一 来 ,原来 的 条 件 极 值 问题 就 成 为 在 此 二 次 曲面 上 求 
一 点 .使 由 原点 ( 即 二 次 曲面 的 中 心 ) 到 此 点 之 距离 为 极 大 . 以 上 所 得 的 结果 就 是 ;所 求 的 = 是 一 
个 特征 向 量 , 面 利 用 G( ro)-~min 知 这 个 距离 的 平方 即 特征 根 的 倒数 ,这 样 求 出 的 特征 向 量 称 为 
二 次 曲面 的 主 半 轴 . 但 是 有 一 些 特征 根 为 负 , 就 表示 有 一 些 主 半 轴 之 长 的 平方 为 负 , 这 种 主 半 轴 
就 称 为 虚 轴 . 

以 上 我 们 只 求 出 了 一 个 主轴 ,但 实际 上 有 m 个 主轴 . 其它 主 轴 可 化 为 再 附加 男 一 些 约束 条 
件 的 条 件 极 值 回 题 ,我 们 就 不 在 这 里 讨论 了 ， 
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1, 变 分 原理 ”本 章 一 开始 就 举 了 两 个 古典 的 例子 ,它们 不 但 是 微分 学 历史 上 两 个 重大 例 
子 , 确 切 地 体现 了 微分 学 的 基本 思想 一 一 会 去 高 阶 无 穷 小 .而 且 还 有 更 深刻 的 含意 :它们 表现 了 
现 种 不 同 的 方法 论 . 第 一 个 例子 是 牛顿 对 面积 速度 不 变 原理 ( 即 角 动量 守恒 ) 的 证 明 . 牛 力 把 时 间 
分 成 一 小 眉 一 小 段 .第 一 个 小 段 结束 县 间 的 运动 状况 ( 即 质点 的 位 置 和 速度 ) , 即 于 一 小 段 时 间 起 
始 时 的 初始 状况 .如 此 推演 下 去 即 可 穷尽 这 个 质点 运动 的 历史 .我 们 一 向 认为 这 是 机 械 论 的 决定 
论 的 典型 表现 .当时 ,科学 的 发 展 也 只 能 使 人 们 得 到 这 样 的 结论 .但 是 实际 情况 并 不 如 此 简单 . 例 
如 我 们 在 $1 中 讨论 开 普 勒 三 定律 时 ,只 讨论 了 一 个 太阳 对 一 个 行星 的 作用 .实际 上 其 它 行星 、 
卫星 的 影响 都 忽略 不 计 了 , 开 普 鞠 主要 是 从 对 火星 的 观测 中 得 到 的 他 的 三 个 定律 ,如果 他 观测 的 
是 金星 和 水 星 , 则 比较 容易 发 现 天 体 的 实际 运动 与 他 所 主张 的 椭 轩 有 不 可 忽略 的 差距 . 拉 普 控 斯 
与 拉 格 朗 日 都 知道 ,理论 上 的 椭 回 轨道 会 受到 “ 微 扰 (perturbation) .到 了 19 世纪末, 庞 加 莱 开 始 
研究 : 微 扰 的 长 期 积累 的 后 果 会 是 什么 ?他 的 研究 汇集 成 他 的 名 著 《 天 体力 学 的 新 方法 》, 开 辟 了 
数学 的 新 简章 ,其 实 后 来 人 们 研究 得 很 多 的 “混沌 "现象 等 等 在 这 里 都 已 出 现 , 在 此 以 前 ,牛顿 方 
学 意味 着 宇宙 的 一 切 从 初始 时 间 , 即 上 帝 的 手 作 了 “第 一 次 推动 ”the first blow) 以 后 ,就 一 切 都 
决定 了 ,再 无 任何 变化 .所 以 说 “阳光 之 下 没有 新 事物 "(这 句 话 源 出 圣经 ). 用 数学 的 语言 表述 ,这 
种 “机 械 论 的 决定 论 "其 实 就 是 微分 方程 的 柯 西 问题 


dr , 
HA), 


工 | -oz 

的 解 的 存在 性 与 唯一 性 .到 了 19 世纪 末 ,就 提出 了 新 问题 :这 些 解 确实 可 以 一 直到 :->+ co 时 都 
存在 ,还 是 在 某 一 时 刻 :一 了 就 会 发 现 "爆破 "(blow up)? 解 当 + ”+ c 时 的 渐 近 状况 如 何 ? 全 
局 状况 如 何 ?“ 机 械 论 的 决定 论 "一 定 意味 着 可 以 精确 地 计算 解 吗 ” 随 机 性 是 否 以 某 种 方式 存在 
于 决定 性 之 中 ,或 者 二 者 以 某 种 方式 相 联 系 ” 总 之 ,现时 人 们 对 “机 械 的 决定 论 " 的 习惯 的 理解 
中 ,这些 问 题 都 没有 提出 来 .但 是 自 牛 顿 以 来 的 这 种 方法 论 今天 的 内 涵 自 非 当年 之 可 比 .可 惜 的 
是 ,本 书 不 可 能 再 对 此 稍 作 介绍 了 . 

第 二 个 例子 却 是 男 一 种 方法 论 的 典型 问题 . 当 费 马 研 究 光 由 A 到 B 的 折射 时 ,他 遵循 了 另 
一 种 方法 论 . 当 光 才 离开 4 点 后 ,下 一 个 时 刻 上 光 的 位 置 在 哪里 ?我 们 现在 知道 , 光 的 “位 置 "一 
说 很 不 清楚 ,只 能 说 光 的 波 前 是 以 A 为 心 ,ct 为 半径 (c 是 光速 ) 的 球面 .再 往 后 , 则 光 的 波 前 上 
的 每 一 点 都 成 了 次 级 光源 ,于 是 再 经 过 时 间 r 这 些 次 级 光源 又 各 产生 自己 的 波 前 :以 次 级 光源 
为 心 ,cr 为 半径 的 球面 ,把 这 些 新 波 前 的 包 络 找 出 来 ,得 到 一 个 以 A 为 心 ,c(i + z) 为 半径 的 球 
面 ,是 为 光 在 时 刻 :+ r 的 波 前 .大 家 都 知道 ,这 就 是 惠 更 斯 原理 . 它 的 出 发 点 是 : 光 是 一 种 波 , 用 
这 个 方法 也 可 以 讨论 光 的 直线 行进 , 光 的 折射 反射 ,但 完全 是 用 几何 方法 ,主要 是 用 包 络 .但 是 ， 
关于 光 的 本 性 还 有 另 一 种 学 说 即 粒子 说 , 它 认为 光 的 本 性 是 粒子 .牛顿 虽然 是 粒子 说 的 拥护 者 ， 
但 是 没有 见 到 谁 把 牛顿 的 运动 定律 用 于 光 的 粒子 的 解说 .代替 它 , 费 马 提出 了 关于 光 的 传播 的 最 
每 时 间 原 理 ( 即 费 马 原 理 ) :“ 光 在 一 切 可 能 的 路 径 中 必 取 耗 时 最 短 的 路 线 ”. 所 谓 可 能 的 路 径 即 
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不 违背 所 设 问题 中 的 给 定 约束 的 路 径 .在 折射 问题 中 即 由 A 到 折射 面 上 一 点 荆 , 这 一 段 路 径 是 
在 某 种 介质 { 例 如 空气 ) 中 ,而 在 其 中 光 走 直线 ,然后 再 由 工 在 另 一 种 介质 (例如 水 } 中 走 到 B. 因 
此 又 走 男 一 段 直线 .现在 的 问题 是 怎样 从 可 能 的 路 径 中 找到 实际 发 生 的 路 径 ? 用 费 马 原理 .本章 
$1 中 详细 解释 了 这 是 怎样 做 到 的 ,介绍 了 微分 学 的 基本 思想 是 怎样 在 起 作用 ， 

更 在 回想 一 下 , 费 马 原理 实在 是 一 个 牙 明 的 办 法 :我 们 不 必 去 问 , 光 究 竟 是 不 是 粒子 , 质 旺 是 
多 少 , 受 什么 力 的 作用 ,初始 位 置 与 初速 (包括 方向 ) 是 多 少 ?” 如 时 要 这 样 司 该 有 多 少 困难 ? 讲 反 
射 还 比较 好 说 ,不 妨 把 光 的 反射 解释 为 完全 弹性 的 球 在 刚性 边界 上 的 反弹 .折射 又 如 何 呢 ?这 必 
定 会 涉及 介质 的 界面 的 作用 .现在 好 了 ,我 们 完全 不 必 去 管 这 些 事 ; 只 要 能 节省 时 间 就 行 ! 作为 
波动 的 光 有 此 人 性质, 作为 粒子 的 例如 天 体 是 否 也 适合 类 似 的 原理 呢 ? 至 少 和 牛顿 第 一 定律 可 作 如 
是 观 :如 果 粒 子 企 一 均匀 介质 中 运动 而 不 受 外 力 影响 , 它 也 一 定 走 耗 时 最 短 的 路 径 ! 因此 人 们 想 
到 ,大 自然 的 根本 规律 是 否 也 是 一 个 变 分 原理 ? 而 且 把 这 归 之 于 例如 上 帝 最 节约 时 间 等 等 .但 是 
17 一 18 世纪 终究 是 科学 已 开始 摆脱 玄学 和 宗教 束缚 的 时 代 , 人们 再 也 不 会 满足 于 用 抽象 的 思 装 
来 代 赵 对 具体 问题 的 研究 了 . 于 是 出 现 了 法 国人 莫 培 督 (Pierre - Louis Moreau de Maupertuis， 
1698 一 1759). 他 在 1746 年 的 一 篇 论文 “由 形 面 上 学 原理 导出 的 车 于 运动 和 静止 的 法 则 ”中 提出 
了 一 个 他 认为 放 诸 整个 字 宙 面 皆 准 的 “一 般 原 理 " 如 下 :“ 如 果 在 自然 界 发 生 了 某 一 变化 , 则 此 变 
化 所 需 的 作用 量 (action) 必 为 尽 可 能 的 小 .” 他 并 且 认 为 这 个 原理 正 是 上 帝 存 在 的 证 据 . 但 是 , 莫 
培 督 生活 的 年 代 已 是 牛顿 力学 风 廉 一 时 的 年 代 ,再 只 用 宗教 与 玄学 来 回避 问题 已 经 不 可 能 了 . 何 
襄 莫 培 督 本 人 也 是 科学 圈 中 人 .他 曾经 率 队 进 人 北极 转 , 以 实际 数据 来 证 实 牛 顿 关 于 地 球 在 两 极 
比较 扁平 的 论断 -他 曾 任 普 鲁 士 科学 院 主席 ,是 欧 拉 的 顶头 上 司 ,而 且 把 欧 拉 关于 变 分 学 的 研究 
成 果 说 是 应 用 了 他 的 最 小 作用 原理 .后 来 又 陷 人 了 一 场 大 争论 ,终于 1759 年 心力 交 冯 而 病逝 于 
约 输 二 世 什 努 利家 中 . (这 里 附带 发 一 点 议论 ,许多 “知识 产权 ”之 争 现在 回想 起 来 确实 没有 意义 . 
牛顿 和 业 布 尼 欧 之 争 是 如 此 ,但 是 又 有 谁 想到 ,今天 我 们 称 为 牛顿 运动 方程 的 那 一 组 方程 其 实 是 
欧 拉 而 不 是 牛顿 本 人 写 出 来 的 ? 这 是 特 重 斯 德尔 研究 的 结论 , 见 《 天 通 ?》 一 书 ( 迪 亚 库 等 著 . 王 兰 
字 译 ,上 海 科技 教育 出 版 社 ,2001,230 页 ) ;哈密 顿 系 统 归 之 于 拉 格 六 日 更 恰当 .诸如 此 类 的 事 在 
数学 历史 上 比比 党 是 .我 们 只 能 得 出 这 样 的 结论 :重要 的 是 科学 ,科学 家 的 名 声 只 是 第 二 位 的 )、 

英 培 督 的 最 小 作用 原理 真正 的 缺点 是 它 不 能 解决 很 多 问题 .他 定义 “作用 ”是 这 样 的 物理 量 : 作 
用 = 质量 x 速度 x 契 离 .试想 如 果 打 着 重 物 一 - 祖 大 的 M, 很 快 地 一 一 很 大 的 V, 走 了 很 长 的 


路 一 很 大 的 工 ,其 作用 自然 很 大 .从 最 纲 来 说 ,其 量 纲 是 [ M][L1TT]-:TL]= [MJ[##?[ 本 因此 


本 质 上 是 动能 x 时 间 . 如 果 再 考虑 作用 了 多 长 时 间 , 则 作用 量 A = | 全 vdt .但 是 无论 是 接 费 


马 原理 还 是 最 小 作用 原理 时 都 会 得 到 错误 结论 , 例如 达 西 {Chevalier d’ Arcy) 就 指出 , 黄 培 督 的 

例子 中 有 错 . 例如 有 一 个 球面 镜 , 球 心 为 4. 车 在 球 心 处 置 … 光 源 ,而 让 光 从 球 的 四 面 反射 . 费 马 

原理 或 最 小 作用 原理 得 出 的 规律 应 是 人 射 角 = 反射 角 .如 此 , 则 由 A 到 B 的 反射 点 应 是 AB 联 

线 与 球面 的 交点 Q. 这 样 QAB 三 点 共 线 ,成 一 半径 的 延长 线 ,而 光 走 过 的 路 径 是 
AQ+QA+AB=2R+AB 

(图 3-6~1 上 ). 但 是 车 在 球 画 上 取 任 一 点 P, 则 PB<PA + 4B ,因此 现在 光 走 的 路 径 是 PA + PB 

<2R+ AB. 所 以 , 费 马 原理 给 出 的 不 但 不 是 耗 时 最 少 ,反而 是 耗 时 最 多 .但 是 若 A 在 镜 外 (图 
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3-6-1] 
达 西 就 问 


非 极 小 值 
最 小 作用 


我 们 看 到 


下 ) , 则 由 人 射 角 = 反射 角 确 实 给 出 耗 时 最 短 的 路 径 , 于 是 
道 , 为 什么 上 帝 遇 到 凹 的 镜面 就 浪费 时 间 , 面 在 凸 的 镜面 
上 就 节约 时 间 . 这 个 问题 我 们 今天 看 来 就 很 清楚 ,实际 上 的 答案 并 
而 是 平稳 值 .但 在 当时 ,这 个 批 驱 确实 是 很 有 力 的 .因此 ， 
原理 确实 带 要 认真 地 修改 . 它 的 基本 思想 是 如 此 有 力 与 
新 奇 ,所 以 许多 第 一 流 的 数学 家 特别 是 拉 格 朗 日 做 了 许多 工作 . 在 
他 的 名 著 《 解 析 力 学 ?一 书 中 对 最 小 作用 原理 有 系统 的 论述 .至 此 ， 


一 个 变 分 原理 ( 即 某 个 量 


了 一 个 科 
义 的 - 


2. 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


学 分 支 一 一 现在 是 牛顿 力学 一 一 的 基础 .这 是 有 重大 意 


古典 的 变 分 法 ( 残 称 变 分 学 ) 讨 论 的 
是 一 类 可 以 当成 积分 形式 的 泛 函 之 极 值 (平稳 值 ) 问 题 .下 面 说 的 


作用 量 达 到 极 大 或 极 小 ?成 


捷 线 问题 {brachistochrone) 是 其 中 著名 的 一 个 . 它 有 很 长 的 历史 ， 图 3-6-1 
伽利略 研究 过 它 .但 是 答案 是 铺 误 的 .下 面 讲 的 是 约翰 * 伯 努 利 一 


其 (上面 说 到 的 莫 培 督 病 逝 于 其 家 中 的 是 约翰 二 世 . 是 约翰 一 世 的 儿子 ) 对 这 个 问题 的 解决 ,其 方 


法 与 费 马 解决 光 的 折射 定律 的 方法 多 有 相似 而 对 后 世 很 有 影响 .所 谓 捷 线 问题 是 这 样 的 . 设 在 一 
狼 直 平面 上 有 4 ,下 两 点 ,但 不 在 4 之 正 下 方 , 求 一 曲线 工 使 一 质点 P 在 重力 作用 下 沼 从 
妃 下 降 到 BB 所 需 时 间 最 少 ( 这 里 空气 阻力 与 摩擦 力 均 忽略 不 计 ), 铭 利 赂 研究 这 个 何 题 时 指出 ， 
人 们 可 能 以 为 工 应 该 是 联结 A,B 两 点 的 弦 . 他 说 这 是 不 对 的 , 工 不 是 弦 而 是 园 统 . 作 利 赂 前 一 
句 话 是 对 的 ,后 一 句 却 错 了 .为 什么 不 是 纺 呢 ? 因为 下 降 过 程 中 在 y 方向 有 加 速度 ( 见 图 36- 
2) , 越 降 越 快 ,如 果 我 们 用 水 平 的 直线 y= y, ,i=0,1,…,N, 划 分 平面 , 则 在 A 附近 ,因为 下 降 速 
度 慢 ,曲线 应 该 陡 一 些 , 以便 在 较 短 时 间 内 下 降 更 多 的 高 度 .在 日 点 附近 ,质点 速度 已 经 很 快 , 工 


平一 些 也 可 以 很 快 到 达 终点 -总 之 , 不 是 直线 . 为 什么 后 一 名 错 了 ? 我 们 应 该 具体 计算 来 看 结 


果 是 什么 . 设 所 求 曲线 之 方程 为 ?= F(z) ,质点 卫 之 速 谍 为 v ,质量 为 mm , 则 当 已 到 达 工 上 一 点 


医 3~6-2 


(zx,f(z)) 时 ,动能 由 A 点 处 已 静止 时 的 0 增 到 村 ma? ,位 


能 则 由 A 处 的 0 减少 到 - mgF(z) .所 以 
mv = mgf (a) ,v= VR). 

伯 努 利 把 工 分 成 许多 小 段 所 成 的 折 缓 ,而 折线 之 顶点 为 
(zs)-(zFr))i=01… Ni=0 和 RN 相当 于 
A,B 两 点 .第 i 小段 之 长 为 VCT TT(y 一 1 
=V (za + 上 f(z) 一 了 (zi-1) 了 了 .不妨 设 在 这 一 小 
段 中 速度 不 变 而 为 V228F(z.), 于 是 这 一 小 段 耗 时 

(TFT 而 由 人 
到 8B 所 需 的 时 间 是 


因 
T= DV tr ay. 
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因为 y= FUz,), 所 以 工 是 zzzw-i) 的 函数 ,而 问题 就 是 求 f, 使 了 一 min. 本 来 是 求 未 
知 函 数 .Kxz) ,现在 化 成 了 求 RY ! 空 间 中 的 一 个 点 (zx ,zt;，… ,zw-1). 令 Noo, 就 知 遵 ,我 们 的 
问题 是 求 % 维 空间 的 一 “点 ”( 即 一 个 函数 ), 使 了 一 min. 但 当 N 一 co 时 


(yn) tr zx) +[f (x Fdr 
所 以 工 趋 向 一 个 “ 泛 函 ” 
了 = 上 Vi+tf (2) dre/V IBF). (b 


伯 努 利 解决 了 这 个 问题 ,指出 上 应 该 是 旋 办 线 而 不 是 闪 红 ,所 以 伽利略 的 后 一 句 话 错 了 、 
伯 努 利 的 解法 下 而 青 说 .现在 把 它 与 $1 中 费 乌 的 折射 定律 比较 一 下 : 费 马 说 的 是 一 切 可 能 
的 曲线 即 由 A 经 过 折射 面 到 达 B 的 折线 ,现在 则 是 通过 A,8 两 点 的 曲线 . 费 己 说 的 是 光 殊 时 
最 短 的 路 径 ,现在 则 是 使 /~min 的 曲线 .总 之 ,这 里 有 两 个 要 束 : 一 是 一 个 可 容许 函数 集 M ,二 
是 一 个 “目标 ”, 现在 是 一 个 泛 阔 .而 我 们 的 问题 应 表述 为 :在 M 中 求 一 个 元 ,使 /平稳 值 (不 一 
定 是 极 值 ) ,所谓 变 分 学 的 二 典 问 题 是 ) 可 以 表示 成 一 个 积分 
J= | RCsut), dear. (2) 


这 里 有 一 个 重要 的 说 明 : 的 光滑 性 与 下 的 光滑 性 极为 重要 ,而 且 带 来 了 数学 分 析 中 极 细致 的 
问题 . 下面 我 们 只 讨论 这 个 影响 整个 数学 发 展 的 问题 的 基本 思想 ,关于 其 苇 术 细节 方面 则 把 条 件 
放 得 很 宽 . 请 注意 ,读者 可 能 需要 从 其 它 文献 中 找到 所 需 的 细微 的 处 理 ,而 这 些 处 理 时 常 是 很 难 
的 .现在 则 应 把 注意 力 放 在 基本 思想 上 . 

于 是 设 有 R” 中 曲线 zx (站 = (wi ,ww(2)). 设 wEC([a,b]),F(i,u,p)€ 
CC[ae ,8]xR"XR") .如 果 产 =2(t)= (fi aft)) 则 Fitae(t tti)) 对 上 为 二 阶 连 
续 可 微 . 记 M= ae( 世 =(a(i ,uli)EC'([a,b) ,u(ta)=A,u(b)= 8} , 即 M 是 经 过 
(4a, 把 ),(5,B) 两 点 的 C' 曲线 之 集合 ,这 里 a 二 1 二 b 是 这 些 曲线 的 参数 的 变化 域 . M 称 为 可 容 
许 函 数 集 .在 M 上 积分 (2) 是 有 意义 的 ,所 以 (2》 是 M 上 的 一 个 泛 函 . 现在 的 问题 是 求 M 中 一 
个 元 uo ,使 Tao ) = min( 或 平稳 值 ) ,准确 些 说 是 要 求 (uo) 在 wu “附近 "( 粗 略 地 说 , 即 适 合 


ze 人 -2(zo) 及 zi)- un)i 都 对 * 一 致 地 很 小 的 函数 w( :之 集合 ) 是 J(w) 的 极 小 值 , 即 
局 部 极 小 值 .这 就 是 古典 的 一 维 变 分 问题 ,一 维 , 这 里 说 一 维 是 指 M 中 之 元 是 一 维 曲 线 ,与 上 而 
所 说 变 分 问题 是 无 穷 维 空间 中 的 极 值 问题 并 不 矛盾 .所 以 也 可 以 考虑 w 维 变 分 问题 . 这 时 {2) 中 
F=(z,u,p) ,rE QCR",uER’, 而 是 一 个 4 维 向 量 的 各 分 量 之 一 阶 偏 导数 所 成 的 向 量 ,所 
以 pER™. 面 下 在 XR* xR 中 具有 二 阶 连续 偏 导数 . 


M 中 的 附加 条 件 
u(a)=Au(b)=B (3) 
是 一 组 边 值 条 件 . 在 = 维 变 分 问题 中 ,这 个 条 件 要 代 以 w 在 30 上 适合 的 某 种 条 件 ,例如 
zjao=Sg,g 是 定义 在 9Q 上 的 已 知 函 数 . (4) 


《3) 和 (4) 都 是 所 谓 的 狄 利克 雷 条 件 . M 中 的 边 值 条 件 可 以 是 多 种 多 样 的 .甚至 有 时 对 M 中 的 元 
在 这 界 (=a ,t= 或 939) 上 可 以 不 加 任何 条 件 .这 就 是 所 谓 “ 自 由 边 值 条 件 ”. 要 注意 M 一 般 地 
说 并 不 是 线性 空间 .因为 边 值 条 件 (3) 或 (4) 一 般 都 是 非 齐 次 的 ,因此 w 中 任意 二 元 之 和 一 般 不 
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再 适合 边 值 条 件 .但 是 M 一 定 是 某 线性 空间 的 子 集 .例如 按 我 们 上 面 的 陈述 方法 ,应 该 取 MC 
C*([a,5)), 而 对 wE CI[a.5]), 我 们 通常 定义 其 "大 小 "为 
上 二 和 人) |. 

右 方 的 | x(z) | 是 指 一 个 d 维 向 量 的 范 数 . 这 个 线性 空间 的 选择 对 变 分 问题 的 处 理 是 十 分 重要 
的 . 

当然 下 中 也 可 以 含有 之 高 阶 偏 导数 . 这 对 下 面 的 讨论 影响 不 大 ,所 以 我 们 以 下 只 限于 讨 
论 最 简单 的 情况 .现在 J 是 由 M 到 R 的 映射 (我 们 限于 及 已 取 实 值 的 情况 ,因为 复数 不 能 比较 
大 小 ,所 以 谈 不 上 极 信 . u，,p 等 均 设 为 实 向 量 ,不 然 的 话 就 分 开 它 们 的 实 虚 部 来 处 理 好 了 ): 

J:MR. 
正如 在 微分 学 中 讨论 阔 数 的 极 值 时 ,我 们 取 一 阶 微分 而 使 去 高 阶 无 穷 小 量 ,现在 我 们 也 考虑 
TI(urt 6u)— J(u). 

这 里 的 Su 就 是 以 前 说 过 的 ,把 它 写成 bu 使 人 想起 dz 以 及 随 之 而 来 的 种 种 争论 .现在 很 明白 
了 , 它 就 是 适合 Bu || c: 可 以 任意 小 的 函数 ,也 就 是 上 文 所 谓 wo 的 “附近 "(还 有 边 值 条 件 的 考 
虑 见 下文 ) .在 老 的 书 上 有 不 少 关于 Bu 的 论述 ,例如 dsu = 6da 等 等 ,现在 看 来 都 毫 无 必要 了 . 
但 我 们 仍然 使 用 这 个 记号 ,而 且 称 之 为 变 分 (variation) .其 实 就 是 在 务 一 个 空间 例如 C! 中 的 只 ， 
6u 虽然 是 历史 的 “遗迹 ”, 但 它 提现 我 们 ,将 来 会 考虑 它 趋 于 0 时 的 情况 ,而 一 切 有 用 的 结果 尽 在 
极限 中 .实际 上 ,以 后 我 们 总 是 令 


Bu = hp, (5) 
这 里 PE C 而 且 适 合 “ 齐 次 " 边 值 条 件 (现在 的 情况 即 = g(t),p(a)= pg(5)=0). 以 后 只 需 令 
4 一 0 即 可 ， 
在 作 了 限制 (5) 以 后 ,J(w + 6u) 就 变 成 了 2 的 函数 


PIutapg)= | Fesut Ag it ap)dt. (6) 
所 以 T(a)->min, 就 变 成 简单 的 微分 学 问题 ; 到 '(0) = 0 但 
A) -= [ [F(tru si) gt, (tui) old 


对 后 一 项 作 分 部 积分 法 ,注意 到 pEC: 且 pla)= gp(b)=0, 有 


OO= Fu i)g EE, gt pli)o| 


= 了 (F, -EF,)odt=0. (7) 
现在 要 解释 一 下 为 什么 对 上 及 u 之 光滑 性 作 如 上 的 假设 .首先 是 下 对 其 一 切 变 元 属于 CC， 
这 样 保证 了 例如 及 F, 有 意义 .但 是 LF。 中 全 有 对 的 二 阶 导 数 ,而 我 们 只 假设 了 M 中 之 元 wE 


C .为 什么 不 在 一 开始 就 规定 M 中 的 元 zx E C? 昵 ? 因为 这 样 M 就 太 小 ,而 在 M 中 找 我 们 需要 
的 解 就 难 多 了 ,所 以 数学 中 为 了 解决 存在 性 问题 ,考虑 的 范围 以 大 一 点 为 宜 ,而 不 能 搞 * 武 大 郎 开 
上 店 的 办 法 . 反 过 来 ,要 解决 唯一 性 问题 时 ,武大郎 的 办 法 就 起 作用 了 .症结 在 于 适当 选 M ,这 就 
是 为 什么 本 节 中 的 M 中 之 元 zxE C! .但 这 样 一 来 就 有 矛盾 ,这 个 矛盾 的 解决 即 所 谓 正则 性 问题 ， 
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下 面 还 要 说 ,这 些 情况 在 讲 到 狄 利克 雷 原理 时 会 看 得 更 清楚 . 
再 往 下 我 们 证 明 一 个 重要 的 引 理 (前 面 我 们 说 过 ,数学 中 似乎 存 一个" 规 抢 ,大 凡 重 要 的 结 


果 总 是 称 为 “ 引 理 " 的 ,这 里 又 是 一 例 ). 

引 理 1( 变 分 学 的 基本 引 理 . 杜 " 让 瓦 : 雷 莹 Du Bois-Reymornd) 设 H(z) 是 定义 于 [a,b] 上 
的 连续 4 纺 向 最 值 函 数 : 旦 :[a ,5]>R". 若 对 一 切 透 合 p(a)= gp(5) =0 的 连续 4 维 向 量 函 数 
9Lz) 均 有 

f H(z)¢Cr)de =0, 
则 必 有 H(z) 三 0 于 [a,6] 上 . 

证 用 反 证 法 . 设 H(z) 有 一 个 分 量 Hi(x) 在 re (a,5) 处 为 正 , 则 必 可 选 83>0 充分 小 ， 

使 (x0 一,co++8)ELa,b], 而 且 H(z) 在 (xo 一 6,zco + 人 5) 中 仍 为 正 , 今 取 g(r)= (g(r),, 


JoeCz)) 如 下 : 
0， EE: 
no 人 lx- rl<8, 
Pp. (x)=0,1=2,.,d. 
于 是 一 方面 由 假设 
[Hyg(r)dr=0, 
另 一 方面 


fH) gs)de= | Hl p(s)d>0. 


这 个 矛盾 证 明了 引 理 . 
把 这 个 引 理 用 于 (7) 式 即 有 
定理 3( 极 值 孙 数 的 必要 条 件 ) 设 F(t，u,p) 及 M 已 如 上 述 .着 (7) 合 Jw) 一 min, 则 必 
有 


Fl tt) Eset) = (8) 


(8) 式 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 , 称 为 上 述 变 分 问题 的 欧 拉 一 拉 格 朗 日 方程 组 (Euler- 
Lagrange, 以 下 简 记 为 三 - 工 方 程 组 ). 

上 面 已 经 提出 了 一 个 问题 , 即 M 中 的 元 aeE C: , 则 它 怎 么 可 能 满足 二 阶 的 E_-L 方程 组 呢 ? 
这 里 有 以 下 的 有 关 正 则 性 的 结果 :如 果 下 关于 其 各 个 变 元 是 C? 的 ， 而 县 适合 以 下 的 勒 让 德 
(Legendre) 条 件 det[HessyF (zx ,po)] 天 0, 则 若 wE M 使 1(w)->min.,w 必 属 于 C2, 面 且 在 古典 
意义 下 ( 即 按 通常 微 积 分 教 本 的 者 义 ) 满 足 E 一 L 方程 组 (8). 这 个 结果 并 不 困难 .有 的 书 上 把 它 
归功 于 着 尔 伯 特 ,而 希 尔 伯 特 本 人 与 柯 朗 特 合 写 的 名 著 《 数 学 物理 方法 ， 工 ? 第 四 章 中 又 将 它 归 功 
于 杜 * 波 瓦 "雷达 , 且 证 法 完全 相同 (R. Courant and D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, 
Yol.1.p.200), 但 是 只 限于 一 个 自 变量 t. 多 个 自 变量 时 正则 性 问题 是 一 个 十 分 严重 的 问题 ,下 
面 讲 到 狄 利克 雷 原理 时 会 稍 加 介绍 .但 无 论 如 何 ,我 们 不 把 注意 力 放 在 这 类 问题 上 ,而 来 看 一下 
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捷 线 问题 是 怎样 解 的 . 

前 看 已 说 过 ,对 于 接线 问题 ,由 (1) 

1+[fF (Ca)l 
7 由 (二 光洁 Zeflz) 六 
于 是 相应 的 下 是 
F(tsu nu)= VI+t[F (rT 1V28FCz7. (9) 

不 过 (+ ,ut4) 换 成 了 (x ,F(x) ,f(zx)). 

一 般 说 来 ,求解 一 个 下 - 工 方程 并 非 易 事 , 不 过 在 (9) 这 个 特例 下 下 不 显 含 自 变量 z( 即 现在 
的 rz) .这 样 ,我 们 可 以 得 出 


RP,— F)=uF,+ ap, — Fat — Fa 


= (EF,- F.)=0. 
因此 
Fluu) -aF, (uu)=C. (10) 
有 一 些 解 常 微 方程 经 验 的 读者 都 会 知道 ,我们 得 出 了 方程 (8) 的 一 个 初 积分 或 称 首次 积分 ， 
每 一 个 初 积分 就 是 一 个 守 全 律 .有 了 一 个 初 积分 就 可 以 把 方程 降低 一 航 . 例 如 (10) 就 表明 其 左 方 
的 函数 (这 是 一 个 物理 量 ) 在 E 一 L 方程 的 积分 曲线 (这 是 一 个 轨道 ->w(:)} 上 守恒 .因此 , 找 出 
一 个 初 积分 在 物理 上 与 数学 上 有 重大 的 意义 .在 $1 中 我 们 就 指出 , 开 普 蔓 的 三 定律 就 是 关于 大 
阳 和 一 个 行星 的 牛顿 运动 方程 的 解 及 其 性 质 .其 实 ,求解 这 组 运动 方程 的 方法 也 是 去 找 它 的 初 积 
分 .其 中 之 一 是 面积 速度 ( 开 普 勒 第 二 定律 ), 它 就 是 角 动量 守 伍 定律 ($1. 定 弄 2) ,然后 再 利用 
定理 4 所 表述 的 能 量 守 便 .那么 怎样 看 出 有 守恒 律 呢 ? 关键 在 于 F 在 某 些 变换 下 有 不 变性 , 即 
对 称 性 .这 个 例子 中 下 中 不 显 含 z 就 是 一 种 对 称 性 .发 现 一 个 力学 系统 的 守恒 律 与 对 称 性 的 联 
系 是 德国 女 数学 家 爱 米 . 诺 特 (E,N 5ther,1882 一 1935) 的 卓越 贡献 ， 
再 回 到 (10) .把 F 的 表达 式 代 人 其 中 ,把 28 并 入 常数 C ,并 且 改 一 下 记号 ,我 们 有 (用 > 表 
f(x)) 


Vlty yy -1 
Yy V3/i+y” VC 


2 Cy 
y 


作 一 个 变换 y= 时 (1~co 4),y = 学 wsin #, 代 人 上 趟 得 


Eg 


Sd-os u)du= +dz, 
对 积分 后 有 


z= (sin w+ Ciry= Ceos ua). 
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我 们 要 求 捷 线 过 A( 原 点 ) 与 B. 为 使 它 过 原点 ,应 有 C=0, 故 
z= (11) 


Ci 由 五 之 坐标 决定 ,但 是 (11) 正 是 以 w 为 参数 的 旋 轮 线 (cycloid) 方 程 ， 

旋 轮 线 是 一 个 非常 重要 的 曲线 .在 大 约 与 伯 努 利 研究 捷 线 问题 差不多 的 时 间 , 囊 更 斯 也 研究 
过 所 谓 等 时 曲线 (tautochrone) 同 题 ,所 谓 等 时 曲线 L 是 这 样 一 条 此 
线 : 任 一 质点 在 重力 作用 下 沿 工 下滑 ,不 论 起 点 4 位 置 何在 , 滑 到 
最 低 点 B 所 需 的 时 间 总 是 相同 的 (图 3 一 6 -3). 豆 更 斯 还 明了 ,等 
时 昌 线 也 一 定 是 放 轮 线 , 正 是 因为 这 个 原因 , 旋 轮 线 又 称 摆 线 . 旋 轮 
线 还 有 许多 其 它 的 有 趣 性 质 . 

3, 最 小 作用 原理 ” 变 分 学 中 有 许多 很 细致 的 问题 ,需要 作 相 

慑 大 的 吧 学 处 下 面 我 们 将 不 涉及 这 类 问题 ,而 介绍 它 在 数学 g 
其 它 分 支 与 数学 物理 中 的 一 些 应 用 .对 每 一 个 应 用 我 们 又 部 只 4 能 开 
一 个 头 , 因 为 深入 下 去 一 步 就 会 进入 柳暗花明 又 一 村 的 境地 ,只 有 图 3-6-3 
求助 于 专门 著作 了 . 

首先 是 力学 系统 的 基本 规律 可 以 用 变 分 原理 来 表述 .力学 系统 在 我 们 这 里 就 指 一 个 质点 组 ， 
这 个 质点 组 可 以 是 有 限 的 ,例如 有 N 个 质点 ,第 i 个 质点 的 质量 为 mm, ,位 置 为 (z (1),y, (1)， 


zz.(?)), 速 度 为 (z,(7),y,(7),z,(1)) 在 每 一 时 遍 , 这 NN 个 质点 的 位 置 可 以 用 Raw 中 的 一 个 点 
(zy i 4;zw syw ,zw) 来 表示 .它们 的 集合 称 为 构 形 空间 (configuration space). 它们 的 速度 
也 是 另 一 个 Re" 空间 中 的 一 个 点 (vw s… ;yy vy rwn) .我们 称 Re x 了 ”为 这 个 质点 组 
的 相 空间 (phase space) .注意 ,时 间 总 被 认为 是 一 个 独立 的 参数 ,而 不 进入 相 空 间 中 ,但 是 这 个 质 
点 组 可 能 受 一 定 的 约 东 .力学 中 的 约束 是 多 种 多 样 的 .例如 考虑 一 个 骨 子 在 硫 里 的 运动 ,如 果 把 
般 子 看 成 一 个 质点 . 则 其 三 个 坐标 不 会 是 独立 的 而 要 适合 这 个 硫 的 随 面 方程 .所 以 ,一般 情 况 下 ， 
一 个 力学 系统 的 构 形 空间 不 一 定 是 REN, 面 可 以 是 一 个 维 数 较 低 的 “曲面 "(准确 些 说 是 一 个 微分 


流 形 )M. 它 的 各 点 的 局 部 坐标 我 们 写成 (9, ，… ,gw ) , 称 为 广义 坐标 ,而 (9iKt)， ,Yn(t)) 称 为 
广义 速度 .广义 速度 之 空间 (相应 于 Re* ) 就 是 M 的 切 空间 ,这 些 概念 我 们 将 在 第 七 章 中 详细 讨 
论 .但 不 论 如 何 ,时 间 : 总 是 在 相 空 间 以 外 的 独立 参数 . 需要 提醒 的 只 有 一 件 事 ,在 RY 的 情况 
下 ,例如 (zi,yi,zi) 都 是 同一 个 质点 的 三 个 坐标 ,因而 相应 子 同一 个 吉 ; .现在 就 不 一 定 了 . 因 
此 ,我 们 就 直接 写 mr, ,…, ms (如 果 有 必要 的 话 ), 而 x 与 m, 可 能 代表 同一 个 质点 的 质量 ,也 可 
能 代表 不 同 质点 的 质量 . 

牛顿 把 整个 力学 建筑 在 他 的 三 个 定律 上 .而 且 , 正 如 他 在 《原理 》 一 书 中 所 说 的 ,他 要 尽 可 能 
完全 地 仿照 欧 几 里 得 的 方法 论 , 所 以 专门 在 全 书 之 首 写 了 两 节 , 一 是 “定义 "“ 定 义 "了 何谓 物质 
的 量 { 即 质量 )、 运 动 (其 实 是 动量 惯性 .外力 …… 然 后 第 二 节 是 * -运动 的 公理 或 定律 "， 把 三 大 定 
律 分 曾 记 为 定律 了 ,下 ,下 , 即 全 部 公理 只 有 这 三 条 .其它 一 切 ,甚至 力 的 平行 四 边 形 定律 都 是 “ 推 
论 ” .牛顿 说 ;迄今 为 目 我 叙述 的 原理 已 为 数学 家 所 接受 ,也 得 到 大 量 实验 的 验证 因此 ,其 * 真 
理性 ” 应 是 无 可 秘 疑 的 (其 实 牛 玩 并 不 那么 简单 从 事 , 他 本 人 对 这 个 体系 中 的 许多 间 题 .如 绝对 空 
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间 、 引 力 的 超 距 作用 有 很 深 的 怀疑 }, 所 以 接 下 来 的 工作 也 就 如 吹 几 里 得 一 样 ,用 逻辑 方法 推论 出 
一 个 又 一 个 定理 .从 这 个 意义 寺 说 , 牛 辐 的 方法 论 是 “ 先 验 的 (a priori). 

左 培 督 的 方法 是 男 外 一 癌 事 . 他 的 出 发 点 之 一 是 , 瞩 然 光 的 传播 服从 菜 个 变 分 原理 ( 费 马 原 
理 ), 则 粒子 的 运动 也 可 能 有 一 个 相应 的 变 分 原理 , 即 最 小 作用 原理 .欧洲 大 陆 上 的 数学 与 物理 学 
家 对 于 牛顿 的 体系 是 激烈 反 对 的 ,他们 追随 的 是 笛 卡 儿 , 而 牛顿 反对 笛 卡 儿 也 是 十 分 明确 的 . 尽 
管 牛顿 承认 自己 只 不 过 是 站 在 巨人 的 和 肩 上 ,而 笛 卡 儿 则 是 巨人 之 一 .这 些 争论 有 深刻 的 哲学 含 
意 ,而 远 非 优先 权 之 争 . 当 “ 知 识 产权 "之 争 是 把 “知识 " 放 在 “产权 ”之 前 时 ,是 会 给 我 们 带 来 丰硕 
成 果 的 .而 放 错 了 地 位 ,甚至 只 有 “产权 "而 并 无 “知识 ", 那 就 是 另 一 回 事 了 . 莫 培 督 说 自己 的 最 小 
作用 原理 是 “由 一 个 形而上学 的 原理 得 出 的 关于 运动 和 静止 的 法 则 ”. 可 是 这 个 原理 的 真理 性 绝 
不 是 用 暂 学 的 思辩 所 能 解决 的 ,而 需要 看 它 能 否 解决 具体 问题 ,从 这 个 意义 上 说 , 变 分 原理 的 应 
用 是 “后 验 ”(a posteriori) 的， 

现在 给 出 这 个 原理 一 个 明确 的 说 法 . 以 下 表述 引 自 朗 道 和 栗 弗 席 兹 的 名 著 《 力 学 (中文 译本 
高 等 教育 出 版 社 1959 年 版 ,第 2 页 ):“ 每 一 力学 体系 由 一 定 的 函数 


Ls gs duit) (12) 


(或 简写 为 L{g,4,:)) 来 描述 ,而 体系 的 运动 满足 下 而 的 条 件 : 
假定 在 1=z; 和 := ts 的 时 刻 ,体系 占有 了 两 个 确定 的 位 置 ,这 两 个 位 置 分 别 由 两 组 坐标 值 
g" 和 gq 中 决定 .这 时 ,体系 在 两 个 位 置 之 间 按照 使 积分 


s= LU9g(00 ,00) ,0d (13) 


有 最 小 可 能 值 的 方式 运动 . 函数 叫 笋 该 体系 的 拉 铬 并 日 函数 (Lagrangian) ,而 积分 (13) 则 叫做 
作用 重 (action)”. 
这 里 要 提醒 一 下 ,上 文 说 运动 轨道 使 S 取 最 小 值 ,实际 上 则 只 使 5 取 平 稳 值 .若是 | 一己 | 充 
分 小 , 则 变 分 学 的 一 般 理 论 可 以 证 明 , 平 稳 值 一 定 是 局 部 的 极 小 . 
出 此 可 见 , 求 解 一 个 力学 系统 的 运动 问题 ,归结 为 $ 在 边 值 条 件 g 1,-。 = gq,i=1,2 下 的 
极 值 癌 题 .由 定理 2 有 
2. 
Er TE (14) 
q(t)=g", i=1,2. 
0414) 称 为 拉 格 明日 方程 -从 数学 上 说 ,问题 已 经 完全 清楚 了 ,但 是 从 物理 上 说 , 拉 格 半日 函数 究竟 
是 什么 还 完全 不 清楚 , 共 至 什么 是 质量 ,什么 是 能 量 也 完全 没有 谈 .在 拉 格 朗 有 改进 黄 培 督 的 工 
作 时 ,他 从 一 些 特例 发 现 ， 
L=T-V, (15) 
工 与 V 分 别 是 动能 与 位 能 . 而 在 朗 道 的 著作 中 刚 从 时 间 与 空间 的 均匀 性 以 及 运动 方程 在 任何 惯 
性 系 中 应 该 有 相同 形式 出 发 ,首先 指出 ,对 于 一 个 自由 粒子 


L=av =a(r + y+ 2) 


于 是 记 a= 加 ,并 称 m 为 质量 , 霹 吉 训 为 动能 .如 果 是 考虑 质量 组 ,车 一 个 力学 系统 由 A 入 
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组 成 , 则 工 不 但 只 是 Ls + Le ,还 要 加 一 项 表示 二 者 之 同 的 相互 作用 ,这 个 相互 作用 显然 只 应 与 
A,8 之 位 置 相关 ,这 样 就 会 得 到 
L= EE (16) 


‘1 


而 且 称 Y(z) 为 位 能 . 同时 也 证 实 了 wn, 作为 第 i 个 质点 的 质量 的 合理 性 .但 是 不 论 怎么 说 ,这 些 

论据 都 不 如 牛顿 的 三 个 “公理 "那么 有 说 服 力 .所 以 到 最 后 还 是 要 看 是 否 与 我 们 已 知 的 结果 一 致 ， 

以 (16) 代 人 (14), 并 注意 现在 9 变 成 了 (zx ,y ,= ) 等 等 , 即 得 拉 格 朗 日 方程 
EA 

-这 ， 

avV 


Li 


ry, = 一 (17) 


av 
9z,. 

这 恰好 是 牛顿 的 运动 方程 . 到 现在 ,我 们 前 面 称 之 为 质量 、 动 能、 位 能 的 物理 量 与 牛顿 的 经 典 方法 
给 出 的 是 一 致 的 ,不 过 现在 的 附加 条 件 不 是 初始 条 件 .而 是 边 值 条 件 .这 就 后 验 地 证 明 了 最 小 作 
用 不 理 的 重要 性 . 

读者 会 同 ,为 什么 现在 出 现 的 不 是 总 能 量 + V 而 是 动能 位 能 差 工 - V? 实际 上 , 若 转 到 
对 侦 的 表述 ,将 得 到 另 一 个 极 重 要 的 物 埋 硬 哈密 顿 话 数 (Hamiltonian) 

H=T+V. 

那么 ,由 能 量 守 恒 岂 非 昌 二 cons t, 中 ?这 是 一 个 误解 . 所 谓 能 量 守恒 是 指 这 个 力学 系 在 菜 一 轨 省 
上 总 能 量 不 变 , 而 在 不 同 的 轨道 上 ,H 之 值 并 不 相同 . 险 密 顿 邑 数 并 不 满足 拉 格 朗 日 方程 ,而 是 
满足 一 组 与 它 对 偶 的 哈密 顿 方程 ,这 就 构 或 了 哈密 顿 力学 .其 基础 仍 是 最 小 作用 原理 . 

由 此 可 见 , 变 分 原理 把 力学 从 牛顿 的 经 典 的 研究 方法 扩展 为 拉 格 妆 日 力学 和 险 密 顿 力学 这 
是 现代 数学 伟大 力量 的 一 个 范例 ,我 们 在 这 里 当然 不 可 能 作 进一步 介绍 ,但 是 建议 读者 去 读 阿 诺 
尔 德 的 名 著 《 经 典 力学 的 数学 方法 》(V.I, Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics 
1978, 中 译本 高 教 出 版 社 ,1992 年 出 版 ) . 

可 是 更 重要 的 是 ,这 个 框架 适用 于 许多 物理 学 分 支 ,例如 电动 力学 ,基于 场 论 .规范 场 论 等 
等 .这 时 这 种 脱离 具体 感性 经 验 然后 再 后 验 地 加 以 论证 的 方法 更 加 重要 .但 是 我 们 现在 不 去 讨论 
这 些 问题 了 .用 拉 将 朗 日 方程 代替 牛顿 的 运动 方程 至 少 有 一 个 好 处 , 即 很 容易 得 到 其 它 坐 标 系 下 
的 运动 方程 .例如 设 有 一 个 质点 ,质量 为 z ,在 位 能 为 V(x) 的 力 场 中 运动 .这 时 用 极 坐标 去 处 
理 , 有 g=(r,0) ,而 稍 卡 儿 坐 标 z= reos 8,y 二 rsin 9. 现 在 


T = 人 (7 +) = (reos 8- risin 0)* + (7sin 0+ rcos 0)?] 


mx,= 


= 旦 (7 ). 
此 ,由 (15) 式 , 工 = 了 了- VY, 所 以 FE 一 L 方程 为 
daL ol, 


2 3 
+ 和 mr -pr + oY =0, 
diag, 93r 9dr 
入 
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人 3 
让 += +0 


特别 重要 的 是 位 能 VY 不 依 燥 于 8, 这 时 我 们 得 到 有 心力 场 ,而 上 面 第 二 个 方程 成 为 苇 (9) 
=0 亦 即 
r20 = const. 
但 是 这 就 是 面积 速度 ( 亦 即 角 动 量 } 守 便 , 所 以 我 们 十 分 简洁 地 得 到 了 开 敬 勒 第 二 定律 . 
aL aL 
我 们 要 介绍 一 个 重要 的 概念 . 即 定义 一 个 力学 系统 的 广义 动量 是 p = Ee “| 
grad; 工 .这 与 牛顿 力学 中 动量 = 质量 x 速度 不 同 ,广义 动量 天 质量 x 广 义 速度 .如 果 拉 格 妆 日 函 


数 工 = 了- ,而 动能 工 是 9 的 二 次 型 : 工 = py (9) gi9;,2, 一 gr，V=V(9) 与 4 无 关 (我 们 
只 看 工 不 显 食 :的 情况 )， 则 广 文 动量 p= ( ,pw ) 现 在 威 为 


p= 20 (18) 
考虑 到 质量 已 含 丁 g, 中 , 则 闭 记 (g* ) = (g,) ,我 们 会 有 
= Sg’p.. (19) 


ml 


由 此 可 见 , 仅 当 ( g,) 是 对 角 和 矩阵 , 即 (g, ) = 时 ,我 们 才能 得 到 与 


RN 
动量 = 质量 x 速度 ,速度 = 大 车 x 动量 

“一 样 " 的 关系 臣 

P= mg (20) 
否则 内 能 得 到 矩阵 关系 式 (18)、(19) .实际 上 ,广义 动量 思 与 广义 如 度 9, 广 义 坐 标 4 是 性 质 不 同 
的 向 量 , 二 者 之 间 有 一 个 对 偶 关 系 .我 们 将 在 第 七 章 中 详细 讨论 这 个 区 别 .这 样 ,要 描述 一 个 力学 
系统 应 该 给 出 9 与 加 用 ( 记 ,9) 的 表达 式 .这 正 是 哈密 顿 力学 需要 解决 的 问题 .现在 我 们 只 看 到 一 
个 事实 : 上 面 的 例子 中 工 中 不 售 9, 于 是 相应 于 6 的 广义 动 琶 分量- mr20 守 便 ， 从 而 得 到 角 


动量 守恒 . 一 般 说 来 ,车 拉 格 朗 日 函数 中 不 含 某 -一 一 个 友和 村 全 吉 ， 色 , 则 拉 格 朋 日 方程 将 给 出 

识 二 0, 从 而 相应 于 4 的 广义 动量 必 守 伍 . 这 种 中 不 品 售 的 举 标 称 为 侍 环 兴 标 cyclic coor- 
人 

dinates) ， 只 要 找到 了 一 个 循环 坐标 就 会 得 到 一 个 守恒 律 名 = const. 前 面 已 经 说 过 ,找到 一 个 力 

学 系统 的 守重 律 对 研究 这 个 力学 系统 有 重大 的 意义 .这 样 一 些 在 牛顿 力学 中 不 易 得 到 的 关系 ,在 

以 最 小 作用 原理 为 基础 的 拉 格 记 自 力学 与 哈密 顿 力 学 中 却 是 显而易见 的 结论 . 尤其 重要 的 是 ;这 
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些 结果 在 物理 学 其 它 分 支 中 同样 很 重要 - 

4. 测 地 线 ”现在 提出 另 一 个 问题 ;在 曲面 5 上 有 两 点 A ,已 怎样 找 出 连接 4,B 两 点 的 最 短 
的 曲线 ? 首先 的 问题 是 ,曲面 S 上 如 何 定义 长 度 ? 仿照 上 一 节 , 我 们 把 曲面 规定 为 由 源 空间 R" 
中 的 开 集 9 到 报 空 间 R" 中 的 一 个 光滑 的 映射 ,如果 用 局 部 坐标 来 表示 .就 是 

多: (21) 

以 下 我 们 规定 : 若 用 拉丁 字母 如 ; ,j 等 作 下 标 ,总 是 由 1 变 到 x 而 与 源 空间 中 的 坐标 维 数 一 致 ; 
若 用 希腊 字母 如 a.p 等 作 下 标 , 则 由 1 变 到 = 而 与 吉 空 间 的 坐标 维 数 一 致 (21) 适 合 最 大 牧 条 
件 . 我 们 还 规定 这 些 函 数 属于 C*( 9) ,而 不 去 设法 减少 其 光滑 性 的 要 求 .在 半空 间 中 , 弧 长 


= 3 dy ， 
外 | 


如 果 限 制 在 $= p( 0) 上 ,就 给 出 了 其 上 的 弧 长 为 


= 六 godxdzr， 《22) 
这 里 


(= Ve (23) 


于 是 g, (z+)= g(x) ,而 且 算 阵 (g, (xz)) 对 任 一 点 +E 9 都 是 正定 的 ,这 件 事 并 不 需要 "“ 硬 算 ”， 
为 ds 之 0, 而 且 ds* =0 当 且 仅 当 一 切 dy =0, 但 由 最 大 秩 假设 dy, =0 当 且 仅 当 一 切 dx, =0. 
所 以 (22) 当 且 仅 当 一 切 dz, =0 时 为 0. 即 是 说 ,作为 dz, 的 _ 次 型 ds? 是 但 正 的 , 亦 即 (g, (~)) 
是 正定 抵 阵 -这样 它 就 有 道 矩 阵 存在 .我 们 规定 把 赣 矩 阵 记 为 (g (5))-! = (me(zr))， 

这 样 我 们 看 到 ,在 S 上 现在 有 了 一 个 度量 (22). 它 是 由 绝 空 间 ( 即 S$ 的 包含 空间 ) 中 的 欧 几 
里 得 度量 ds = dy; 诱导 而 来 的 .但 是 从 现在 起 我 们 可 以 完全 "忘记 "诱导 它 的 根源 (映射 
9), 面 只 4 需要 记 住 两 点 : 1. 它 是 对 称 的 :g, = 8 12. (有 (z)) 是 正定 的 . 换 名 话说, 设 S 是 一 个 “ 赐 
面 "( 微 分 流 形 ), 其 上 用 (22) 式 定义 一 个 “度量 ", 而 且 (g, ) 适 合 以 上 的 要 求 ,因为 S 并 不 一 定 赔 
人 或 漫 人 在 某 一 个 包含 空间 Rr 内 ,所 以 也 就 没有 一 个 映射 (21) 使 得 (23) 式 成 立 .具有 适合 这 两 
个 条 件 的 度量 的 微分 流 形 称 为 一 个 歼 曼 流 形 ,我 们 要 在 5 上 确定 如 上 所 述 的 连接 A ,日 两 点 的 
颖 .关于 微分 流 形 的 准确 意义 详 见 第 七 章 ,我 们 现在 就 只 讨论 如 何 用 变 分 学 来 解决 以 上 问题 . 

现在 再 换 一 个 角度 来 讨论 它 . 从 几何 上 看 ,连接 A,B 两 点 的 曲线 C:x= x (41) 的 缴 长 是 一 个 


EE 
atG= d= 上 / 补 sD 竺 ， 和 do. (24) 


这 里 a 是 曲线 C 的 参数 . 站 于 5 为 时 间 t 并 设 有 一 不单 人 的 由 质点 沿 C 运动 , 则 


至 袜 ACOERS di 二- 1: El = 于 oo 


是 动能 ,而 
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dx. 


J 0)= 二 让 (25) 
就 是 动能 对 时 间 的 积分 了 di ,也 就 是 诬 培 交 的 作用 量 . 上 一 个 例子 中 说 过 ,所 谓 位 能 是 一 个 质 
点 组 中 各 质点 相互 位 置 产生 的 能 量 ,现在 既然 是 讨论 一 个 自由 质点 的 运动 ,自然 就 没有 位 能 『 
了 ,或 者 说 V=0. 所 以 现在 拉 格 朗 日 函数 = 了- V = 工 ,而 (25) 就 是 拉 格 朗 日 的 作用 量 .现在 
要 阿 ,(24) 的 极 值 曲 线 即 使 Ju (C) 一 min 的 曲线 C 与 (25) 的 极 值 曲线 有 何 关系 ? 车 记 洛 C 的 
弧 长 与 能 重 分 别 为 上 (C) 与 E(C), 我 们 有 
引 理 3 着 是 -条 CI 昌 线 匣 
LCC)SVIX5=aJVECG7. (26) 
这 时 交 委 全 当 由 仅 当 V 可, 7) 二 1 时 成 这， 
证 由 施 瓦 区 不 等 式 
Lo)= [1 ENERO i) BAER 
=V2(6 -a)V EC). 
于 是 等 号 成 立时 ,参数 ! 恰好 就 是 新 长 .这 时 工 ( C) =b -4a, 于 是 (26) 给 出 
L(CI=Y2LCC) YW ECC L(C)=2E(C). (27) 
引 理 3 中 我 们 限制 了 只 讨论 C' 曲线 .前面 在 讲 到 可 容许 函数 集 时 ,总 是 作 这 样 的 假设 的 . 


引 理 3 告诉 我 们 ,为 了 求 L(C) 的 极 值 曲 线 , 最 好 是 求 E(C) 的 极 值 田 线 ,因为 在 以 缴 长 为 
参数 时 ,能量 的 极 值 即 弧 长 之 极 值 .这 样 ,我 们 就 可 以 对 E(C) 求 其 EE 一 L 方程 如 下 ; 


2 下 加 Li 。 
一 (> gz )=2 eur， (注意 gx=g)， 
EE by 
a 1 四 By ， 
(DD i ) Dz,. 
注意 到 g, (xz) 中 不 合 i ,就 有 
Ee 本 ei 


CEN 


2 ga : 可 
=2 > err,+2》 . 
5 2 2 ga， 


AL 
41 


和 前 面 一 样 ,用 (g" ) 表 示 (g, )! , 则 亡 - 工 方程 成 为 


“jl “(+ gx _ 238). 
一 工 十 一 = 名 


引 人 闭 名 的 克 里 斯 托 费 尔 {Christoffel) 记 号 


r= * 
sw 7 pe g& 了 


(28) 
则 下 -方程 成 为 
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了 . (29) 
特别 是 ,着 取 参 数 : 为 弧 长 : .上 起 成 为 
本 忆 坚 棕 =0,1=424m， (30) 


它 还 是 L(C) 的 EE-L 方程 .我 们 给 出 

定义 1 (30) 的 解 称 为 S 关于 度量 (8g, ) 的 测 地 线 . (29) 则 称 为 关于 能 量 的 测 地 线 . 

当 + 即 * 时 ,这 两 种 测 地 线 是 一 致 的 . 

5. 独 利 克 雷 原理 (Dirichlet principle) 8$4 中 讲 到 解析 西数 时 曾 提 到 黎 曙 的 解析 函数 理论 
是 一 个 几何 理论 ,而 它 是 与 黎 受 关于 静电 场 理论 的 研究 密切 伯 关 的 .如果 我 们 把 牛顿 关于 力学 的 
理论 看 成 人 类 对 自然 规律 的 认识 ,特别 是 物理 学 的 第 一 次 伟大 的 综合 , 则 下 克 斯 书 的 电磁 理论 毫 
无 愧 色 的 是 物理 学 的 第 二 次 大 综合 .也 正如 和 牛顿 力学 是 一 个 时 代 的 产物 一 样 , 在 麦克 斯 韦 之 前 ， 
许多 数学 家 的 物理 学 家 部 极为 关注 电磁 现象 ,其 中 就 包括 黎 曼 . 黎 曼 甚至 考虑 过 电 与 引力 的 统 - 
问题 .当时 , 称 甸 关心 的 是 静电 场 问题 ,这 与 法 拉 第 一 麦克 斯 书 的 电磁 理论 (其 中 涉及 电场 和 厂 声 
的 动力 学 问题 ) 是 不 同 的 .关于 静电 场 , 黎 曼 时 常 引述 狄 利克 雷 的 如 下 论述 :平面 区 域 0 中 的 拉 


普 拉 斯 方程 3 + 了- 0 的 适合 这 值 条 件 «| =z 的 解 , 必 使 | [( 关 )+ (E) J 


min ( 兴 克 此 说 是 平稳 值 ) .这 个 各 分 (现在 和 为 次 利克 大 积分) 表示 闪电 场 的 位 能 ， 而 从 物理 的 观 
点 看 来 ,如 果 在 30 上 放置 一 些 电荷 而 使 电场 的 电位 4 适合 |,o = g, 则 这 些 电荷 的 分 布 必然 是 
使 位 能 达到 极 小 时 才能 稳定 下 来 ,而 一 旦 电场 稳定 了 以 后 , 它 必 然 适合 Au =0. 其 实在 19 世纪 中 
时 就 已 经 有 许多 数学 家 和 物理 学 家 理解 到 这 一点 了 , 狄 利克 雷 并 非 第 一 人 狼 利 克 雷 原理 的 称 坊 
是 黎 曼 给 的 . 

现在 我 们 来 证 明 狄 利克 雷 积分 


DoO=‖ | 全) (9¥) Jazey {31) 


在 可 容许 函数 类 


M=|u,u 在 全 内 适当 光滑 ,vlan = g| 
中 的 忆 - 工 方程 正 是 拉 普 拉 斯 方程 , 和 前 面 一 样 ,考虑 


De+ap)= | [Cu + Ag.) + (Cu, + a9,) Jdrdy, 


这 里 gla =0, 从 而 + 4pE€ M. 把 此 式 按 4 展开 ,并 且 只 考虑 4 的 线性 项 ,而 且 令 它 为 0( 也 和 
前 面 一 样 ,这 就 是 略 去 高 阶 无 穷 小 ) ,有 


LL (up + up, Jdrdy=0. 
应 用 格林 公式 
人 Cups + avgs )drdy = | [ucos(n,r)+ wu,cos(n,y)]pde -| Au'gdzdy. 
了 


但 是 pl = 0, 而 39 上 的 积分 为 0, 所 以 对 一 切 适 合 此 条 件 的 p 均 有 
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上 Au' gdrdy=0. 
用 变 分 法 的 基本 引 理 ( 它 对 高 维 情况 也 是 成 立 的 } 即 得 
Au=0. (32) 

所 以 上 述 变 分 问题 的 解 也 就 给 出 了 (32) 的 犹 利克 雷 问 题 (就 是 再 附加 边 值 条 件 w 14 = g) 的 解 . 

以 上 我 们 对 M 中 的 函数 所 应 有 的 光滑 性 以 及 9 的 光 消 性 都 有 意 地 模糊 了 ,而 其 实 这 正 是 
关键 所 在 . 

那么 如 何 去 找 w,€ M 使 P(xo) 一 min 昵 ? 从 (31) 看 到 D(w) 之 0, 所 以 inf D(w) 必 存在 .可 
以 找到 一 个 xc M 使 DLwo)=infD《w), 则 wx 即 合 于 所 求 .这 个 证 盟 在 物理 上 极为 令 人 信服 ， 
而 且 它 使 我 们 不 必 去 求 偏 微分 方程 (32) 的 狄 利克 雷 问题 的 解 ,而 采用 以 下 的 所 谓 “ 直 接 方法 ” 
(direct method). 在 M 中 找 这 样 一 个 序列 {1 ,使 D(w ) 一 中 ED(x) -这样 的 | ww | 称 为 极 小 化 序 
列 -然后 考虑 这 个 序列 的 极限 .这 样 一 个 程序 不 但 有 理论 上 的 意义 而 且 在 实际 计算 上 十 分 有 用 . 
它 有 许多 变化 ,以 保证 计算 简单 . 收 剑 迅速 等 等 .许多 实用 的 数值 方法 例如 伽 辽 金 方法 (Galerkin 
method) ,特别 是 有 限 元 法 (finite element method) 都 属于 变 分 法 这 个 大 范畴 . 

但 是 犹 利克 雷 原理 很 快 就 遭 到 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 批评 .上 画 说 可 以 找到 woE M, 使 D(uo} 
=infD(w), 即 Du) 在 M 中 的 下 确 界 是 可 以 达到 的 ,因此 下 确 界 就 成 了 最 小 值 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 
就 此 给 出 了 反例 ,大 体 如 下 ; 令 


Pr afduy 
KoO=-| 2 人 (办 di， 


M= fu= w(t),u(t) 在 [ 1,1] 上 连续 可 微 而 且 x( -1= -1x(t)=11 当 然 T(z)20. 今 证 


inf1(w) =0. 任 取 e>0 并 令 (7) = wu.(1) = arctan £ farcan 十. 很 明显 wu (DENG ~ 


0 时 ， 
earcan © 1+ {| arctan 二 


EE : ee 
后 


-aspaeen 20. 


这 就 表明 infT(w)=0. 但 这 个 下 确 界 是 不 能 达到 的 . 因为 若 16)=0, 应 有 | 2 人 各) =0. 国 


此 [ 旦 ") =0 而 wo 一 const. 但 是 常 值 函 数 不 可 能 适合 边 值 条 件 w( 上 1) = +1. 
所 谓 直接 方法 还 有 另 一 个 困难 ,下 而 是 阿达 玛 举 出 的 例子 : 设 0 是 单位 圆 二 + y <1.M 中 


的 边 信条 件 是 
oz0L9)= DY deos(n! 0). (33) 
上 式 右 方 的 级 教 是 一 致 收敛 的 .因此 代表 一 个 连续 函数 . 
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这 个 狄 利克 雷 问题 很 容易 求解 ， 因为 (33) 右 方 是 
5 二 Leos(nl 8)+isin(n! 8)]= >» Be" 


之 实 部 ,而 这 个 级 数 又 是 


在 -~=1, 即 32 上 之 边 值 .这 是 一 个 等 级 数 ， 它 有 -许多 系数 为 0. (这 类 级 数 称 为 缺 项 级 数 (lacu- 
nary series) ,它们 所 代表 的 解析 函数 有 许多 有 趣 的 性 质 ), 它 的 收敛 圆 是 | z | <1. 
记 其 和 为 fz). 其 实 部 


ur) = Droo(n! 0) 


就 在 0 内 调和 ,在 避 上 连续 且 适 合 边 值 条 件 (33), 即 为 阿达 到 例子 之 解 . 现在 我 们 来 计算 它 的 狂 

利克 雷 积分 .注意 到 ,由 C 一 恨 方程 w+ 好 = 好 + 妇 =|u+io = 产 () 产 (=) 所 以 
pew= 人 rc dm 人 fF) Flds 

m2 ;SD Ce Dy, So Dlrere mgrag 


1 el "=1 nn 


一 ?LI | vs [Cm DI on 
下 > m ” dr lm2r > 2m!l mr ? 
SL 

m 


=2x 


这 里 在 对 8 积分 时 要 利用 fe* i 之 正 交 性 而 发 现 只 余下 m = 的 各 项 ， 要 把 lim 移 到 求 种 号 下 要 
一 些 特别 的 技巧 ,我 们 略 去 了 而 只 写 出 结果 . 

这 就 是 告诉 我 们 ,这 个 解 没有 有 限 的 DCw). 所 以 不 可 能 从 inf DD(w) 中 找到 它 . 

尽管 这 个 方法 有 许多 缺点 ,但 是 它 是 如 此 有 说 服 力 ,所 以 人 们 一 直 努 力 "挽救 " 它 .到 1901 年 
才 由 希 尔 伯 特 完全 地 证 明了 狄 利 克 雷 原理 .为 此 ,他 附加 了 一 个 条 件 ; M 中 一 定 能 找到 一 个 函数 
u 适合 其 边 值 条 件 ,而 且 使 D{z)< + %. 这 显然 是 针对 阿达 玛 的 例子 而 来 的 . 这 里 的 过 程 大 体 
如 下 : 先 看 极 小 化 序列 | we | .至少 要 找到 一 个 收敛 的 子 序 列 , 不 妨 假设 就 是 | ,1 ,不 但 使 lim ws = 


,而且 合 得 ie = 3 ,下 池 = ,还 便 得 lm D(w) = D(xe) .这 就 要 求 在 积分 号 下 和 
微分 号 下 求 极限 ,我 们 的 经 验 舍 诉 我 们 这 已 经 是 很 国难 的 事 , 但 这 还 没有 完 , (wo) 中 内 出 现 vi 
的 一 阶 导数 , 儿 利 克 雷 问题 则 涉及 4， 的 二 阶 导数 ,那么 极限 函 歼 vs 是 否 有 这 样 高 的 正则 性 呢 ? 
在 最 简单 的 一 维 变 分 问题 中 ,我 们 指出 了 有 有 项 尔 人 符 的 正则 性 定 吾 .在 高 维 情况 下 也 有 这 样 的 结 
果 . 但 是 为 了 要 完 铜 地 回答 这 些 问题 ,我 们 就 要 推广 导数 的 理论 ,推广 吏 分 的 理论 ,推广 收 敏 性 的 
理论 .可 以 说 是 风云 际会 ,在 20 世纪 二 三 十 年 代 一 大 批 数学 家 ,其 中 突出 的 有 前 苏联 的 索 波 列 夫 
(S.L.Sobolev) ,完成 了 这 个 任务 .可 以 说 这 是 现代 分 析 数学 突出 的 一 音 . 附带 说 一 下 , 索 波 列 夫 
又 把 自己 最 重要 的 结果 称 为 " 引 理 ”, 不 过 一 般 人 却 称 之 为 谋 人 定理 . 这 里 涉及 的 问题 ,我 们 将 在 
以 下 几 章 中 部 分 地 讨论 . 正 因为 如 此 ,我 们 现在 就 对 M 中 函数 的 光滑 性 与 30 的 光滑 竹 略 去 不 
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讲 , 而 有 意 地 模糊 了 . 
以 上 我 们 举 了 三 个 例子 ,看 见 了 变 分 学 所 开辟 的 三 个 广阔 的 新 天 地 .可 异 , 每 一 个 例子 的 参 
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这 一 节 只 是 一 个 简单 的 介绍 和 一 些 可 以 争论 的 议论 . 

我 们 首先 讨论 两 件 似乎 无 关 的 事 :第 一 件 是 回顾 一 下 19 世纪 中 分 析 数 学 发 展 的 困难 是 怎样 
解决 的 -第 二 件 是 19 世纪 末 ,20 世纪 初 物理 学 中 的 一 件 大 事 . 

我 们 时 常 说 19 世纪 是 分 析 数 学 中 注入 了 严密 性 的 时 代 . 这 个 时 代 的 一 位 有 重大 贡献 的 代表 
性 入 物 阿 贝尔 在 1826 年 说 过 ,“ 大 们 在 分 析 中 确实 发 现 了 惊人 的 含糊 不 清 之 处 .这 样 … 个 完全 没 
有 计划 和 体系 的 分 析 , 况 有 那么 多 入 能 研究 过 它 ,真是 奇怪 .最 坏 的 是 ,从 来 没有 严格 地 对 待 过 分 
析 . 非 常 奇 怪 的 是 这 种 方法 只 导致 极 少儿 个 所 谓 悖 论 ”( 引 文 转 引 自 克 莱 因 《古今 数学 思想 》 中 译 
本 ,第 四 卷 ,40 章 . 上 海 科技 出 版 社 ,1981 年 出 版 }. 阿 贝尔 这 样 说 是 很 自然 的 , 即 以 函数 概念 为 
例 , 我 们 认识 隆 数 确实 是 由 我 们 的 态 觉 经 验 而 非 严格 的 公理 化 定义 开始 的 .但 是 ,这 种 感觉 经 验 
与 大 自然 的 规律 符合 到 何 种 程度 ? 它 归 根 结 蒂 是 不 是 也 只 是 某 种 观测 仪器 给 我 们 的 经 验 曲 线 ? 
人 们 总 是 不 自主 地 想 对 “函数 "加 上 种 种 限制 .人 们 最 容易 接受 的 首先 是 连续 性 ,连续 性 局 部 地 看 


起 来 就 是 不 间断 和 连通 .由 此 自然 想到 ,连续 曲线 下 面 的 曲 边 梯形 应 该 有 面积 六 rear， 所 以 
入 们 以 为 只 有 可 积 的 西数 才 是 自然 的 , 才 是 合理 的 ,否则 都 是 病态 的 .经验 告诉 我 们 曲线 在 每 
点 都 有 方向 ,例如 质点 运动 的 轨道 总 有 方向 . 人 们 确实 "感觉 "到 了 4 同样 入 们 也 可 以 “感觉 "到 


4, 因为 一 块 石 头 或 者 一 片 树叶 掉 到 头 上 造成 的 “感觉 "确实 是 不 一 样 的 .于 是 人 们 又 认为 内 有 


光滑 函数 才 不 是 病态 的 ,所 以 雅 可 比 把 这 些 光滑 的 函数 称 为 “合理 的 函数 ". 但 是 人 完 竟 能 不 能 
“感觉 "到 一 个 函数 是 C* 而 不 是 C* 函数 ? 人 能 不 能 依据 "感觉 "来 区 别 C” 函数 与 解析 函数? 实 
际 上 ,人 是 越 来 越 多 地 依 千 逻辑 ,看 由 此 形成 的 概念 会 得 出 什么 样 全 逻辑 的 结论 ,看 是 否 能 更 深 
刻 地 揭示 自然 的 规律 .“ 不 识 庐山 真面目 ,只 缘 身 在 此 上 山中”, 所 以 到 19 世纪 的 阿 贝尔 和 今天 的 我 
们 才 会 在 慨 吸 舍 糊 不 清 之 处 多 得 令 人 吃惊 的 同时 ,也 感到 奇怪 ,这 么 多 的 含糊 不 清 之 处 ,竟然 只 
形成 “ 极 少 几 个 停 论 ”, 竟 然 没有 形成 完全 错误 需要 抛弃 的 理论 .但 是 这 种 情况 终于 到 了 不 能 不 解 
决 的 程度 .我 们 下 面 连续 三 章 都 可 以 说 是 为 了 说 明 这 一 点 . 有些 定 理 的 叙述 和 证 明 将 比 前 几 章 更 
细致 ,以 加 免 出 现 漏 润 .然而 ,为 什么 数学 科学 中 "错误 "一 直 较 少 呢 ? 这 不 能 不 归功 于 在 数学 中 
有 边 辑 推理 这 样 的 工具 ,有 严格 性 这 样 一 种 标准 .回想 一 下 ,二 于 多 年 前 的 欧 多 吉 萨 斯 用 不 等 式 
伐 过 了 芝 谱 关于 运动 的 停 论 .现在 入 们 发 现 , 根 本 没有 什么 必要 讨论 无 穷 小 ,不 必用 去 学 的 语言 
来 添 卉 ,只 要 有 极限 理论 一 切 都 解决 了 ,于 是 柯 西 说 :limr(z) = A 就 是 “ 当 xz 越 来 越 接近 a 时 ， 
所 工 ) 越 来 越 接近 入 ”而 魏 尔 斯 特 拉 斯 还 认为 “ 越 来 越 接近 "的 说 法 不 清楚 ,仍然 留 下 了 一 些 来 自 
运动 学 的 概念 的 痕迹 ,而 应 该 用 。 - 8 的 语言 ,把 问题 归结 为 不 等 式 .从 这 一 点 说 , 谣 尔 斯 特 拉 斯 
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是 回 到 了 欧 多 克 萨 斯 ,而 把 来 自 运动 学 的 概念 和 语言 诸如 时 间 .运动 等 等 ,都 “请 "出 了 数学 . 从 这 
一 点 讲 ,“ 变 " 量 的 数学 变 成 了 静态 的 数学 .其 实 这 是 很 自然 的 ,因为 例如 时 间 更 多 的 是 物理 学 的 
研究 对 象 .把 时 间 引 人 数学 就 不 可 避免 地 带 来 了 与 此 相关 的 物理 学 中 的 困难 ,所 以 到 了 19 世纪 
末 , 人 们 就 在 这 样 一 种 十 分 讲究 严格 性 的 气氛 中 来 讨论 数学 .其 中 自然 也 包括 微 积分 . 从 表面 上 
看 ,人 们 总 在 作 “ 反 面 文 章 ”你 说 什么 东西 可 以 求 导 , 数学 家 就 找 一 个 “反例 "说 这 不 一 定 行 . 人 
们 想 求 极限 ,他 又 找 一 个 “反例 ”, 说 求 了 极限 就 会 出 问题 .所 以 许多 定理 甚至 其 陈述 也 变 得 几乎 
看 不 懂 . 微 积分 变 得 更 不 近 人 情 了 ,e -8 如 眠 梦 拟 的 压 在 学 生 们 的 心头 .许多 人 作 了 种 种 努力 使 
数学 更 “人 性 化 "一 些 ,但 是 没有 一 个 人 主张 读 牛 上 顿 , 欧 拉 的 “ 原 眷 原味 ”的 微 积分 ,而 仍然 要 读 宅 
魏 尔 斯 特 拉 斯 等 人 “ 消 了 毒 " 的 微 积分 . 

终于 出 现 了 康 托 尔 (G. Cantor,1845 一 1918) 的 集合 论 .本 书 有 一 -个 界限 , 怒 不 来 讨论 集合 论 
的 问题 .我 们 只 想 指 出 , 康 托 尔 一 生生 活 在 争论 之 中 .由 集合 论 产生 的 “ 停 论 "可 不 能 说 只 有 “ 极 少 
风 个 "了 ,而 且 其 影响 深 送 . 对 于 集合 论 ,20 世纪 的 两 位 数学 巨人 有 截然 不 同 的 看 法 .一 位 是 希 尔 
伯 特 ,他 说 康 托 尔 的 集合 论 为 我 们 建立 了 数学 的 天 国 乐 园 , 现 在 谁 也 不 能 把 我 们 从 这 个 乐园 中 赶 
走 . 另 一 位 同样 伟大 的 数学 家 是 庞 加 莱 . 他 在 《科学 与 方法 )(1913) 一 书 第 二 编 * 数 学 推理 ”中 说 了 
好 长 一 段 话 :" 修 辑 有 时 造成 奇异 的 东西 . 半 个 世纪 以 来 ,我 们 看 到 了 出 现 一 大 堆 异 平 导 常 的 函 
数 ,它们 似乎 力图 尽 可 能 不 类 似 于 具有 某 些 效用 的 普 遂 两 数 .它们 不 再 有 连续 性 ,或 者 也 许 有 连 
续 性 ,但 却 没 有 导数 等 等 .不仅 如 此 ,从 逐 辑 的 观点 来 看 , 正 是 这 些 奇 异 函 数 才 是 最 普遍 的 .…… 
从 前 , 当 一 个 新 函数 被 发 明 时 , 正 是 为 了 实用 的 目的 ,今天 为 了 指出 我 们 祖先 推理 的 错误 , 才 特意 
发 明 新 函数 ,人 们 从 来 也 不 能 从 中 得 到 比 这 更 多 的 东西 .说白 了 ,这 就 是 说 现在 人 们 研究 数学 为 
的 只 是 证 实 他 们 的 爷爷 无 能 而 且 不 严格 - 总 之 ,数学 是 否 过 度 强 凋 严格 化 ,公理 化 …… 亡 想 “ 清 
洗 " 直 观 的 直觉 ,以 至 于 远离 对 大 自然 的 深刻 的 次 索 呢 ? 这 样 ,我 们 来 看 第 二 件 事 . 

如 果 今天 还 有 人 不 承认 分 于 和 原子 的 存在 . 那 就 是 很 可 笑 的 事 . 但 是 当 1897 年 元 用 奥地利 
物理 学 家 和 哲学 家 马赫 (E. Mach,1838 一 1916)( 此 人 在 中 国名 声 不 佳 ) 在 维也纳 科学 院 一 次 会 议 
上 宣布 “我 不 相信 原子 存在 "时 ,得 到 的 却 不 是 哮 笑 ,而 是 有 人 反对 ,有 人 深思 ,这 是 物理 学 一 次 大 
辩论 中 的 一 幕 .这 场 大 争论 终于 导致 物理 学 的 大 发 展 .问题 在 于 ,尽管 当时 从 原子 “假说 "中 已 得 
出 了 许多 正确 的 ,与 实验 相符 的 结论 ,原子 终究 还 是 不 可 捉摸 的 东西 .对 于 原子 是 什么 ,有 什么 性 
质 ,还 一 直 没有 “直接 "的 证 据 , 马 赫 从 他 的 实证 哲学 的 观点 看 来 ,原子 的 存在 还 只 是 一 种 形 而 上 
学 的 假说 ,所 以 应 该 抛弃 “直接” 的 证 据 出 现在 布朗 运动 的 研究 .布朗 (Robert Brown) 是 英国 植 
物 学 家 ,他 注意 到 花粉 在 水 面 上 的 无 规则 运动 (1827) .对 此 ,只 能 用 分 子 的 磁 擅 来 解释 . 爱 因 斯 坦 
(1905) 做 了 许多 工作 ,并 且 计算 出 诸如 阿 伏 伽 德 罗 常数 和 分 子 的 平均 自 由 程 ,后 来 又 经 著名 的 法 
国 实验 物理 学 家 佩 韩 (jaan Baptiste Perrin) 系统 的 实验 证 实 ,原子 是 否 存 在 的 争论 , 才 算 尘埃 落 
定 . 正 是 这 位 癸 埋 在 他 的 名著 《原子 } 一 书 中 说 :“ 利 用 显微镜 观察 布朗 运动 ,看 到 浮 在 溶液 中 的 每 
个 小 有 矣 粒 来 回 运动 时 ,我 们 被 实验 的 实 实 完全 吸引 住 了 .为 了 对 它 的 轨迹 作 切 线 , 需 要 作 连 接轨 
迹 上 非常 接近 的 两 点 ( 即 读 小 颗粒 在 两 邻近 时 刻 的 位 置 ) 的 直线 ,并 找 出 它 的 极限 位 置 .可 是 在 我 
们 研究 过 程 中 ,两 次 观察 的 时 间 间 隔 无 论 多 小 ,这 直线 的 方向 总 是 等 续 地 变化 着 由 这 项 研究 ,一 
个 不 带 成 多 的 观察 者 只 能 得 到 函数 没有 导数 的 感觉 ,而 终究 得 不 到 有 切线 的 曲线 的 感觉." 这 自 
话 转 引 自 克 莱 因 的 名 着 《高 观点 下 的 初等 数学 》 第 三 着 ,湖北 教育 出 版 社 ,1993 年 ,中 译本 46 页 
主考 是 已 故 的 著名 数学 家 吴 大 任教 授 和 夫人 陈 鸥 教授 . 同 责 上 还 引述 了 博 雷 尔 (下 . Borel 测 
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度 理 论 的 首创 者 之 一 ) 的 一 篇 评论 :“ 分 于 理论 及 其 数学 " ,可惜 无 法 找到 原文 .布朗 运动 的 重要 性 
时 就 不 限于 研究 龙 粉 的 随机 活动 ,而 在 随机 现象 的 数学 与 物理 理论 乃至 金融 理论 中 都 极为 重要 ， 
而 几乎 所 有 布朗 运动 的 轨道 又 部 是 处 处 不 可 求 导 的 函数 .当然 这 不 是 说 不 可 求 导 函 数 的 研究 都 
正 是 这 些 “ 实 际 需要 "的 “期 货 " .这样 说 ,不 仅 不 真实 ,而 是 下 严肃. 到 了 20 世纪 70 年 代 末 、80 年 
化 初 ,数学 中 出 现 了 所 请 分 形 几 和 何 学 的 研究 ,指出 处 处 没有 切线 的 曲线 等 等 ,在 大 自然 中 是 十 分 
普遍 而 且 重 要 的 .分 形 几 何 学 在 数学 中 也 有 长 久 的 源流 ,与 许多 数学 分 支 有 关 , 所 以 我 们 没有 力 
其 去 涉及 有 关 的 问题 ,而 只 想 指 出 , 正 是 由 庆 加 菜 开创 的 天 体力 学 的 研究 中 ,在 研究 天 体 运 动 轨 
道 的 渐 近 状况 时 ,就 会 出 现 构造 极为 奇特 的 集合 . 分 形 理论 与 它 有 密切 关系 .可 网, 数学 走 到 了 这 
一 步 , 这 种 严格 化 公理 化 的 倾向 其 实 标志 了 对 大 自然 探索 的 深化 . 正 是 庞 加 菜 自己 的 研究 不 但 
不 是 "为 了 指出 我 们 祖先 推理 的 错误 ", 反 而 证 明了 这 种 批判 性 的 态度 的 远见 ,更 令 人 了 吃 停 的 是 布 
朗 运动 的 轨道 确 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 构造 的 不 可 求 导 的 连续 函数 颇 为 相近 ! 
魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 的 函数 是 


f(r)= BD sroost a rz)， 一 co<zc<oo;,0<5<1. (1) 


这 里 a>0, 其 值 待定 . 级 数 (1) 显 然 在 - c <z<+oo 中 一 致 收银 ,所 以 f(z) 在 -< rw<+%m 
上 连续 , 它 是 无 穷 多 个 正弦 曲线 (余弦 函 数 也 是 正 尽 曲线 ) 奏 加 而 成 的 , 记 其 第 n +1 条 曲线 为 


y= T(r)= cos(a"mxz)， 其 周期 为 二 ,振幅 为 纪 .我 们 知道 , 正 艾 曲线 之 斜率 ( 按 绝 对 值 计 ) 之 


最 大 值 出 现在 它 的 零点 处 .我 们 将 用 这 个 最 大 值 刻 画 它 陡峭 的 程度 , 故 不 妨 称 之 为 T, (x) 的 陡 
度 , 子 是 T,(x) 的 陡 度 就 是 


max = (ab)’n. 


dT, (zx) 
dz 


现在 令 
&>1 为 一 整数 , 且 o6>1， (2) 
所 以 T,,,(z) 之 陡 度 又 比 T(x) 的 能 度 大 ab 倍 ,所 以 构成 函数 (1) 的 这 些 正弦 波 ( 即 正弦 曲 线 ) 


就 越 米 起 罕 , 越 米 赵 陡 , 其 振幅 也 越 来 越 小 .图 3-7 -1 就 6 一 二 ,a =5 夯 出 了 级 数 (1) 的 三 个 部 
分 和 . 短 划 线 是 部 分 和 Su(z) = To(z) = cos rz; 虚线 是 部 分 和 Si(z)= T(r)+ T(x)=e08 


rz+ 可 cos 5xz; 实 线 则 是 部 分 和 S,(z)= T(x)+ (1) + T(z) = oo ne 让 cos Snz + 


于 cos 25nz .图 3 71 给 我 们 的 启 必 是:T,( x) 的 电 点 与 7,.1(z) 的 零点 纠 合 在 一 起 ;这 就 是 


为 什么 我 们 要 求 a 为 整数 的 原因 .我 们 还 要 求 T,(z) 的 航 值 点 ( 即 和 人] 的 堆 点 ) 又 与 Ti 


《z) 的 极 值 点 纠 合 在 一 起 .因为 T(x) 的 每 个 周期 内 必 有 了,,, (zx) 的 a 个 周期 ,前 者 的 每 个 半 
周 中 自然 含有 T,,, (xz) 的 a 个 半 周 .但 是 To(x) 药 最 大 与 最 小 值 交替 出 现 ,两 个 相 邻 最 大 与 最 
小 值 又 只 相 哗 半 周 .所 以 车 T,(z) 与 Ti(z) 有 一 个 共同 的 最 大 值 z, 则 当 x 从 工 , (z) 的 这 个 
最 大 值 走 到 下 一 个 极 位 为 最 小 值 时 , 划 T,., 也 由 最 大 变 为 最 小 ,再 变 为 最 大 -…… 一 共 变 了 a 次 . 
如 果 a 是 奇数 , 则 x 对 于 工 ,,,(z) 而 言 仍然 是 由 极 大 变 成 了 极 小 . 正 是 这 样 才能 保证 T.(z) 屋 
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翅 T,,1(z) 时 是 航 大 爸 加 到 极 大 上 , 极 小 到 加 到 极 小 上 而 不 至 于 互相 抵消 .我 们 可 以 想像 : 准 加 
的 结果 会 成 为 一 条 " 毛 昔 划 " 的 曲线 ,而 有 可 能 是 一 个 不 可 求 导 的 函数 的 图 像 . 所 以 我 们 除 (1) 以 
外 还 假设 e>1 为 一 奇数 . (3) 


一 一 一 一 和 一 cos me 
-- 力 =oos met eos 5 rex 


P=008 x+ 和 os 5 m+ os 25 mx 


图 3-7-1 


下 面 把 这 些 讨论 “数学 地 ” 讲 明 白 . 


首先 看 了 ,(z) 的 零点 芍 = 于 二! 其 中 是 整数 .这 时 arr 达 一 让 了 1。 也 是 一 个 末 数 的 
2 
Ti(z) ,Towz《z),… 的 零点 ,但 不 一 定 是 T(z),…，T,，(z) 的 零点 .在 函数 (1) 的 图 像 中 


T(z) 的 零点 总 是 把 了 ,Cz),T,,(z),… 的 零点 纠 合 在 一 起 ,所 以 我 们 称 必 为 F(z) 之 结 点 . 
并 以 


一 半 , 所 以 Ti(zt) = 0" icos(a' "en) = cos[ ox] 0. 所 以 了 (=) 的 零点 一 定 是 
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-12£+1 


k=0,+1,+2, ,n=0,1,2,": 
24 


N 


记 结 点 之 集合 ,我 们 看 到 
引 理 1 NN 是 RR 的 一 个 可 数 的 稠密 子 集 . 


再 看 T, (z) 之 极 值 点 xz = 三 ,是 整数 ,这 时 a""'xt 二 ok 礁 T(x)=Brcoskr=( 一 1)+5 


是 T(z) 之 极 大 (小 ) 值 ,而 T(z )=b**'oosakxr=( 一 1)'6"'', 故 z* 也 使 T,,(z) 达 到 极 大 
(小 ) .而且 与 T,(z*) 有 相同 符号 ,所 以 极 信和 点 也 是 纪 结 在 一 起 的 ,不 会 互相 抵消 ;又 因为 各 有 不 
同 因子 *,0<6<1, 求 和 以 后 也 不 会 变 为 正 负 无 穷 .我 们 称 zx 为 A(z) 的 峰 点 ,并 以 

M= 二 =0, tl, 2, 0, 2 


记 峰 点 之 集合 ,也 很 容易 着 到 
引 理 2 M 是 R 的 一 个 可 数 稠密 子 集 . 
现在 来 证 明 函 数 (1) 处 处 没有 导数 .为 此 任 取 一 点 zx。 并 记 (1) 在 x。 之 值 为 wy = f(z6) ,并 


且 考虑 T,(z) zo 必 在 T, (zx) 的 两 个 峰 点 之 间 ; 即 有 一 个 整数 a 使 所 < < < +1 在 这 两 个 峰 


Ga 


点 中 到 更 接近 zxo 的 一 个 为 空 (车 zx, 是 中 点 , 则 取 左 方 的 一 个 ) , 则 有 


一 
2a" 
Ql ,a,+l 


号 也 有 两 个 相 邻 峰 点 = po ee - 令 函 数 在 这 两 点 上 之 值 为 f(x)=y ,f(r )=y， 
于 是 得 到 两 个 差 商 


a 1 1 a 1 
a (4) 


> f(r) YY -f(ro) 


一 一 ， 一 一 一 {5) 
Tx I-ro 
为 了 证 明 f(z) 在 x。 没有 导数 ,只 需 证 明 当 x', x“>xo 时 ,上 述 两 个 差 商 没有 相同 极限 ,也 不 趋 
向 同 号 的 无 穷 大 .具体 说 来 ,我 们 要 证 明 
引 理 3 车 0<6<1,a 为 大 子 1 的 奇数 且 


ab >1+ rr， (6) 


则 (5) 中 的 天 个 差 商 不 可 能 有 相沿 的 极限 ,也 不 趋向 同 号 的 无 穷 大 . 
证 记 坟 ,4=zoa" 一 os 由 (4) 有 |.xwi| 扩 二, 而 且 


， 一】 一 
a) L101), 
a Le a 
- +1— xoa" 
I aa) 0). 
a a a 


为 &>1, 故 当 a 充分 大 时 ,| x’ 一 z,| 与 |x” 一 xz,| 蜀 可 任意 小 . 
再 注意 到 
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f(x)= 立 b*eos(a” nz)+ Ti pr oo0s(a” nx) 
=5,. DR (x). 
所 以 
f(x)= b” cos(a"rzr’ )+ Dy bcos[(a,— 1)a" "x] 
= 吕 cos(a nz )— -1}"b” 3 要 
be) Ed 
Fr) = 吕 名 cos(anrz + Dyb"cosl(a, +l)ar"z] 
A Ee 
= 5 b"oosla™ nz)—(—1)"b" T 如 
A Ee 
注意 我 们 这 里 利用 了 a” “为 奇 雪 2! + 1, 故 cos[ 人 Cas 1)a” "x]=o0s[(a, tx]=(-1)"*!= 


一 (一 D%“ (es 是 整数 ). 同样 F(Czo ) 也 可 以 分 成 两 项 ;利用 zi = mg -mw 而 z=a "(z+ 
av ), 故 


f(xo)= 忆 b" cos(a” rzo) 十 Deco rlrest a, )] 


= ootar rxo) + CD Deste 下 2 ) 


于 是 (5) 中 的 两 个 差 商 村 以 写成 
y fr) OY ,Cosa” rr) ~cos(a”"rnro) 
a 
ps lt+eos(a nz.,) 
+ DD" 一 一 
a 


y ~ f(xo) = cos(a" rz") —cos(a"™ nc) 


工 一 0 T_To 
十 本 De Dee). 


现在 分 别 估计 各 个 养 商 的 两 项 . 对 每 一 个 差 商 的 第 一 个 和 式 利用 和 差 化 积 公式 有 
品 pn (ane) ~ eos( a" rzo) 


4 一 Xo 
1 四 一 
= 1 上 
= 2sina™ x sine x 7 
0 
1 
Sina" x 一 , + x 
= > TO sina" mn 
2 mT 2 
a 
"2 
Tika 
sina 一 了 
因为 一 Sl, |sina™ x 全 1, 考 虞 到 
mn_ Tox 2 
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a"b"x>0, 所 以 这 一 和 式 的 绝对 值 


(7) 


ab-1 
第 一 个 差 商 的 第 二 个 和 式 是 一 个 收 敏 的 无 穷 级 数 .因为 * -re= 一 十 (I+.4), 所 以 


pb" > 本 《一 1 


ba 


1+cos(a’xr,+;} 
一 
E20 


,1+cos(a’ ze 
a ， 
(0 


现在 新 级 数 第 一 项 即 ,=0 的 一 项 是 


这 是 因为 |z,,4 | 忆 去 ,从 而 分 于 1+ cos(xz。,1) 之 1, 而 分 避 < 纯 .总 之 新 级 数 第 一 项 之 之, 其 名 
项 则 为 非 负 ,所 以 其 和 之 子 . 记 其 和 为 时 了 > 工会 并 以 上 的 结果 ， 


第 一 个 差 商 = 好 


+ DD" "ye 


如 果 把 。 写成 6 一 {一 1)“ye , 则 en 1=|el/¥Y<1, 而 
第 一 个 关 商 = (一 Dog" [和 + 二 宇 ]7=(- Drawrpr (8) 
这 里 思 一 [ 子 + 让 于 )7Y> 子 -E>0. 这 时 我们 应 用 了 (6) 式 ， 


第 二 个 差 商 可 以 美 似 地 处 理 ,注意 到 这 时 xz - = 上 上 (1 - zx.,,), 我 们 将 得 到 


第 二 个 差 商 = (1) orb [21 = abp (9) 
3 ab-1 
ex 
这 里 大 = (+ 二 1)7>3 ->0. 
总 结 以 上 即 知 ; 
若 (-1)” =1, 有 
y -fro) 2 
a ab 仔 - 坏 1， 
了 ARFCzo) 2 
Zr a (3 -三 


当 (-1%= -1 时 
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yfHr) fd 
-To -eb (3 ji) 
Ffxo), sf2_ x 

I xo >o 人 了 1 


由 于 z ,z" 属 于 及 上 的 一 个 可 数 稠密 集 M , 故 知 函 数 (1) 的 差 商 不 可 能 有 极限 ,也 不 可 能 趋向 于 
同 符 生 的 无 穷 大 . 殖 尔 斯 特 拉 斯 的 函数 (1) 在 任 一 点 ro 都 没有 导数 得 证 . 
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$1 这 样 评论 黎 曼 公正 吗 ? 


1. 不 连续 函数 进入 了 人 们 的 视野 ”过 厄 多 内 (jean Dieudonné) 在 《现代 分 析 基 础 )(Eléments 
中 Analyse) 第 一 卷 ( 中 译本 由 科学 出 版 社 1982 年 出 版 )159 页 说 了 这 样 一 自 话 ,以 解释 为 什么 这 
部 大 书 (全 书 共 九 卷 ) 中 完全 不 讲 黎 昌 积分: “如果 不 是 它 的 有 权威 的 名 字 , 它 老 早 就 该 没落 下 去 
了 .因为 对 任何 一 位 从 事 研究 工作 的 数学 家 来 说 ( 带 着 对 黎 曼 的 天 才 应 有 的 尊敬 ) ,十 分 清楚 , 现 
今 这 一 “理论 "的 重要 性 在 测度 与 积分 的 一 般 理 论 中 ,最 多 不 过 是 一 普通 的 有 趣 的 练习 (参看 13.9 
问题 7), 只 有 那 种 学 究 传 统 的 顽固 的 保守 主义 才 会 把 它 冻结 成 课程 的 正规 部 分 ,长 时 间 以 后 必 
将 失去 它 的 历史 重要 性 ." 现 在 我 们 要 追溯 一 下 历史 ,看 一 看 歼 曼 是 在 什么 样 的 历史 缘 景 下 提出 
他 的 积分 理论 ,以 及 他 的 理论 的 不 足 之 处 究 竞 在 什么 地 方 . 

这 就 需要 从 体 里 叶 讲 起 . 傅 里 叶 从 研究 大 晶 物 理 问题 (主要 是 热传导 问题 ) 出 发 ,指出 “任何 
函数 ”f(z),xE[ 一 zz] 都 可 以 写成 一 个 无 穷 级 数 


f(x)=F+ > (a， cos nT + 6b, sin nr), (1) 
pe 


这 里 
ost (8) co nede,b, = | AD sin ne dé. 02) 


在 傅 里 叶 (1768 一 1830) 的 时 并 (19 世纪 初 ), 什 么 是 “任何 函 
数 "是 一 个 设 有 说 清 的 问题 ,本 书 第 二 章 讲 到 了 这 件 事 . 当 
时 ,一 种 说 法 是 :函数 就 是 一 个 解析 表达 式 , 因此 ,不 同 的 解 、] 
析 表 达 式 就 表示 不 同 的 画 数 ; 另 一 种 说 法 则 是 :顺手 一 笔画 | 
出 来 的 曲线 就 是 一 个 函数 .这 是 同一 个 人 欧 拉 ,在 不 同 场合 “j 
下 讲 的 语 . 伟 里 叶 在 他 的 名 著 《 热 的 解析 理论 》(Jean-Baptiste | _ 
Joseph Fourier, Théorie Analytique de la Chaleur, 中 译本 武汉 
出 版 杜 1993 年 出 版 ) 中 讨论 三 角 画 数 的 一 般 理论 时 (中 译 
本 132~ 133 页 ), 就 给 出 了 一 个 例子 ( 见 图 4 一 1 一 1) 


eos 二 cos 3z + 二 cos sr- = (3) 


同一 个 级 数 怎么 能 表示 不 同 的 函数 呢 ? 看 来 并 不 是 所 有 的 函数 都 如 雅 可 比 涪 的 是 “合理 的 " 郴 
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数 ,而 可 以 是 不 连续 的 ,而 且 研 究 这 种 有 不 连续 点 的 函数 ,在 物理 上 也 是 “合理 的 ”. 这 一 个 例子 以 
及 后 来 越 来 越 多 的 例子 才 引 导 到 关于 一 般 函 数 的 “ 犹 利克 雷 定义 ", 即 本 书 第 二 章 所 介绍 的 定义 . 
越 来 越 多 的 例子 表明 ,函数 的 不 连续 点 的 集合 构造 可 以 是 十 分 复杂 的 .例如 “ 犹 利克 雷 函 数 ” 
lz 为 有 理 数 ， 

0,z 为 无 理 数 

是 处 处 不 连续 的 ,而 形状 十 分 相近 的 " 黎 曼 函数 ” 


= 思 为 蜂 约 
Role 全 为 虹 约 有 理 数 ， 


0， 工 为 无 理 数 ， 
却 只 在 有 理 点 不 连续 .其 实 健 里 叶 所 说 的 “任何 函数 "是 指 的 连续 函数 .但 是 如 (3) 那 样 的 函数 在 
情 里 叶 看 来 也 是 连续 的 ,因为 它 的 图 像 如 图 4 一 1 一 1 所 示 是 一 条 连续 曲线 ,所 以 表示 连续 函数 . 
情 里 叶 把 图 1 中 的 虚线 也 包括 到 (3) 的 图 像 中 去 了 ,而 按 犹 利克 雷 的 定义 这 样 做 是 不 许可 的 , 因 


为 这 样 一 来 在 例如 z 一 > 处 ,函数 的 值 就 不 确定 了 . 再 用 柯 西关 于 连续 函数 的 定义 才 看 出 这 个 点 


是 不 连续 点 .不 过 全 里 叶 的 书 实际 上 成 于 1810 左右 , 犹 利克 雷 的 函数 定义 和 柯 西 关子 连续 性 的 定 
义 乃 是 1820 一 1830 左右 的 事 ,何况 他 们 二 人 自己 有 时 也 会 “ 壮 涂 "的 .不 论 如 何 , 当 画 数 的 不 连续 性 
盘 迫 人 们 子 以 正视 时 ,从 定义 傅 里 时 系数 a, 与 。 的 (2) 式 看 ,有 必要 研究 不 连续 函数 的 积分 . 

把 定 积分 定义 为 积分 和 的 极限 


f(s)de =limy (Cs, -as (6) 
的 是 柯 西 .但 是 他 假设 了 f(x) 在 [a ,5 上 连续 -如果 f(x) 在 z=。 时 有 间断 , 则 定义 
rapar= [fret f ea)ar. 


现在 用 的 反常 积分 的 定义 也 是 柯 西 给 出 的 .但 是 比较 一 般 的 函数 f(z) 的 积分 如 何 定义 , 则 是 繁 
曼 1854 年 在 研究 三 角 级 数 ( 即 形 如 (1) 之 右 方 的 级 数 , 但 是 并 不 确定 是 否 有 -个 f(x) 存 在 使 (2) 
成 立 ) 时 提出 来 的 ,当时 黎 曼 已 意识 到 ,这 一 项 研究 虽然 不 一 定 有 直接 的 物理 学 上 的 应 用 ,在 数学 
上 却 是 重要 的 . 

上 面 我 们 看 见 了 两 个 特例 {4) 与 (5) ,这 使 人 产生 一 个 疑问 :为 什么 要 研究 这 些 人 为 的 特例 ? 
上 一 章 $7 中 我 们 引用 了 庞 加 莱 的 话 , 然 后 又 引用 了 佩 韩 关于 布朗 运动 的 议论 .那么 ,研究 这 些 
古怪 的 函数 是 为 了 证 明 自 己 前 辈 的 无 能 吗 ? 难道 黎 曼 (还 有 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 还 需要 靠 “揭发 "自己 
前 辈 的 无 能 才能 巩固 自己 的 地 位 吗 ? 或 者 是 不 是 这 些 画 数 与 某 些 物理 现象 有 关 ? 都 不 是 ,上 一 
章 讲 到 候 昔 关于 处 处 不 可 微 函数 与 布朗 运动 的 关系 的 话 , 当 时 只 是 一 种 设想 而 已 .有 一 种 仿 见 ， 
以 为 数学 的 发 展 是 一 帆 风 顺 的 :从 几 个 不 辩 自明 的 真理 (公理 ,公设 ), 以 及 任意 设 定 的 革 些 对 象 
的 性 质 ( 定 义 ) 出 发 ,按照 一 些 确定 的 推理 规则 ,就 可 以 得 出 一 个 又 一 个 确定 无 疑 的 真理 . 从 这 个 
意义 上 说 ,数学 的 方法 论 是 “ 先 验 " 的 ,上 一 章 86 中 我 们 也 说 过 这 个 意思 . 但 是 数学 之 为 “ 先 验 " 
只 是 相对 于 其 它 科学 之 “后 验 ” 而 言 ,上 一 章 我 们 正 是 相对 于 力学 中 最 小 作用 的 原理 的 演变 进 数 
学 方法 论 的 先 验 性质 的 . 其 实 ,数学 的 发 展 同样 充满 了 争论 和 了 矛盾 .本 书 各 章 都 说 明 这 个 问题 .前 
芋 数 学 家 发 现 了 一 些 真 理 ,以 为 它 是 正确 的 :后 来 的 数学 家 发 现 了 其 中 有 不 少 毛病 .漏洞 ,而 且 这 
些 毛 病 和 津 润 常 以 反例 形式 出 现 .这 样 ,人 们 去 清理 前 非 的 工作 ,补足 他 们 的 缺失 ,发 展 他 们 的 成 


{4) 


Xr)= 


(5) 
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就 .甚至 许多 定义 也 不 是 确定 于 证 明之 前 ,而 是 产生 了 证 明 过 程 之 中 . 举 一 个 例 , 早 在 莱 布 尼 英 就 


认为 如 果 连 续 浅 数 的 级 数 » xu) 收 敏 , 则 其 和 也 一 定 连 续 . 柯 西 也 是 这 样 想 的 ,而 且 ( 怀 车 对 


莱 布 尼 菊 天 才 应 有 的 尊敬 ) 力 图 去 证 明 它 ,甚至 傅 里 时 的 例子 (3) 开 始 也 不 被 认为 是 反例 ,因为 傅 
里 叶 对 和 畏 数 的 图 形 补 上 了 一 些 虚 线 ,使 之 成 为 “连续 曲线 ”, 直到 柯 西 给 出 了 连续 函数 的 定义 
后 , 才 知 道 这 个 连续 曲线 并 非 连 续 距 数 的 塑像 .但 是 柯 西 仍然 力图 去 证 明 那 个 可 以 追 潮 到 莱 布 尼 
菊 的 “定理 ”, 他 的 这 种 努力 茂 至 见于 他 为 数学 分 析 严 格 性 莫 基 的 力作 《代数 分 析 教 程 )(Cours 
d Analyse Algebrique,1821). 直 到 1876 年 , 阿 贝 尔 指 出 , 柯 西 的 “定理 "有 例外 . (定理 怎么 能 有 例 
外 ?) 最 终 打 破 这 个 旺 这 的 是 塞 德尔 (P. 世 . Seidel) .他 在 1847 年 分 析 柯 西 用 。 一 N 语音 来 表达 的 
证 明 时 指出 ,这 个 N 不 仅 依赖 子 e, 还 依赖 于 z:N =N(s,x). 如 果 z 只 能 取 有 限 多 个 值 ,从 这 
些 Ne,z) 中 自然 可 以 找 出 最 大 的 一 个 作 N(s). 但 车 = 可 以 取 无 穷 多 个 值 (例如 某 一 区 间 
[ae ,6 J 中 的 一 切 值 ), 则 N(eyz) 就 不 一 定 有 有 限 的 最 大 值 N(e) 以 适合 一 切 工 点 了 ,因此 柯 西 
的 证 明和 失效 - 赛 德尔 在 自己 的 论文 中 说 了 一 段 话 :方才 已 经 确认 ,定理 不 是 普遍 有 效 的 ,因为 它 
的 证 明 必 定 依赖 某 个 额外 的 隐蔽 假 定 ( 即 N(s,zr) 对 一 切 x 有 有 限 的 最 大 值 一 本 书 作 者 ). 有 
鉴于 此 ,我 们 要 给 证 明 作 一 次 更 细微 的 分 析 . 发 现 那个 隐蔽 的 假设 倒 不 很 难 .于 是 可 以 反 推 这 个 
假设 所 表达 的 条 件 确 是 表示 不 连续 函数 的 级 数 满足 不 了 的 . 因为 ,只 有 这 样 , 那 串 别 无 他 错 的 证 
明 才 跟 另 一 头 的 确 羡 事实 才能 重新 归于 一 致 “这 就 是 说 ,从 分 析 柯 西 的 证 明 人 手 , 人 们 找 出 了 漏 
洞 ,发 现 了 收敛 的 级 数 应 分 为 两 类 ,一 类 是 Ne,z) 有 最 大 值 的 , 另 一 类 则 是 没有 的 . 至 此 ,一致 
收敛 性 的 定义 呼之欲出 :并 不 是 人 们 先 验 地 有 了 一 致 收 合 性 定义 ,并 由 之 证 明了 相应 定理 ,而 是 
从 证 明 过 程 中 这 个 定义 自己 跑 到 我 们 面前 .我 们 只 好 承认 它 ,应 用 它 . 当时 看 到 了 这 一 点 的 不 只 
有 赛 德尔 ,还 有 斯 托 克 斯 , 物 尔 斯 特 拉 斯 稍 早 一 些 也 在 宕 级 数 研 究 中 独立 地 得 到 了 一 致 收 倒 性 概 
念 .到 席 是 谁 首先 明确 宣布 这 个 定义 ,现在 人 们 一 般 地 归功 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 .不 过 斯 托 克 斯 , 赛 德 
尔 还 有 传 里 时 本 人 都 指出 它 与 收 伍 速度 有 关 .{ 以 上 材料 引 自 拉 卡 托 斯 《证 明 与 反 驱 》, 附录 一 ,中 
译本 152~170 页 ). 一 致 收敛 的 案例 说 明了 数学 的 发 展 并 不 是 先 验 的 ,反例 的 重要 性 在 于 它 揭 志 
了 无 法 回避 的 矛盾 .数学 的 发 展 并 不 是 为 了 说 明 种 种 反例 ,相反 ,研究 反例 是 为 了 发 展 数学 . 19 
世纪 最 后 二 三 十 年 出 现 了 大 量 “ 反 例 ”, 正 表明 数学 的 深 人 发 展 , 在 数学 对 世界 的 认识 的 过 程 中 起 
了 极 大 作用 .这 可 以 说 是 现代 数学 的 一 大 特点 . 歼 曼 积分 正 是 这 种 历史 背景 下 出 现 的 第 个 系统 
的 积分 理论 回忆 到 上 一 章 讲 的 处 处 不 可 微 函数 的 例子 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 1861 年 发 现 的 ,可 以 看 
到 ,不 连续 函数 进入 人 们 的 视野 是 时 代 的 产物 . 

2. 函数 的 可 积 性 黎 曼 第 一 个 提出 可 积 性 问题 , 即 要 求 刻画 出 使 (6) 之 概 限 存在 的 函数 
类 .( 这 里 说 明 一 下 ,本 节 中 讲 到 的 AF(z) 都 是 实 值 函数 . 若 7z) 是 复 值 的 , 则 划分 开 实 庶 部 处 
理 ). 人 们 通常 都 说 “积分 是 积分 和 的 极限 ”, 这 个 说 法 并 不 准确 ,我 们 学 过 了 序列 的 极 女 与 函数 的 
极限 ,但 (6) 式 右 方 的 积分 和 


DY (EV, -二 0) 
暨 不 构成 序列 ,也 不 是 某 连 续 变量 的 函数 - 为 了 明确 地 了 解 它 ,我 们 首先 要 求 F(z) 定 义 在 有 限 
区 间 [a,6] 上 , 面 且 f(x) 不 可 以 无 界 , 对 [a ,6] 作 一 个 分 划 Pia= zo fA 以 
表示 max( xz, - zx) ,因为 fx) 在 [4,5] 上 有 界 , 从 而 在 每 个 小 区 间 [ x,.， :xz] 上 也 有 界 ,从 而 有 
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上 (下) 确 界 M(m,). -< mm 入 MM <<+00. 反 之 ,车 fz) 无 界 ,M, ,mm 中 必 有 土 o ,这 会 使 下 
式 没有 意义 .我 们 不 考虑 六 z) 在 [zi ] 中 是 否 可 以 达到 mm 与 MM, ,而 定义 F(z) 相 应 于 分 划 
三 的 上 和 Sr 与 下 和 sp: 


= Maz), 
so Dm a (8) 
很 清楚 
ss. (9) 


但 对 不 同 的 分 划 P 与 P”, sp 与 Sr 可 否 比 较 ? 首先 我 们 注意 到 ,车 在 分 划 P 中 加 一 个 分 点 x“( 称 
为 也 的 “加 细 ”, 加 细 后 的 新 分 划 为 P) 例 如 ,xz,-， < < , 则 ss 和 Ss 变 成 


lt 


sp= DD mz ao) tm tm (rr)+ > m, (x ~ x.1), 
i 1 


-Ms -wtM rr) tM (x x )+ 加 M(x, 站) 


这 里 ms = i f(x) ,me = 1 Fr ),M’ ,M7 意义 自明 . 于 是 凡 Trin( mm ),M;= max 


(MT MD) - sp sp ss, ,就 是 说 ,分 划 加 细 后 下 和 不 减 而 上 和 不 增 .把 P' 与 户 合并 
成 一 新 分 划 已 (不 妨 写作 P' + P"= P) , 则 忆 同时 是 已 与 己 的 加 继 . 因 此 

sp EpESpESp (10) 
就 是 说 :不 论 哪 一 个 分 划 的 下 和 一 定 不 大 于 任 一 分 划 的 上 和 . 于 是 车 圈定 一 分 划 P, ,可 见 对 一 切 
分 划 PP, sp 所 Sp, .从 而 |ss1 有 界 而 有 上 确 界 , 记 之 为 


1 =suplsel, 


同 理 ,1Sp | 有 下 界 而 有 下 确 界 了 : 
T=inflSp|. 
而 且 
1<I. 

I 和 了 分 别称 为 f(z) 在 [4,5] 上 的 下 积分 与 上 积分 .它们 是 某 集 合 的 上 、 下 确 界 ,而 不 是 序 
列 的 极限 .看 下 面 的 定义 即 知 ,说 积分 是 积分 和 的 极限 是 不 准确 的 . 

定义 1 车 了 = 了 , 则 称 f(z) 在 [a,6] 上 黎 遇 可 积 ( 尺 - 可 积 ,在 不 产生 误解 时 就 说 可 积 ) ， 
其 公共 值 1= 工 = 了 称 为 f(z) 在 [a ,6] 上 的 定 积分 , 记 作 


4 
二 | (zjdr (11) 


以 上 是 达 布 (G. Darboux) 对 黎 曼 的 讲法 作 的 一 个 修正 , 黎 曼 本 人 仍 是 使 用 的 积分 和 (C7). (7) 
与 1 的 关系 以 后 再 讲 ,目前 我 们 先 用 达 布 上 下 和 来 讨论 玫 zx) 可 积 的 充分 必要 条 件 . 
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定理 1 [a , 引 上 上 的 有 界 荔 数 /(z ) 为 可 各 的 充分 几 要 条 件 是 ;对 任 一 > 0 均 可 找到 一 个 
分 划 尸 全 


os sp<e. 
证 必要 性 , 设 f(x) 可 积 , 则 1 = 1=1, 由 上 ,下 确 界 的 定义 , 必 可 找到 分 则 已 和 已 "使 


令 P=P'+P, 则 


上 
一 了 + 万 =E， 


0sSS ~ sp Sp -sp <I+ 5 


充分 性 .由 上 下 确 界 的 定义 也 Ss ,I 了 沁 sp ,但 1 闫 了, 所 以 
0SI- IS -sp<e. 


由 @ 之 任意 性 有 了 = 了, 即 f(z) 可 积 , 定 理 证 毕 
注意 到 


Sp sp= DM me) 


为 使 Se 一 sp 充分 小 ,就 应 该 要 求 在 相当 多 的 小 区 间 [ [zy -ivz] 土 M, 一 m, 充分 小 ,而 使 M, - mm 
不 太 小 的 小 区 间 [ x,-, ,x ] 之 总 长 很 小 .但 M, - m, 相当 小 就 很 接近 于 函数 的 连续 性 . 所 以 为 使 
Sp -so 可 以 任意 小 ,就 要 求 在 相当 多 的 小 区 间 上 了 (x) 连续 ,而 f(z) 不 连续 的 点 不 太 多 .这 样 就 
把 A(z) 之 连续 性 与 可 积 性 联系 起 来 了 . 这 一 段 话 很 不 明 伴 , 读 者 完全 可 以 认为 是 说 错 了 . 为 了 
把 这 一 点 并 明 确 , 我 们 引进 函数 振幅 的 概念 . 现在 我 们 有 意 地 设 F(z) 是 x 元 函数 . 设 f: ACR" 
YR,a€ 4A,f(zx) 在 4 点 不 连续 的 程度 可 以 度量 如 下 : 邻 

M(f,a.8)=supl f(r):7EAB |r-al<dl, 

m(f ,ad)=inlf(r):zEAH |r-al<d|. 
我 们 称 O(f, a) =lim[M(f,a,6) -mm(f,a,8)] 为 了 在 a 点 的 振幅 .由 于 M(f,a,8) 一 
m(/,a ,人 6) 是非 负 的 随 6 不 增 的 函数 ,所 以 O( ,a) 存 在 .显然 了 在 a 点 相对 于 A 连续 (不 连续 ) 
即 OCf,a)=0( 关 0) ,这 里 我 们 特意 加 上 “相对 于 A” 几 个 字 , 因 为 定义 M 与 mw 时 并 没有 说 x 在 
球 |z-al<5 内 ,而 是 在 A 站 1|z 一 al< 引 内 (注意 ,我 们 的 讨论 不 只 对 一 元 函数 f(x) 适用 ,而 
对 x= (zx) 时 的 多 元 函数 Az) 也 适用 .这 时 1z - a| <6 确实 是 球体 而 不 是 区 间 . ) 即 只 
用 到 此 球 含 于 A 内 的 部 分 ,因为 f(x) 只 定义 于 A 上 ,而 不 是 定义 在 慕 个 球 |z - a| <3 上 (当然 
也 不 会 对 此 球 内 一 切 x 点 f(z) 均 无 定义 ;至 少 对 中 心 z = a , ftz) 是 有 定义 的 ) ,这 样 得 到 的 连 
续 性 是 相对 于 A 的 连续 性 .在 一 元 函数 情况 下 ,车 F(z) 定 义 在 A=[a,5] 上 , 则 在 定义 域 的 左 
右 两 端 只 讨论 A(z) 的 单 侧 连 续 性 ,这 就 是 相对 于 [ a ,5] 的 连续 性 .但 在 多 元 函数 情况 ,由 于 定义 
域 4 的 构造 可 以 十 分 复杂 ,相对 于 A 的 连续 性 也 复杂 多 了 .例如 ,车 aE A 是 一 个 孤立 点 , 则 
{izEA,|z-al<81 当 8 充分 小 时 就 只 有 一 个 a 点 ,这 时 自然 有 O( 了 ,a) =0, 即 下 在 a 点 相对 
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于 4 连续 .由 于 这 个 原因 ,在 研究 多 元 函数 时 ,我 们 常 限于 /(z) 定 义 于 一 开 集 上 .由 于 开 集 中 的 
点 都 是 内 点 ,就 不 会 出 现 上 面 的 麻烦 .总 之 ,多 元 函数 在 边界 点 上 的 情况 是 要 特别 细心 处 理 的 .这 
一 类 问题 在 第 六 章 讲 到 子 空 间 拓扑 时 还 会 详细 说 - 

引 理 3 设 有 兽 函 数 /xz) 害 义 在 [a ,6] 上 ,车 对 一 切 zxE [a ,8] 均 有 OUfz)<e, 则 必 在 
碟 ~ 个 公 划 了 ,使 

0 魏 Sp -sp <2e(b- a). 

证 对 一 切 xzE[a,5] 均 存在 一 个 开 区 间 [z - 8,z+8] 使 M(f,z,6) ~ m(f.z,6)<2e. 
开 区 间 族 1(z- 6.z+ 6) 覆盖 [o ,65], 放 可 由 其 中 选 出 有 限 多 个 U,,…, U。 使 [a ,8]C 0 Ui， 
适当 选 分 划 PP 可 使 P 之 每 一 个 小 区 间 [ zz ] 鬼 会 于 一 个 局 , 中 ,于 是 Mm,<2e, 而 


0< Sn -sp = DM ma X11) S20 (ba). 


下 面 我 们 就 可 以 联系 着 f(z) 的 连续 性 来 讨论 了 ( 工 ) 可 积 的 充分 必要 条 件 了 .我 们 的 结论 是 
六 zx) 可 积 的 充分 必要 条 件 为 其 不 连续 点 构成 一 个 0 测度 集 ( 淮 确 些 说 是 0 勒 贝 格 (Lebesgue) 测 
度 或 07 测度 集 ): 似 平 有 必要 先 讲 什么 是 测度 ( 勒 员 格 测度 、L 测度 ) ,但 是 事实 上 不 需要 . 介绍 
这 个 概念 我 们 又 是 对 = 维 情况 来 讲 . 

定义 2 设 ACR", 我 们 说 A 具有 0 测度 即 莉 对 任 一 。>0 均 可 找到 可 数 多 个 平行 于 坐标 


办 的 闭 长 方 体 | U, ,…， 使 AC 册 Ui, 而 且 D vol (U,)<e,vol 《LU ) 即 指 [下 立体 积 . 


注 1 定义 中 的 U, 也 可 到 为 开 长 方 体 ， 只 要 把 每 个 闭 的 UU 代 以 同心 平行 而 稍 大 的 开 长 
方 体 即 可 . 


注 2 任意 可 数 点 集 {xz; | 必 有 0 测度 ,因为 我 们 可 以 把 zx 放 在 一 个 体积 为 3Frt 的 闭 长 方 体 


的 中 心 , 面 这 样 得 到 的 可 数 多 个 闲 长 方 体 之 总 体积 是 。 5 Fre 是 任意 小 数 .特别 是 [0,1] 中 


的 有 理 数 构成 一 个 零 测度 集 . 
注 3 有 限 多 个 10,,… ,UU | 也 可 以 算 作 可 数 多 个 和 0, ，…, U,,…| ,只 要 假设 凡 = 2， 
*=1,2,… 芭 可 ,但 此 定义 中 必须 说 可 数 多 个 UU, , 著 只 用 有 限 多 个 U, 将 得 到 另 一 概念 . 
定义 3 设 ACR" ,我 们 说 A 具有 0 窜 度 (0 车 尔 当 (Jordan) 测 度 ,0/ 测度 ) 即 是 对 任 一 。> 


0 直到 米 到 有 限 多 个 平行 于 沧 标 加 的 长 方 体 10,,…,U, | 合 AC DU,, 5 vol (Ui) < 


显然 0 容 度 集 必 为 0 测度 集 , 但 其 逆 不 真 . 

如 果菜 性 质 只 在 一 个 0 测度 集 上 不 成 立 ,就 说 它 几 乎 处 处 成 立 ,时 常 简写 为 p.P. 成 立 或 &.e. 
成 立 

定理 3 设 f(x) 是 [a ,6 上 的 有 界 函 数 , 则 f(x) 在 [a,5] 上 可 积 的 充分 必要 条 件 是 它 几 乎 
处 处 相对 于 [a,6] 选 

证 先 设 f(z) 几乎 处 处 连续 . 记 B= fr:rE€ [a,5], 了 在 z 点 不 连续 !, 所 以 B 有 0 测度 . 
又 记 B.= zx;zE[a,6],O(f,z) 之 ef, 于 是 B,CB 也 为 0 测度 集 ,因此 能 用 总 长 度 之 。 的 可 数 
多 个 开 的 小 区 间 覆 盖 , 妈 是 说 这 些小 区 间 成 为 8. 的 一 个 开 覆 盖 . 可 是 B, 是 闭 集 , 又 是 有 界 的 ; 
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B.CC[a,6], 所 以 在 这 个 开 覆 盖 中 能 取 有 限 多 个 1U,，,…, U, | 烤 盖 B., 且 这 vol( U)< .把 每 


一 个 UU 换 成 可 仍 可 覆盖 B. 且 总 长 度 不 变 , 所 以 不 芒 设 这 些 U, 均 为 闭 区 间 ， 
对 于 任 一 个 分 划 P, 有 
一 SP 二 > (M,— mi)(z,—z,1). 
正如 前 面 已 指出 的 ,为 使 S* -sp 充分 小 ,我 们 或 者 要 求 M, - m, 对 大 多 数 子 区 间 充 分 小 ,或 者 
要 求 使 M, ~ m; 不 太 小 的 区 间 总 长 度 很 小 ,所 以 我 们 把 P 中 的 小 区 向 分 成 两 组 ; 
Si :与 B, 不 相交 的 小 区 间 . 
Sa :完全 含 于 某 个 U, 内 的 小 区 间 . 
若 一 个 小 区 间 既 不 全 含 于 任 一 UU 内 又 与 B, 相交 , 则 可 将 它 细 分 为 两 部 分 ,一 部 分 与 B. 不 相 
交 , 另 一 部 分 含 于 某 个 UU 内 .所 以 将 了 的 小 区 间 分 为 两 组 是 可 能 的 . 
对 S, 中 的 小 区 间 , 因 O(f,x)<。, 故 由 引 理 2, 必 要 时 对 卫 加 细 为 P' 即 可 知 ,对 P“ 中 3, 类 
小 区 间 有 
TM- mr za) <2e(b -a). 
对 S, 中 的 小 区 间 ,因为 f(z) 在 [a ,58] 上 有 界 , 故 (M. - m,) 志 2 Popl f(x) =2M ,而 对 这 些小 
区 间 


EM, mz 1) <2M wallU {<2Me. 


把 这 两 个 式 子 加 起 来 即 有 
0 入 Sr ~ sp <2e(b ~ a) +2Me. 
因此 ,f(z) 在 [a ,5] 上 可 积 . 
反 过 来 设 f(z) 可 积 , 今 证 B 有 0 测度 .但 是 B= B， UByU…U BiU…, 记 以 今 证 每 个 
Bi 均 有 0 测度 即 可 . 任 给 e>0, 因 已 设 所 <) 可 积 , 故 必 有 一 个 分 划 卫 使 Sp - sp<ejm ,用 .上面 
同样 的 方法 将 P 中 的 小 区 间 分 成 两 类 ,我 们 只 看 与 Bi 相交 的 那些 小 区 间 [ x,_, ,zx,] .车 卫 相当 


级 , 则 在 其 上 M - m, > 之 ,把 这 些小 区 间 合并 起 来 ,有 
BE UIEDM -me -aa Se LE. 


所 以 守 val( UU,) < 态 - 由 。 之 任意 性 可 知 Bi 为 0 容 度 的 .把 可 数 多 个 0 容 度 集 并 起 来 自然 可 得 


测度 集 .所 以 B 为 0 测度 集 而 f(z) 几 乎 处 处 连续 ,定理 证 毕 . 
至 此 为 止 我 们 都 是 应 用 达 布 的 上 、 下 和 .怎样 转 到 黎 曼 所 用 的 积分 和 (7) 呢 ? 
定理 4 设 f(x) 在 [a,5] 卡 有 界 , 对 任 一 。>0, 霓 存在 3>0, 合 对 任何 分 划 忆 ,只 要 3 < 6， 


就 有 sp>I-e,Sp<1l+te. 


证 不 失 一 般 性 可 设 f(z) 送 0( 必 要 时 用 f(z)+C 代 痊 了 (zz),C 是 充分 大 的 正 数 ), 由 了 
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之 定义 , 必 有 分 划 Po:a=zo<zi<…<z=5, 使 Sn <I + 部, 设 MM= gop/(zx), 今 证 6= 
tj4(n +1)M 即 全 于 所 求 . 

设 忆 是 任 一 分 划 , 和 证 明定 理 3 一 样 ,把 PP 的 小 区 间 分 为 岚 组 ;一 组 是 完全 合 于 [ x; - 3， 
Zi+ 台 ] 的 ,其 余 列 人 第 二 组 .于 是 S, 也 分 成 了 两 项 SW 和 SY ,SW 中 最 多 有 n+1 项 ,每 一 项 都 
会 了 P, 的 一 个 分 点 ( Po 一 共有 m+1 个 分 点 ), 所 以 这 些 项 相应 于 PP 中 的 x +1 个 小 区 间 , 总 长 


为 20n+Et) 人 = 2 ,第 二 组 的 小 区 间 由 于 规定 其 中 不 能 含有 任 一 个 分 点 ,而 且 其 长 均 不 大 于 9， 


所 以 必 全 位 于 某 个 小 区 间 [z。，,z,] 内 ,因此 
= SOT+S0 二 Me IM Ti TEESE+I+tE=I+te. 
Sp= SH+SY M51+ > (Ti) + e 
同 理 sp > 1 一 6, 引 理 证 毕 . 
定理 5 设 /(z) 在 [a,5] 上 有 界 并 可 积 , 则 对 任 一 。>0, 必 有 可 找到 6 >0 使 车 某 一 分 划 P 
的 2 < 5, 不 论 如 何 选 (7) 式 中 的 & (zi 所 名 所 zx) 事 有 


[Bee a fra] <e 


证 因为 zm, 志 ft 和) 所 MM ,所 以 


外 
另 一 方面 ,由 于 已 设 Kz) 可 积 , 故 工 = 了 = 了, 而 定理 4 又 推出 ,只 要 6, <8, 必 有 s,> 了 ~ 二 ,Sp 
之 了 +e 所 以 当 结 <5 时 


I -e=l-ecs 3 flE)(z, -cES < T+te=l+te, 
而 定理 得 证 ( 逆 定 理 是 明显 的 ). 
这 样 我 们 看 到 ,不 论 是 用 黎 受 的 积分 和 或 达 布 的 上 下 和 来 定义 定 积分 ,结果 都 是 一 样 的 . 我 
们 也 由 此 看 到 了 所 和 谓 定 积分 是 积分 和 的 极限 这 各 话 的 确切 合意 . 
由 定理 5 我 们 就 自然 会 提出 ,究竟 电 一 些 定义 于 [a ,5] 上 的 函数 是 可 积 的 ? 当然 连续 函数 ， 
只 有 有 限 多 个 不 连续 点 的 函数 ,乃至 有 可 数 多 个 不 连续 点 的 函数 都 是 可 积 的 ,最 后 这 种 情况 是 由 
于 可 数 点 集 均 为 0 一 测度 集 ,证 如 下 : 令 不 连续 点 为 ri < x,<… <x, <<…, 作 阅 区 间 U; = [zi 一 


天 ;及 一 夺 显然 ivi5 2 对 (注意 世人 Di 可 以 是 非 空 的 ), 而 vol( DU,) = 
2 了 ef2' = 28. 证 毕 . 具 有 可 数 多 不 连续 点 的 函数 的 一 个 重要 情况 是 单调 阴 数 f(z). 这 是 因为 


in f(z) = F(a), sup f(z)= f(b)( 设 f(z) 为 不 咸 的 ). 记 M= A(5)- f(a),B= 1z:j 在 二 点 
不 连续 | ,因为 单调 不 减 泗 数 的 每 个 不 连续 点 x 都 是 第 一 类 间断 点 ,而 O(f, zx)= F(z+0)- 
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f(x -0), 伤 照 前 面 的 记号 卫 =  B.。,B。 = {zx: 007,z) 关 地, 则 B。 必 为 有 限 集 - 因 若 不 然 ， 


B。 中 至 少 有 可 数 多 个 点 zz <<z2<… 而 了 6) fa) [f(z +0) -f(x,~0)] 之 2 = 
后 全 


+ o0.B 作为 可 数 多 个 有 限 集 之 并 当然 最 多 是 可 数 的 . 

推论 6 [4.5] 上 的 单调 画 数 必 为 可 积 的 . 

3. 柚 积 分 的 基本 定理 。 以 上 我 们 系统 地 讨论 本 函数 可 积 柱 问题 ,下 面 转向 另 一 个 问题 : 积 
分 和 微分 的 关系 问题 ,人们 心 昌 中 都 以 为 二 者 关系 很 简单 , 即 二 者 互 为 逆 运 算 . 认 识 到 二 者 互 为 
逆 运 算 十 分 重要 ,因为 微分 表 反 过 来 看 就 是 积分 表 . 自 此 以 后 ,人 科 就 知道 积分 是 怎样 计算 的 .如 
果 没 有 这 样 一 个 表 , 遇 到 任何 一 个 问题 都 得 利用 第 一 章 里 介绍 的 希腊 人 的 穷 丹 法 去 处 理 , 微 积分 
就 决 不 可 能 成 为 研究 种 种 实际 问题 的 工具 ,不 可 能 为 物理 学 家 与 工程 师 所 掌握 .所 以 牛顿 和 菜 布 
尼 芯 把 他 们 “发 现 " 的 这 个 公式 


[F(a)dr=F(8) -F(a) (12) 


称 为 微 积分 的 基本 定理 .但 是 在 牛 辆 和 菜 布 尼 获 的 时 代 , 对 数学 分 析 的 基本 概念 还 很 不 清楚 ,所 
以 他 们 的 论证 也 很 不 清楚 . 直到 柯 西 、 黎 昌 的 时 代 ,这 个 定理 才 有 明确 的 证 明 . 柯 西 对 连续 的 
Er(z) 证 明了 (12) , 达 布 则 对 一 般 可 积 的 F“(z) 证 明了 它 . 
我 们 首先 直观 地 分 析 一 下 (12) 的 售 意 .因为 微分 和 积分 是 如 此 不 同 的 概念 ,而 有 如 (12) 这 样 
的 公式 将 它们 联结 起 来 当然 是 很 有 意思 的 ,为 此 ,我 们 先 把 "极限 "的 成 分 排除 指 , 而 把 “连续 "的 
示 西 代 以 相应 的 离散 "的 东西 如 下 
『 代 以 


ed 


dz 代 以 Ca 
这 样 一 来 ,(12) 就 化 为 一 个 几乎 自明 的 公式 


DU = DD,= FL) fs)] 


=f(x) flro)= f(b)- fla). 
可 见 ,(12) 原 来 是 一 个 很 简单 的 组 合 学 公式 .组 合 学 成 分 是 积分 的 重要 因素 ,在 本 书 最 后 一 章 我 
们 还 要 讨论 这 一 件 事 . 但 现在 我 们 把 极限 成 分 放 进 去 ,这 时 就 会 发 现 (12) 中 其 实 包含 了 两 个 不 同 
的 体 题 . 


(1) 车 A(z) 可 积 , 则 它 的 不 定 积分 | (8)ds 是 否 f(x) 的 原 函 数 ? f(z) 的 原画 数 这 里 就 
是 指 处 处 (而 不 仅 是 “几乎 处 处 ") 适 合 关系 式 F(x) = f(z) 的 函数 F(x). 

(2) 车 闵 z) 有 原 末 数 F(z),F(z) 是 否 可 积 ? 

可 惜 ,两 个 问题 的 答案 均 是 否定 的 ,为 此 ,我 们 看 两 个 反例 : 

(1) 玉 z) 可 积 但 没有 原 函数 的 例子 .在 区 间 [0,1] 中 考虑 一 个 可 数 的 处 处 稠密 的 点 集 1a, | 。 
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例如 有 理 点 的 集合 即 是 一 个 可 数 的 而 且 处 处 稠密 的 点 集 , 再 看 一 个 收敛 的 正 项 级 数 = 


p<+ 吕 .我 们 定义 一 个 函数 了 zx) 如 下 ; 
fr)= 2 p,. (13) 


即 是 说 ,看 = 之 左 方 (包括 z):[0,z] 包 食 了 哪些 a ,车 ec E [0,z], 则 将 级 数 中 有 相同 标号 的 


项 疡 列 人 (13) 右 方 ,因为 如 = 人 < 是 正 项 级 数 , 故 其 部 分 项 (尽管 是 无 穷 多 项 ) 所 成 的 级 
数 (13) 仍 收 策 ,从 而 (13) 定 义 的 函数 (xz) 是 有 意义 的 .不 但 如 此 , 当 x 增加 时 ,适合 不 等 式 a 
蔗 的 a, 更 多 ,因此 (13) 中 还 要 多 加 几 个 项 ， 


fzth)- flr)= > 名- Dp 


= DD) p>0. (14) 
i > 


因此 ,f(x ) 不 减 而 为 单调 函数 .从 而 f(z) 可 积 . 

但 是 . 疙 z) 不 可 能 有 原 函 数 ,因为 车 AF(z) 有 原画 数 F(x) , 当 有 F(x)= FCz). 但 单调 西数 
可 能 有 第 一 类 间断 点 ,对 于 (13) 中 的 f(z) ,这些 间断 点 就 是 1a, | ,而 F(z) 在 o 处 没有 F(x). 
这 与 F(z) 是 f(z) 的 原画 数 予 盾 . F(z) 不 但 不 是 几乎 处 处 可 求 导 ,而 且 在 一 个 稠密 集 上 不 可 
导 . 

(2) jz) 有 原 函 数 但 本 身 不 可 积 的 例子 . 令 


2 1 
ee sin 3, Z 天 0， (015) 
0， T=0. 
令 fz)= F(z), 可 见 /(x) 有 原 函 数 ,但 f(z) 在 x=0 处 是 无 界 的 ,因此 不 是 可 积 的 . 
联系 着 这 两 个 重子 来 看 微 积分 的 基本 定理 则 应 该 表述 如 下 : 
定 带 7 《 攻 积 分 的 基本 定理 , 达 布 ) 设 
(1) f(z) 在 (4A,B) 上 可 积 ; 
{2) A(x) 在 (A,B) 上 有 诛 函 数 F(x)， 
则 对 任 一 闲 区 间 [a,5]C(A,B) 有 


Flb) ~ Fa)= | fs)de. (16) 
证 作 任 一 分 划 P:a=z。<x,<.…<zx,=5, 有 


FO) -Pla)= [Plz) Fn) Fe) -x1), 
可 TE, 关 
此 式 右 方 是 下 (>) = /<) 之 积分 和 , 效 当 pp 0 时 ,其 全 很 为 | 7(z)dz 但 式 左 Pb) F(a) 
之 值 不 随 分 划 的 选择 而 变 , 从 而 (16) 威 立 , 证 毕 ， 
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注 1 这 个 证 明 是 达 布 给 出 的 ,而 通常 教 本 上 的 证 明 是 柯 西 给 出 的 ,他 假设 了 (x) 连续 ,这 
样 F(z) 自 然 可 积 -为 了 证 明 | 7()dt 是 /(z) 的 原 函 数 ,他 应 用 了 积分 中 什 定 理 ,而 这 里 用 到 
A(z) 的 连续 性 . 柯 西 既然 限于 讨论 连续 函数 ,定理 7 中 两 个 条 件 自然 都 成 立 , 所 以 柯 西 可 以 说 当 
7z) 为 连续 时 , 微 积分 的 基本 定理 成 立 . 达 布 因为 要 考虑 可 积 的 f(x) ,所 以 要 规定 它 适 合 这 两 


个 条 件 . 此 外 , 达 布 则 用 了 微分 中 位 定理 即 拉 格 朗 日 公式 ,而 这 只 需要 F'(z) 在 (4,B) 上 存在 . 
注 2 这 个 证 明 员 然 很 简洁 , 却 未 解决 很 多 问题 ,因为 既 已 假设 f(x) 只 是 可 积 , 则 它 可 能 有 


不 连续 点 ,如果 我 们 在 一 个 零 测度 集 上 把 F(z) 改 变 为 F(z). 则 Az) 之 积分 值 不 变 ( 证 明 见 下 
一 节 ): | 7(z)dz = [5 (2)dt- 因 此 如 果 | (zd = F(z) 是 f(z) 的 原 函 数 ,出 也 应 有 F(x》 


= [7 Cae 而 为 /的 原 函 数 .但 是 因为 F(z) 天 六 xz) 于 一 个 零 测度 集 上 ,而 在 这 个 集 上 F(z) 同 


时 为 (zx) 与 J(x) 的 原 函 数 .显然 这 是 不 可 能 的 .这 样 看 来 在 可 积 函 数 业 中 ,只 能 考虑 几乎 处 处 
意义 下 原 函 数 , 即 是 说 :所 谓 F(z) 是 F(z) 的 原 函 数 , 即 指 用 科 处 处 有 F(x) 存在 ,只 是 几乎 处 
处 有 P'(z)- Fz), 现 在 要 间 , 在 这 样 的 理解 下 ,定理 7 是 否 仍 成 立 肯定 不 对 ,因为 有 一 个 著名 
的 反例 (我 们 在 第 二 章 就 讲 过 了 ) ,这 就 是 著名 的 赫 维 赛 德 函数 (只 看 区 间 [ -1,11). 

， 0 万 zs 宝 1. 
0,-1&r<0. 
很 明显 日 (x)=0 几乎 处 处 成 立 (只 差 z=0 一点 ) .但 是 当 =>0 时 

1=H(x) ~H(- DD 全 Hodt= 人 0de=0. 


当然 ,读者 都 会 看 到 ,现在 的 原画 数 电 (z) 在 x =0 处 不 连续 .那么 要 间 即 令 设 几乎 处 处 意义 下 
的 原 函 数 F(+) 是 连续 的 ,定理 7 对 不 对 ? 下 一 节 会 看 到 仍然 不 对 . 


还 有 一 点 要 注意 ,如 果 A(z) 仅 只 是 可 积 ,下 (z)= [f(a 当然 是 z 的 连续 函数 . 我 们 很 容 
易 证 明 ( 请 读者 自己 证 一 下 ): 若 * 是 /的 连续 点 ,出 F'(x)= /(z) .证 法 与 通常 教 本 相近 ,但 是 
不 能 用 积分 中 值 定理 , 定理 5 告诉 我 们 , f(x) 可 积 的 充分 必要 条 件 是 它 几乎 处 处 连续 .于 是 
F(x)~ fx) 很 可 能 仅仅 是 几乎 处 处 成 立 .这 样 ,就 可 积 函 数 类 讨论 原 函 数 问题 应 该 只 能 讨论 
几乎 处 处 意义 下 的 原 函 数 , 而 定理 7 却 是 在 处 处 有 F(x) = 放 z) 的 意义 下 理解 原 函 数 的 .因此 
解决 不 了 问题 . 

实际 上 问题 很 深刻 :车 几 z) 可 积 , 它 的 连续 的 原画 数 是 否 是 | f(z)di + C? 这 一 点 大 体 上 
是 对 的 , 下 一 节 将 就 A xz) 为 勒 贝 格 可 积 ( 黎 曙 可 积 只 是 它 的 特例 ) 的 情况 证 明 这 一 点 .于是 要 
问 ,怎样 刻画 A(z) 的 连续 的 原画 数 | f(s)de + C? 奇怪 的 是 , 若 f(z) 是 勒 风 格 可 积 的 ,这 个 问 
题 有 明确 的 答案 ,但 若 f(xz) 只 是 黎 曼 可 积 , 则 我 们 实在 不 知 其 答案 . 

4. 多 重 积分 设 有 活 数 A(z) = f(z，…,z,) 定 义 于 区 域 CR" 上 ,我 们 可 以 如 同 处 理 一 
维 情况 一 样 地 讨论 A(z). 设 A(z) 在 9 上 有 界 .正如 前 面 我 们 是 用 一 申 分 点 a = zo< ai ,< 
< 二, =b 来 分 划 区 条 [4,5] 一 样 .我 们 也 试图 用 小 区 间 的 有 维 类 做 物 闭 长 方 体 F- | zie 去 二 去 


He) 
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三 1,2,… ,ni 来 划分 02. 以 下 ,我 们 也 称 工 为 一 区 间 . 
一 维 区 间 [a ,6] 可 以 分 划 为 有 限 多 个 小 区 间 之 并 , 一般 n 维 区 域 则 不 能 分 成 有 限 多 个 闭 长 
方 体 之 并 ,所 以 我 们 先 限制 考 菩 8 为 一 区 间 的 情况 ,对 于 区 闻 I= jz ， ZR i=1,2， 


… ,| ,我 们 自然 知道 vol( 了 ) = TT (5, - a,), 而 阁 1 分 虽 为 有 限 个 子 区 间 工 之 并 ,了 = Ui 


且 上 Ni =@(j, 指 1 之 内 域 , 即 集 合 1a,<+<b ,i=1,2,…,n|), 这 个 条 件 措 工 与 只 沿 长 
方 体 的 边界 相 接触 . 对 于 每 个 定义 于 了 工 上 的 有 界 函 数 六 z), 令 mm =inff(z),M, =supf (xz), 我 


们 也 可 以 定义 <) 在 此 分 划 已 下 的 上 和 与 下 和 


= DB Mn), 六 到 (CD 
这 里 加 (1) = vol( 了 ). 易 见 苦 分 划 加 细 , 下 和 必 不 减 而 上 和 必 不 增 , 且 对 任 两 个 分 划 了 -与 P" 必 有 


sp Sp. 


于 是 可 得 f 之 下 积分 与 上 积分 : 有 A=supse,A =infSe, 且 有 A&A, 车 A= 及 = A, 则 称 /在 T 上 获 
曼 可 积 ,这 个 公共 值 A 称 为 在 I 上 的 黎 要 积分 ， 记 作 
A= |A(z)ydz . 


关于 /可 积 的 充分 必要 条 件 ,本 节 之 引 理 及 定理 1 一 定理 5 均 成 立 (但 推论 6 则 不 然 ,因为 多 元 
范 数 之 单调 性 难于 定义 ,定理 7 了 在 x 维 情况 下 也 没有 简单 的 类 比 ) ,此 外 我 们 还 需要 

引 理 8 车 了 与 g 均 为 可 积 , 则 f*g 也 可 积 . 

证 证 B=fzET,f(z) 在 x 点 不 连续 |,B, 与 Bs 之 意义 相似 .容易 看 到 

Bi CB B,. 

由 假设 Bj 与 B, 均 为 0 测度 集 ,可 见 其 并 也 是 0 测度 集 ,B; 也 是 这 样 .所 以 fg 在 了 上 可 积 . 

利用 这 个 引 再 就 可 以 在 任 一 一 有 界 集 合 C 上 定义 之 积分 ,为 此 先 定义 C 之 特征 函数 
1, rEC, 
0， zt&C. 
现在 设 C 含 于 某 区 间 A 内 :CCA, 若 f(z) 在 A 上 有 界 ,而 且 (xc' 户 (z) 在 A 上 可 积 ,我 们 就 
说 f(z) 在 C 上 可 积 ,而 且 定 义 


xXc(x)= (17) 


[ree | Ce fr) dr . (18) 
这 里 有 两 点 值得 注意 ,首先 若是 选 不 同 的 A 与 As 均 包 含 C 则 国 %。 |。 一 xc14, =0- 易 见 
[x .站 (zydz = jc 六 (zjdz ,所 以 定义 (18) 是 与 4 的 选择 无 关 的 ,其 次 , 若 A(z) 本 来 
就 定义 在 A 上 生 在 A 上 可 积 , 风 由 下 理 8, 只 要 Xe (x) 在 A 上 可 积 , 则 (xe "1)(z) 也 在 A 上 可 
积 ,从 而 可 以 用 (18) 式 定义 |r(z)dz .所 以 A 上 一 个 可 积 西 数 /(z) 在 A 的 子 集 C 上 仍 可 积 ,只 
要 Xetx) 可 积 .这 样 看 米 xc(z) 的 积分 是 特别 有 意义 的 . 
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如 果 C 是 一 个 区 间 : C= [za 所 xz,<<b, ,i=1,2,…,n1, 很 明显 
[2 = Te -a)= mtfC) 
是 此 区 癌 的 体积 , 记 作 m(C) 就 是 前 面 的 vol ( C). 如 果 C 是 有 限 多 个 区 间 之 并 :C= 【| C ,而 
县 已 站 各 = 纪 ( 夫 有, 可见 m(C)= > m(C,), 它 仍然 表示 C 的 体积 .此 式 反映 了 体积 的 有 
限 可 加 性 .如 果 C 是 一 般 区 域 , xc(z) 是 否 可 积 虽 不 得 而 知 ,但 上 (下 ) 积 分 是 一 定 有 的 ,上 积分 
是 上 和 > M ,mm(e )(o 是 闭 区 间 ,m(a,) 是 其 体积 ) 之 下 确 界 .车 a 们 CM =1; 否 则 ML 
=0. 所 以 上 和 为 ”3 m(s,) ,就 是 与 C 相交 的 闭 区 间 的 体积 和 .这 就 相当 于 求 加 面积 时 所 用 
a fCaE 

的 外 切 正 多 边 形 面积 -上 积分 了 就 是 这 些 “ 外 包 多 边 形 " 之 “而 积 "的 下 确 界 .同样 ,下 积分 是 下 和 
于 ms we(e) 的 上 确 界 .这 里 加 =1, 车 2 忆 C ;否则 加 ,一 0. 所 以 下 和 是 3 mm(o.) 即 会 于 内 
的 闭 区 间 的 体积 和 ,相当 于 “内 接 多 边 形 "之 "面积 ”. 因 此 求 即 求 下 和 的 上 确 界 就 相当 于 从 “加 


内 "逐渐 增加 “内 含 多 边 形 "之 边 数 而 “穷竭 "一 个 国 . ye(z) 可 积 即 【= 了 , 亦 即 不 论 是 “内 含 "还 
是 “外 包 " 结 果 都 相同 ,都 求 出 了 “而 积 ”. 因 此 , 若 xc (xz) 可 积 ,就 说 C 是 有 体积 的 ,而 体积 就 是 


m(C)= 上 ze(z)dz .但 这 个 积分 是 体积 的 一 个 推广 ,因为 它 可 以 适用 到 C 的 构造 极 复杂 的 情 
襄 ,所 以 我 们 称 m(C) 为 C 的 若 尔 当 测度 . 了 与 [也 分 别称 为 C 之 外 与 内 若 尔 当 测度 ,并 分 别 记 


为 六 (C) 与 m(C). 并 不 是 任何 的 C 都 有 车 尔 当 测度 (或 者 说 C 为 若 尔 当 可 测 (了 可 测 )) ,因为 
并 不 是 xc (z) 在 一 切 情况 下 均 可 积 .例如 设 C= 1x:0<<z&1,xz 为 有 理 数 | ,CCL0,1] 是 有 界 


的 , 若 用 有 限 多 个 区 间作 C 的 覆盖 f(a ,5,1 ,1..4, 必 有 2 《5b, -41) 闫 1, 而 每 一 个 区 间 中 必 含 


有 理 数 , 故 若 作 xc (xz), 在 任何 区 间 上 均 有 M, = 1, 因 此 上 和 为 D> 《& - 9 ) 关 1, 其 下 确 界 就 是 


1, 反 过 来 也 正 因为 任 一 区 间 (a, ,&, ) 中 均 有 无 理 数 , 故 必 有 mm, =0, 从 面 一 切 下 和 均 为 0, 其 上 确 
界 也 就 是 0. 所 以 xce(z) 不 可 积 ,也 就 是 说 C 不 是 车 尔 当 可 测 的 . 

我 们 要 注意 ,现在 的 xc(z) 就 是 由 (4) 定 义 的 狄 利克 雷 函 数 (但 限制 0<z< 委 1), 所 以 C 为 车 
尔 当 不 可 测 就 说 明 狄 利克 雷 函 数 (4) 在 [0,1] 上 不 是 黎 螺 可 积 的 ， 

至 此 我 们 要 问 , 有 界 集 C 为 若 尔 当 可 汝 的 条 件 是 什么 ? 这 里 我 们 有 

定理 9 有 界 集 CCA 为 医 尔 当 豆 测 的 充分 必 弛 和 件 暴 :C 的 近 具 点 集 有 有 测度 0 

证 上 面 我 们 已 经 看 到 ,C 为 若 尔 当 可 测 的 充分 必要 条 件 是 ye (xz) 为 黎 曼 可 积 . 由 定理 3 
知 ,C 为 车 尔 当 可 测 的 充分 必要 条 件 是 xe(z) 几 乎 处 处 连续 . 任 取 zi 点 ,车 zo = (x,… ,zt) 是 
C 之 内 点 , 则 必 有 以 rw 为 中 心 的 开 区 间 | zx;a<x <p,i=1,2,…,n| 含 于 CC 内 ,从 而 xc(z) 
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在 此 开 区 间 中 恒 为 1, 从 而 xc(z) 在 ro 连续 -车 r, 为 C 之 外 虑 , 则 必 有 以 zo 为 中 心 的 开 区 间 
全 合 于 C 之 余 集 内 ,而 在 此 开 区 间 中 Xe(z)=0 在 rn 仍 为 连续 .车 zu 是 C 之 界 点 , 则 在 ze 之 
任 一 邻 域 中 既 有 C 中 之 点 亦 有 CC 外 之 点 ,因此 ,O(xc,ze)= 1, 因 此 {C 之 界 点 |C ixe(z) 之 不 
连续 点 |. 反 过 来 的 推理 也 是 对 的 ,因此 

1z:z 为 C 之 界 点 = ziz 为 xc 之 不 连续 点 } 


再 用 定理 3 即 得 . 

以 十 我 们 看 到 了 如 何 用 有 限 多 个 区 向 之 并 来 “ 通 近 "一 个 若 尔 当 可 测 集 . 这 也 次 定 了 若 尔 当 
测度 的 性 质 -以 下 我 们 称 育 限 多 个 区 间 之 并 为 简单 集 . 苦 尔 当 测度 中 我 们 最 要 关切 的 是 其 可 加 
性 .这 里 我 们 有 


定理 10( 闭 尔 当 测度 的 有 限 可 徊 性) 设 C,，…, C, 均 为 着 尔 当 可 测 集 , 则 C = 【) C 
也 是 ,而且 


"(CS 2 m0) (19) 
m(C NC)=0,i2)j. (20) 
证 我们 只 对 m=2 的 情 帝 给 出 证 明 . 容 易 证 明 , 当 C,,C; 均 为 简单 集 { 即 有 限 多 个 闭 区 间 
之 并 ,而 任 两 个 相 邻 的 闭 区 间 只 交 于 边界 上 ,下 同 ) 时 定理 成 立 ,而 且 
mCUC)= mC)+m( Cc) -mC NE). {21) 
若 Ci ,Cs 是 车 尔 当 可 测 的 而 不 一 定 是 简单 集 , 则 对 任意 6>0 必 可 找到 简单 集 Q, , Q, 分 别 包含 
CC 且 


m(Q Em(C)+F,i=1,2. 
因为 C1U CiC QiU QR; ,对 简单 集 Q1,Q; 应 用 (21) 式 有 
m( CUCIEm QUQ) mA) +t mm( QiN Q,) 
mC)+tm(C)te- m(QNQ,). 
再 由 Qun es: 了 cn c: , 知 m(Q:mnaQ:) 关 mm (Cn C,), 故 
mCUC) Em(C) rm(C) te-m( CN Cy. (22) 
与 此 类 似 ,又 可 作 含 于 C, 内 的 简单 集 Q' ,i=1,2 使 
nm(Q Pm(C) -Si=1,2. 
由 于 Qi1U QCC UC,, 所 以 
mlC UC)Pm(QU QI) = mR ) +m( Qi) - m(QIN GQ), 
人 mC) tm(C) -em(Q7NQ;), 
再 由 Qi 站 QsCCNNC,, 知 m(QiN QD) 所 m(C 则 Ci), 代 人 上 式 即 有 
m(CiUC)Pm(C}+tm(C) -em(C NC,) (23) 
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比较 (22) 和 (23) ,注意 到 多 (Cn Ca) 扫 南 (Cun CD),m(CiUC) 志 坟 (CiU C2), 利 用 。 的 任 
意 性 , 即 有 
m(CU Cs)= m(CiU C2), 


m(CNC)= mC NC,). 
即 CU C, 与 C,m C: 均 为 车 尔 当 可 测 , 而 且 (21) 式 成 立 : 
mCUC)=m(C) + m(C) -mm(CN GC,). 
定理 证 毕 ， 
注 我 们 不 但 证 明了 C, U C, 车 尔 当 可 测 ,而 且 还 证 明了 Cn C, 也 车 尔 当 可 测 .用 类 似 的 
方法 还 可 证 明 C，\ C: 也 是 若 尔 当 可 测 的 ,而 且 
mC NC)=m( 0) -mC NO), {24) 
(21) 与 (24) 给 出 了 在 集合 的 运算 ,并 、 交 、 差 之 下 , 若 尔 当 测度 的 相应 的 代数 运算 结果 . 
现在 我 们 河 以 再 回来 看 高 维 情况 下 黎 受 积分 的 定义 . 上 面 我 们 通过 采用 x (xz) 把 积分 区 域 
人 化 为 一 个 区 间 ,而 每 一 次 分 划 都 是 把 A 分 为 有 限 多 个 小 区 间 . 现在 有 了 若 尔 当 测度 的 概念 我 
们 可 以 更 直接 地 从 定义 在 有 界 区 域 2 上 的 有 界 函 数 f(z) 闭 手 -这 时 唯一 需要 附加 规定 的 是 设 
0 为 若 尔 当 可 测 . 我 们 把 Q 分 划 为 有 限 多 车 尔 当 可 测 集 2 , j = 1,2,…-,N ,这 里 我 们 规定 各 站 
各 ,= 多 (i 关门 ,于 是 可 以 作 达 布下 、 上 和 : 


y 
sp= > m," m (nn,), m, = inf f(z), 
be ) 

N 
Sp= DM,'m(0,), M, = supf(zx). 
全 ; 


然后 把 分 划 加 细 , 证 明 fsr | 有 上 确 界 , 即 下 积分 1 ,| Sr | 有 下 确 界 即 上 积分 了 ,唯一 需要 注意 之 


点 是 : 当 分 划 加 细 时 ,被 分 刘 为 有 限 多 个 “更 小 "的 车 尔 当 可 测 集 之 并 : 0, = 忆 0 二 是 由 车 
尔 当 测 度 的 有 限 可 加 性 ,有 


工 


了 (0;) = 5 m(N). 


和 


于 是 


太一 多 交 mm (0 ) 
然后 由 此 得 知 在 分 划 加 估 时 下 和 不 减 .而 上 和 不 增 . 这 正 是 获 受 积分 定义 中 的 关键 之 处 .然后 有 
有 可 积 性 之 定义 : [= 了 ,而 前 而 讲 到 的 各 个 定理 在 此 均 成 立 .特别 是 .车 f() 在 0 上 可 积 . 则 
对 任 一 。>0 必 有 8>0 存 在 ,使 当 分 划 卫 中 各 个 0 之 直径 均 小 于 5 时 
PR -I| <e， 


不 论 与 2 如 何 取 法 ,也 不 论 0 = U ,9,= (i 关门 具体 如 何 分 法 .重要 的 是 要 看 到 ， 
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为 了 使 这 个 做 法 有 效 , 必 须要 求 Q 为 若 尔 当 可 测 ,以 及 Q 只 能 分 划 为 若 尔 当 可 测 的 子 集合 
12, 上 这样 就 可 以 利用 车 尔 当 测度 的 有 限 可 加 性 . 以 后 我 们 会 看 到 黎 虹 积分 的 不 足 之 处 正好 来 


自 于 此 , 关于 测度 (面积 ,体积 ) ,我 们 直观 地 会 想到 把 0 分 为 可 数 多 个 子 集 之 并 ;= U QD, 


站 ,= 所 (i 关 让 ,而 且 希 户 


m(0)= Dm(n). (25) 
车 … 种 测度 适合 (25) 式 ,就 说 它 具 有 可 数 可 加 性 .车 尔 当 测度 恰好 没有 这 种 可 数 可 加 性 .有 例 为 
证 :考虑 [0,1] 中 的 有 再 数 之 集 9, 因为 有 理 数 最 多 有 可 数 多 个 ,所 以 [0,1] 中 的 有 理 数 可 以 排列 
记 zs zn ,及 入 -| 上 很 显然 ma =0. 但 0 则 不 是 若 尔 当 可 测 的 .因为 0 没有 “内容”， 


故 其 内 测度 必 为 0: mw( 0) =0, 但 车 用 有 限 多 个 区 间 覆 盖 0,0 CC UI [a,,6,], 很 容易 看 到 


De 一 0) 之 1, 所 以 m(0) 之 1( 但 车 许可 用 可 数 多 个 区 间 覆 盖 0 , 则 结果 反而 不 同 ,请 读者 
自己 想 一 下 ) 因此 mm (Q) 不 存在 ,更 不 必 说 (25) 式 可 否 成 立 了 .这 就 说 明 . 歼 曼 积分 本 质地 与 若 
尔 当 测度 相 联系 . 若 阿 袭 爱 为 什么 想不到 突破 这 一 点 ? 回答 只 能 是 :从 古 希 腊 到 黎 汉 的 两 干 多 
年 , 求 面积 (例如 圆 面积 ) .都 是 作 有 限 分 划 ( 作 内 接 正 x 正 边 形 ) 再 求 极限 . 

在 进一步 讨论 歼 曼 积分 的 不 足 之 处 前 ,我 们 还 要 再 看 一 下 重 积分 怎样 化 为 逐次 积分 . 

如 果 考虑 /(z) 在 区 间 A 上 的 积分 ( 若 /(z) 只 定义 在 CCA 上 , 则 考虑 xc(z) f(z) 在 A 
二 的 积分 ) ,用 小 区 间 来 分 划 A 是 最 自然 的 方法 .以 2 维 情况 为 例 ,这 时 F(z) 是 FKz,y),mtka) 
= (xz, 一 zi-1)(% -区 中, 而 积分 和 是 


Ds, Wb)m(o,) = Ds, DY 一人 Je 一) 
求 极限 后 , 即 得 到 大 家 热 知 的 二 重 积分 化 为 逐次 积分 的 公 趟 
下 ea az f(xy)dy. (26) 


这 里 的 极限 过 程 我 们 不 再 重复 ,我 们 只 提醒 -点 ; 当 J(z,y) 在 4 上 连续 时 这 里 的 论证 不 会 产生 
困难 ,但 车 /(x,y) 只 是 可 积 , 则 情况 比较 复杂 .因为 这 时 不 知道 r(z ,y) 对 于 固定 的 * 是 否 对 y 
可 积 ,但 | f(x,3)dy 却 是 一 定 存在 的 .同时 也 不 知道 | fx,y) dy 作为 x 的 函数 是 否 一 定 可 
积 .下 而 我 们 把 A 写成 4= Tx JIT= |z:asz<sbl,J= iy:c 坟 y 所 dj .对 了 和 J 作 以 下 的 分 划 
Pi: a= zo< ri< < ,=6, 
P: cy < yy, =d. 


这 样 构成 了 4 的 一 个 分 划 
A= U Gros = zy) SrEr, ‘YIEYy,|, 


mg)= (x -£1)y -yy. 
现在 我 们 来 看 (x,y) 在 A 上 的 下 和 . 记 g.(y) 为 (x,y) 中 国定 x 所 得 的 y 的 孙 数 ,显然 有 
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Pr = inff(z,y)E, infe 8.(y)= m, (g: (7)), 
从 而 “ 站 
Dy -ye by mg (9)) (yy) 
< {aay. 
首先 限制 <_ ,<x<z , 霄 对 右 方 取 下 确 界 ,有 
Dm ly, -ye Ee | gay)dy. 
汉 方 再 条 以 工 -二 ， 并 对 ; 来 和 , 即 有 - 


Dd dD ,fad -an), 
左 方 是 (zx,y) 对 分 划 P, x P 的 下 和 , 右 方 是 | g.(y)dy 对 分 划 P 的 下 和 , 求 其 上 确 界 即 有 
farays fas [gay. (27) 
与 此 相似 ,可 得 


和 rendady> {ax fa. (az. (28) 
合并 这 两 个 不 等 式 ,注意 到 我 们 假设 了 f(x,y) 是 可 积 的 , 即 有 


eraray < | dz | gCy) dy 所 | dr gz(y)dy 
< [a ge code 


注意 ,我 们 在 中 间 插 人 了 一 项 | dz | 8:(»)dy. 因 为 不 等 式 两 端的 项 相同 ,这 就 证 明了 


J a [#9 fa | Br (y)dy. 


也 就 是 说 ，| g.(y)dy 作为 = 的 汪 数 在 上 可 积 ,而 上 式 双方 均等 于 | dz | g.(y)dy. 用 完全 同 


樟 的 方法 也 可 证 明 [aay 作为 < 的 冰雪 在 1 上 可 条, 且 | du fey- fer faay. 


当然 我 们 先 可 在 f(z ,y) 中 是 固定 y 而 得 z 的 函数 人,y)= (zxz), 它 对 x 在 I 上 的 上 .下 
积分 必定 也 都 是 y 在 ) 上 的 可 积 函 数 .总 结 起 来 ,我 们 有 
定理 11( 富 比 尼 (Fubimi) 定 理 ) 设 f(x,y) 在 区 间 A=IxJ 上 可 积 , 则 f(x,y) 作 为 y( 或 
7) 的 画 数 g.(y)( 有 (5) ) 之 上 、 下 积分 均 在 7 或 上 可 积 ,而 且 fz,y) 在 A 上 的 二 重 积分 可 


198 第 四 章 积 分 党 


fe ardy = [az 本 On = faz | 8:39)dy 
了 


-ee | [oe. (29) 


注 车 f(z,y) 是 连续 函数 , 则 容易 证 明 (39) ,h(x) 也 部 是 连续 的 ,从 而 | Bg.(y)dy= 


en = 全 (yd， | h(x)dz = 入 (z)dz= | h(x)dz, 这 时 (29) 就 成 了 通常 的 化 二 


重 积分 为 逐次 积分 的 公式 
Me Wardy= [ar sr(wdyr jo (zjdz， (30) 


但 是 对 于 一 一 般 可 积 耳 数 (30) 甚 至 可 以 是 没有 意义 的 ， 例如 取 了 = J=[0,1], 令 R(xz) 为 (5) 式 定 
义 的 黎 曼 函 效 , 它 在 x 为 有 理 数 时 不 连续 .但 这 些 不 连续 点 移 成 一 个 零 测度 集 , 所 以 R(x) 在 


[0,1] 上 可 积 .读者 不 妨 让 已 试 证 | R(x)dz=0. 令 x(y) 是 (4) 式 所 定义 的 狱 利 克 雷 函数 .上 面 


已 经 说 过 , 它 是 不 可 积 的 ,| X(y)dy 这 个 记号 没有 意义 . 今 令 f(x,y)= R(z)X(y), 则 它 只 在 


工 为 有 理 数 时 不 连续 , 它 的 不 连续 点 的 集合 是 可 数 多 个 线段 之 并 : 
1(z,y):x 为 有 理 数 ,0 所 y 所 11. 
读者 自己 可 以 证 明 它 是 一 个 0 测度 集 , 因 些 


REx)ardy 
了 


是 有 意义 的 ,而 且 等 于 0. 但 (30) 不 可 能 成 立 ,因为 | g.(y)dy 对 月 


理 值 x 没有 意义 ,所 以 ,如 果 限 于 黎 受 积分 , 富 比 尼 定 理 还 只 能 写成 加 
定理 11 那样 的 形状 .读者 可 能 会 想到 , 当 我 们 求 一 般 的 区 域 C 上 的 


二 重 积 分 ||f(z,，y)dzrdy 时 ,是 取 一 个 较 大 的 区 间 A,CCA 而 以 


jee w(x wy)dzdy 代 善 以上 积分 .这 时 例如 当 = ro 时 .被 积 | 


函数 在 P,P, 两 点 出 现 不 连续 点 .不 过 | g.(y)dy 在 z= ru 处 图 4-1_2 


so 


仍 是 连续 的 ,所 以 并 不 影响 (30) 式 之 成 立 图 4- 1- 2. 看 来 ,在 研究 二 重 积分 时 我 们 时 常 不 自 党 
地 以 为 区 域 的 构造 都 比较 简单 ,而 当 区 域 比较 简单 时 确实 不 会 出 什么 问题 . 

5. 黎 要 积分 的 缺点 ”上面 我 们 详尽 地 讨论 了 黎 曼 积分 的 可 积 人 性 问题 ,而且 发 现 其 中 隐藏 着 
不 少 常 被 名 视 的 问题 ,例如 若 尔 当 测度 只 是 有 限 可 加 ,那么 , 奢 曼 积分 的 不 足 之 处 究竟 何在 ? 如 
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果 改 进 了 有 限 可 加 性 ,这 些 不 是 之 处 是 否 会 得 到 改进 ? 首先 看 一 个 重大 的 不 是 之 处 也 可 能 是 最 
重要 的 .第 三 章 讲 的 变 分 问题 为 俩 ,我 们 可 以 找到 一 个 极 小 化 序列 1 zu,| 使 电场 能 量 E(u, ) 欧 向 


极 小 : 
an “ gu ? i 
Eco 由 [长 + (党 ) ]ardy min, 
获 曙 本 人 就 以 为 这 个 序列 1u, 1 至 少 有 一 个 子 序 列 确实 收敛 到 某 一 极限 函数 ,而 E(u) = min， 
于 是 * 给 出 狄 利克 雷 问题 之 解 , 魏 尔 斯 斯 拉 斯 指出 这 是 不 对 的 .现在 E(w) 是 积分 号 下 又 出 现 导 


至 的 ,如果 我 们 能 证 明 | zx,| ,| 3 | ,| 2。 | 沟 在 0 中 一 致 收 笋 , 则 :ee | 之 极限 画 数 u 确实 适合 


加 一线, 织 一 各 (在 9 中 一 致 成 立 ), 而 x 确实 是 变 分 问题 之 解 .但 是 ,由 下 (y,) ->min 要 证 


明 上 述 三 个 序列 均一 致 收 敏 ,确实 太 难 , 实际 上 它 一 般 是 不 可 能 的 .由 下 (x.)~*min 可 以 证 明 ， 
Elw, - tn) 一 0, 而 且 因 为 现在 有 边 值 条 件 x js =0, 还 可 以 证 明 


| Iu, — uo ldrdyS CE(u, - wu,) +0 
(这 里 要 用 到 一 个 著名 的 斋 加 莱 不 等 式 ,因为 超出 我 们 的 能 力 , 所 以 不 证 了 ). 但 是 即 令 由 
由 ww, -un dzrdy > 0 想 证 明 w, 一 &。 一 0 在 0 内 一 致 成 立 就 已 是 不 可 能 的 宴 了 . 即 令 我 们 
退 一 步 同 , 设 1 .1 是 连续 函数 序列 ,而 且 |, - 六 1dz-0, 可 否 证 明 ! | 一 定 有 基 种 囊 义 下 的 
极限 F(x) 使 | (~ FF)dz =0? 或 者 把 问题 再 说 明白 一 些 ,可 否 在 积分 号 下 求 极限 ? 有 例子 说 
明 这 是 不 可 能 的 ,而 这 才 是 黎 巡 积分 的 主要 缺点 .为 了 说 明 这 个 例子 ,我 们 先 把 序列 换 成 级 数 , 即 
是 设 广 (z) 是 级 数 >\ &(z) 的 mn 项 部 分 和 , g(x) 在 [0,1] 上 连续 .有 例子 表明 3 1 (x)dzF 


下 避 6(z)dr. 实 际 上  g.(z) 可 能 不 可 积 . 
#=1 a=( 
但 是 有 一 个 很 有 意 恩 的 定理 : 
定理 12 车 (2) 秦 区间 A 二 非 负 可 积 ,而 县 > g,(z) 在 A 上 收 做 , 则 有 


fi DD gr (x)ldr= 5 fst)ar. 


这 个 定理 的 证 明 从 略 , 但 是 定理 本 身 告诉 我 们 ,为 了 克服 黎 受 积分 不 能 用 于 级 数 的 逐 项 积 
分 ,应 该 扩充 积分 的 定义 ,使 对 较 宽 的 一 类 函数 ,下 积分 就 是 积分 .为 了 证 明 此 定理 又 要 用 到 著名 
的 迪 尼 (Dini) 定 理 如 下 : 

定理 13( 迪 尼 定 理 ) 设 8,(z>) 在 A 上 非 久 连续 而 且 1g, (x)1 下 降 地 趋 于 0, 则 1g,(z)| 必 
在 4 上 上 一 数 收 和 于 0, 从 而 


ecoazr0. 
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这 个 定理 告诉 我 们 ,单调 性 在 积分 理论 中 起 了 很 大 的 作用 ,而 迄今 为 止 我 们 没有 充分 注意 到 
它 .但 在 下 - 步 改进 黎 曼 积分 时 却 不 可 避免 地 要 注意 于 此 . 
现在 我 们 就 可 以 着 手 来 扩充 与 改进 黎 受 积分 的 理论 了 .这 就 是 引进 勒 贝 格 积分 ， 
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1. 勒 贝 格 积分 理论 出 现 的 背 最 上 一 节 中 我 们 详尽 地 讨论 了 黎 权 积分 的 可 积 性 问题 ,指出 
了 它 的 不 足 之 处 ,而 且 种 种 迹象 表明 ,其 局 限 性 来 自 (或 者 说 反映 在 ) 车 尔 当 测度 只 有 有 限 可 加 
性 .我 们 还 指出 了 ,迄今 我 们 都 没有 充分 注意 单调 性 在 积分 理论 中 起 的 作用 . 自 20 世纪 初 ,法 
数学 家 勒 贝 格 (H. Lebesgue) 从 研究 测度 着 手提 出 了 一 种 新 的 积分 理论 , 即 所 谓 勒 贝 阁 积分 ,有 效 
地 克服 聊 曼 积分 的 不 足 之 处 但. 

与 数学 的 发 展 同 时 ,物理 学 也 在 发 展 , 二 者 表面 上 互相 独立 ,但 实际 上 有 深刻 的 联系 . 这 里 谈 
到 的 物理 学 的 发 展 是 指 统 计 的 思想 进入 了 物理 学 .直到 19 世纪 末年 ,原子 究竟 是 不 是 实际 存在 ， 
在 物理 学 家 中 还 是 一 个 问题 .当时 即 已 有 一 批 物 理学 家 认为 气体 乃 是 许多 粒子 的 总 体 . 这 些 粒子 
就 是 原子 ( 那 时 对 原子 和 分 子 的 区 别 也 还 不 清楚 ) .它们 随机 地 运动 ,互相 碰撞 ,改变 速度 .气体 的 
许多 宏观 的 性 质 都 可 以 用 原子 的 运动 来 解释 ,例如 压力 、 粘 性 等 等 .这 就 是 气体 的 分 子 运动 理论 ， 
其 实 更 早 提出 这 个 观点 的 还 有 18 世纪 的 丹尼尔 : 伯 努 利 (Daniel Bernoull. 居住 在 瑞士 的 巴塞 尔 
的 伯 努 利家 族 是 一 个 数学 世家 . 从 这 个 家 族 出 来 了 一 大 批 杰出 的 数学 家 ,丹尼尔 已 经 是 第 三 代 
了 ) .不 过 这 批 物 理学 家 在 麦克 斯 韦 (James Clerk Maxwell) 以 前 ,都 认为 这 些 分 子 具有 相 问 的 速 
魔 .到 玫 克 斯 韦 才 知道 这 是 不 对 的 .于 是 形成 了 一 个 观点 , 即 我 们 不 能 问 菜 一 个 气体 分 子 在 某 一 
时 刻 速 度 究竟 是 多 少 ,而 内 能 问 ; 一 个 分 子 速度 在 wt 到 w+ du 间 的 概率 ( 即 这 类 分 子 占 分 于 总 数 
的 百分比 ) 是 多 少 ,麦克 斯 专 从 一 些 类 比 ,或 数学 上 的 考虑 指出 ,这 个 概率 是 flu)du, 而 fF(4)= 
V m12xkTexp( -~ mu?128T) , 称 为 概率 密度 .所 以 ,麦克 斯 韦 给 出 了 分 子 速度 的 一 种 分 布 , 这 种 
分 布 现在 就 称 为 麦克 斯 韦 分 布 或 正 态 分 布 .高 斯 分 布 . 它 在 随机 现象 的 研究 中 极为 重要 .其 后 , 奥 
地 利 物 理学 家 玻 耳 兹 曼 (Ludwig Boltzamann,1844 一 1906) 和 美国 物理 学 家 吉 布 斯 (Josiah Willard 
Gibbs,1839 一 1903) 都 作出 了 章 大 贡献 .使 得 入 们 埋 解 了 ,随机 性 是 来 自 物理 亿 界 的 本 质 . 因此， 
必须 从 统计 随机 的 观点 来 研究 物理 现象 . 例如 , 当 20 世纪 初 .控制 论 的 创始 人 维 纳 (Norbert 
Wiener,1894 一 1964) 着 手 研究 吉 布 斯 的 理论 时 ,就 发 现 了 勒 贝 格 积分 理论 正 是 研究 随机 现象 的 最 好 
的 数学 工具 .他 发 更 ,概率 伏 本 质 上 说 就 是 一 种 测度 ,而 勒 贝 格 积分 也 正 是 始 于 对 测度 的 研究 . 

子 是 我 们 看 到 ,数学 的 发 展 和 物理 学 的 发 展 又 互相 推动 . 勒 贝 格 积分 和 测度 论 成 了 数学 物理 以 
及 许多 数学 分 支 的 基础 ,它们 是 数学 中 一 个 广大 的 新 领域 . 本 书 中 不 可 能 对 勒 贝 烙 积分 理论 作 详 细 
的 介绍 .下 面 只 限 子 从 它 克 服 黎 曼 积 分 理论 的 不 足 之 处 这 个 角度 出 发 ,对 其 要 点 作 简单 介绍 . 

黎 曼 积分 主要 适用 范围 是 比较 规则 的 沙 数 ,上 节 即 已 指出 f(x) 在 有 限 区 间 A 上 黎 曼 可 积 
的 充分 必要 条 件 是 f(z) 几乎 处 处 连续 .直观 地 看 ,这 是 容易 理解 的 :车 将 区 间 分 划 成 为 小 区 间 ， 
则 一 定 避 求 F(z ) 在 其 上 变动 剧烈 的 小 区 间 ,总 体 说 来 不 太 大 . 这样 ,用 w, ,M 来 代 痊 了 (& ) 时 ， 


中 关于 勒 员 梅 积分 的 历史 ,请 参看 了 -了 Kahane 的 《Lebeague 积分 的 产生 及 其 影响 ) ,数学 进展 ,2002,31{2) ,97 -106 
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总 体 说 来 影响 也 不 太 大 .但 是 车 f(z) 在 A 上 剧烈 振动 (图 4 一 2 一 1), 则 在 任意 小 区 间 上 用 $ 来 
代 普 & 都 会 造成 积分 和 很 大 的 变化 ,使 得 用 积分 和 之 “极限 "来 作为 定 积分 之 定义 遭 到 很 大 的 困 
难 .于 是 勒 贝 格 提出 ,不 妨 在 y= f(z) 的 值 域 上 作 分 划 , 即 把 [x ,M] 分 成 大 = 加 < 有 区 < 六 
= M 然后 看 使 得 f(z) 之 值 落 在 (3.-, , 系 ) 中 的 z 之 集合 

E=|zr:n-1<I(r)SE nl (1》 
之 "长度"m(E,). 这 样 就 可 以 得 到 y= Fr) 在 zE[0,1] 上 的 一 段 与 zx 轴 ,z=0,z=1l 所 包围 
的 面积 ( 即 曲 边 梯 形 面积 .不 过 我 们 不 说 曲 边 梯形 ,因为 它 的 “ 边 " 太 不 规则 了 ,不 是 一 个 曲 字 能 措 
述 的 ?近似 信 为 


I~ D> Tm (E,), {2) 
然后 再 求 极限 .这样 做 当然 解决 了 /(z) 在 任 一 个 小 区 间 中 剧烈 捍 划 的 问题 ,因为 现在 每 一 个 本 
中 所 xz) 的 变化 限于 [1 ,7% ] 中 ,但 是 当 f(z) 很 不 规划 时 ,EE, 的 构造 也 变 复杂 了 .如 图 4-2-1， 


五 : 由 六 个 小 区 间 组 成 ,于 是 我 们 要 处 理 的 函数 之 复杂 已 非 通常 图 形 所 能 表示 .从 上 一 章 §7 讲 
到 修 昔 对 布朗 运动 的 轨道 之 评论 可 以 想到 这 -点 .至 少 我 们 应 该 考虑 下 由 可 数 多 个 互相 分 离 


的 子 集 拼 成 的 情况 :EF; 【EY, 即 令 每 个 EW 简单 ,以 至 于 我 们 可 以 定义 贡 (E) ,那么 能 
否 规 定 


m(E;) = 5 m(E™)? 
至 少 ,车 用 车 尔 当 测度 为 m 是 不 行 的 . 因为 若 尔 当 测度 只 有 有 限 可 加 性 . 而 上 式 表明 ,我 们 所 需 
的 测度 ,必须 有 可 数 可 加 性 .所 以 实现 鞭 贝 格 的 想法 的 第 一 步 是 要 推广 若 尔 当 测度 为 更 一 般 的 ， 
具有 可 数 可 加 性 的 测度 . 


图 4-2-1 
2, 集合 的 勒 由 格 测度 ”我 们 以 一 维 情况 为 例 , 并 考虑 包含 于 一 个 有 限 区 间 [a ,器 内 的 集合 
王 - 如 果 五 =(a ,6) 或 [e ,5] [ae ,5) (ab], 则 都 定义 其 测度 (或 准确 些 称 为 勒 员 格 测度 或 工 测 
度 )m (E)= 5 一 a. 这 样 可 见 测度 是 通常 的 长 症 的 推广 ,如 果 EC[a ,5] 是 一 个 开 集 , 则 它 必 


为 至 多 可 数 多 个 区 间 之 并 :EE = U 《ars61) ,如 仿 @i1 ,这 时 各 个 小 区 间 之 长 6, 一 a, 之 和 必定 梅 


成 一 个 收 策 级 数 ,因为 可 《a.)<<5 a. 因 此 这 时 我 们 定义 
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m(E)= 5 (6-0), (3) 
ft 


至 此 我 们 已 看 到 ,在 最 简单 的 情况 下 ,L 测度 就 是 长 度 (在 高 维 情况 下 就 是 体积 ) ,而 且 我 们 
已 经 预 置 了 可 数 可 加 性 于 其 中 .现在 可 以 来 看 ECLa,5] 为 一 个 相当 一 般 的 集 的 情况 ,这 时 我 们 
就 村 把 用 外 切 与 内 接 多 边 形 来 求 痴 面积 的 思想 加 以 发 挥 了 : 作 包 含 瑟 的 开 集 下 , 丽 下 是 可 数 多 


个 区 间 六, 五， 之 着 ;下 = 天 .而且 适合 2 wD)< oo, 令 mm,(E)=inf mm 人 到) ,并 


称 之 为 EE 的 外 测度 .很 明显 ,因为 [ae ,5] 忆 已 ,而 m([a,5])=6 一 4, 所 以 

0 m, (EESb- a. (4) 
正在 [< ,5 中 的 余 集 , 记 为 EF ,我 们 也 可 以 求 已 之 外 测度 m,( 玉 ) 志 5 一 a, 而 定义 EE 之 内 测度 
为 


m,(E)=(6-a)- m(E'). (5) 
这 里 我 们 注意 到 , mm, (EE) 志 mm, (EE). 事 实 上 ,由 外 测度 之 定义 ,对 任意 6>0, 必 可 找到 如 上 述 的 下 
与 F', 使 
m(F)SEm.(E)+e, 
m(F YEm (EF)+e. 
[4,5] 中 任 一 点 均 含 于 下 或 F" 之 某 一 开 区 间 内 ,而 由 这 些 开 区 亲 中 可 以 选 出 有 限 个 覆盖 [a ,51. 
记 这 些 区 间 为 1 ,… ,J , 则 
3 ma(l)2b -a, 


YY m1) Sm(F) + m(F’), 


bs 


故 
b-aKm(E)+m(E)+2e. 
由 上 之 任意 性 有 
b-acm (E+ mE ), 
所 以 
mE)}<m,(E). 
综合 上 述 ,我 们 给 出 


定义 1 车 已 是 包含 于 一 区 同 [e ,中 ] 内 之 任意 焦 食 , 旦 其 内 、 外 测度 相等 , 则 称 下 为 勘 风 格 
可 测 集 ,而 内 ,外 测度 之 公共 值 称 为 之 台中 格 测度 (简称 为 了 上 测度 基于 就 说 是 测度 ) 记 为 
m(E). 
如 果 我 们 对 E' 求 其 内 外 测度 ,应 用 (5) 式 ,而 且 注 意 到 (E') = 三 , 即 有 
m(E)={b-a)- m,(E). (6) 
赦 忆 为 可 测 ,m.(E) = m,(E), 以 (5) 代 入 (6) 即 有 
mA(E)=m,(E'), 


因此 E' 也 可 测 ,而 且 (5) 成 为 
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m(E)+m(E)=6b-a. (7) 
于 是 我 们 得 到 如 下 的 
定理 1 令 忆 是 食 于 区 间 [< ,56] 中 的 集合 , 则 下 与 下 = [ap] \ 忆 必 同 时 可 测 或 网 时 不 可 
测 且 
m(E)+m(E)=4-a. 
在 进一步 讨论 集 的 运算 与 其 可 测 性 的 关系 之 前 ,我 们 可 先 提 几 个 明显 的 结论 
命题 1 财 区 间 [a,8]CLa,6] 与 半 闭 区 间 (a,8],[a,8), 开 区 间 (a ,8) 同 样 可 测 , 且 测度 同 
为 8-a. 
”命题 2 [4,5] 内 之 0 测度 集 均 为 可 测 集 ,而 且 其 测度 为 0. 
证 设 瑟 为 0 测度 集 . 由 定义 ,对 任意 *>0 均 可 找到 可 数 多 个 闭 区 间 Ui，…, U;，…, 使 已 


CD, 而 且 Fvol( Us)< 生 .例如 令 UD,= [os 一 高,ar+ 态 ], 长 朗 为 2 , 作 卫 =(ar 28， 
26), 则 mE)=486, =2vol( UD 而 DD m(h)=2 》) vol( Ui)<e. 然 而 ,EC (J Uc 
行 行 ia 


U 五 所 以 由 外 测度 之 定义 tx.(E)<e, 由 之 任意 性 知 m,(E)=0, 但 任何 集 均 有 非 负 的 内 测 


座 太 .EE) 实 0, 由 oo (五 ) 二 za ( 瑟 ) 知 ,0= mg (下 )= ms( 正 ). 证 毕 ， 
现在 我 们 来 讨论 集运 算 下 测度 的 运算 .首先 我 们 给 出 具有 基本 重要 性 的 
定理 2( 测 度 的 可 数 可 加 性 ) 设 马 ，…,E, ,… 为 有 限 区 间 [a ,2] 中 的 可 测 集 . 则 


们 下 = UE 也 是 可 更 集 ,机 有 
mE TY mlE). (8) 
《ii) ”车 再 规定 E, 站 EE = 名 ,i 并 j, 则 有 


m(E)= 3 m(E,). (9) 
这 个 定理 将 与 以 下 定理 局 时 证 明 . 
定理 3 设 局 ，…, 瑟 ,为 有 限 区 间 [a ,51 中 的 可 测 集 , 则 


E= 门 E, 
1 


也 是 可 测 的 . 
这 两 个 定理 的 证 明 较 长 ,分 成 几 步 进行 . 


(A) 夭 证 着 开 集 0= 【0,0, 均 为 开 集 , 则 

(0O)< By mt0). (10) 
开 集 为 最 多 可 数 多 个 开 区 同 之 并 ,车 它 们 互相 分 离 ,由 (3) 知 它 为 可 测 又 ,我 们 可 设 (10) 之 
丰 方 是 收 化 的 ,否则 (10) 式 是 不 是 道 的 , 设 O = 【 (a,5。),O 则 由 开 区 间 (A,,B,) 并 成 
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0= U (aiBD), 令 s< 直 (B-4A), 风 [Ate, 及 -<] 之 每- 点 为 基 个 (an sp ) 之 内 点 ,所 


以 可 以 在 (as ,pu ) 中 选 出 有 限 多 个 ( 记 其 集 为 5) 来 类 盖 [ A, + 8,B, -e] 从 而 
B,- A -2e Tb, 一 awk)- 
由 e 之 任意 性 , 知 上 式 左 方 的 e 可 以 略 去 .对 1 求 和 即 有 : 
m(0)= > (B,- A) 2 (hoa — mp) 


= DD ben) Dm(0). 
故 (10) 得 证 . 
车 小 区 间 (anw ,os ) 筷 相 均 不 相交 , 则 ( A,B,) 只 是 (a 6m.4) 以 另 一 次 序 排列 ,从 而 
《10) 中 有 等 号 成 立 ， 
(B) 老 开 集 O,0' 覆 兽 [a,b] 则 
m(ONO) Em(O)+m(O)- (bs-a). (11) 
可 以 从 构成 O 的 开 区 阿 中 选用 有 限 多 个 ( 记 其 集 为 Q) ,从 O' 中 远 取 Q" 也 由 有 限 多 个 区 间 
构成 ,使 QU Q-2[a,5] ,而 且 
O=QUR, O=Q UR ,m(R)<e, m(R)<e. 


但 是 
onocQana )， 
从 而 
m(ONO)Em QANQ) +t mR) tm(R)Em( QANG’)+2e. 
但 因 Q 与 Q' 中 都 只 有 有 限 个 区 间 , 从 而 
m(QNQA EmQ) tm NR) -bo-a)Em(O tna(0)-(b-a), 
代 人 上 式 ,由 。 之 任意 性 即 得 (11) 式 . 


(C) 对 外 测度 证 明 (10) 式 .因为 = \] E, ,对 每 个 可 以 我 到 开 集 0, 包含 EE 而 为 (0.) 
上 = 了 


mm,( 局 )+ef2', 记 OQ= 【O04, 则 O 为 开 集 ,利用 (10) 有 
het 
m(O)E Dm(O)E Dm(E,)+e. 


但 OE, 故 m(O) 闻 mtE) ,代入 上 式 , 令 s-0 即 得 . 
(D) 妆 EE 吾 不 相交 时 ,定理 2 的 证 明 . 先 设 EE,，…, EE ,… 只 有 有 限 多 个 .对 于 下 = EU 
五 : ,我 们 已 知 
mE)Sm (ED)+m.(E,)= m(E) + m(E,), 
下 面 只 需 证 明 me,《E) 之 m(E,)+ m(E,), 亦 即 
mA(E)Sm(E)+m(E)- (bh-a) (12) 
即 可 .为 此 分 别 作 包含 EE 与 E; 的 开 集 O, 与 0, 并 使 
m(ONEm(E)+e,m(O) Cm(E)+e. 
因为 已 站 区 = 名 ,所 以 EiUEs=[a,b], 从 而 (B) 中 的 (11) 式 给 出 
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m(ONO)Em(O) tm(0,)-(b-a). 
但 O02iN ;= (ELU E22'= EE ,所 以 
mAE)Em(O) +t m0O) -{b -a) 
Sm (Er}+m.(E)- (5b -a)+2e. 
令 e 一 0 即 得 (12). 因 此 玉 =E,UE, 为 可 测 且 
m(E)=m(E)+mt{E,). 


由 此 ,对 有 限 多 个 玉 ,…v ,下 也 有 巨 = 【EE, 为 可 测 , 且 


m( [] ED)= 六 m(E,). 


余下 就 要 看 "一 中 的 极限 情况 , 记 S, = U E, , 则 由 上 所 述 已 知 S$, 是 可 测 的 , 且 >' xm(E,)= 
hf Ey 


mm( | EN) 一 m(S,)<5 一 4 从 而 立 吉 (E) 收 化 ,其 和 <<a. 


由 关于 外 测度 的 证 明 (C) 可 知 
m (EYE TY mE)= TD mb)Sb-e, (13) 
所 以 余下 的 只 乱 证 时 和 机 
玉 ( 五) 之 5 m(E,) {14) 
即 可 .证 如 下 : 加 


S.CE, 帮 ECS; ,但 S, 作为 有 限 多 个 可 测 集 S, ,…, S, 之 并 ,前 已 证 明 为 可 测 的 , 故 其 祭 
集 亦 然 . 即 


mE)C mS) = ms)= (6-a)- Tm(E,). 


令 na, 由 SY mm( 忆 ,) 收 敏 即 得 (14) 式 ， 
(E) 有 限 多 个 已 时 十 现 3 的 证 明 , 因 为 下 ，…, 瑟 ,可 油 等 价 于 天 ,Er 可 测 .但 上 面 的 


证 明 已 告诉 我 们 ,Ei U… UE; 为 可 测 (各 项 不 相交 时 并 集 之 测度 等 于 各 项 测度 之 和 这 一 点 昌 不 
成 立 , 我 们 也 未 用 到 ) ,所 以 


(FUmUE) =EN.NE, 

也 可 测 . 至 于 无 限 多 个 E, 之 交 的 情况 将 在 后 而 给 出 .目前 我 们 先 给 出 一 个 

推论 4 车 EF, 与 E, 均 为 可 测 , 则 E,\ E, 与 对 称 差 E, 人 EE， 也 可 测 . 车 FE, 忆 Ei, 则 
了 (五 E)=m(E)- m(E,). 

证 FE,\E,=E, 门 Es, 故 当 ,FE, 为 可 测 时 E, \ FE, 也 可 测 . 对称 差 EF, 人 人 FE, = (E, \ 
Ei) U(E,\ 上 , ) 是 向 个 不 相交 的 可 调集 之 并 ,所 以 是 可 测 的 .最 后 

Er= (ENEDIUCENE)= (EN ED)U(E, \ E,). 

当 E,CE, 时 ,E, 门 Es= 上 , ,再 用 (D) 即 得 推论 . 
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推 沦 5 安保 态 可 测 而 且 其 测度 为 0. 

证 任 取 可 测 集 上 , 必 =EME. 由 推论 4 即 得 . 

《F) 证 明 的 终结 . 令 

和 Ei=E,,E;=E,NE, 
EE,NMNCE UE VU- UE ,),... 
显然 
E=EVEU…UE,U.…, 

而 且 E' 站 EE = 应 人 (天门 .所 以 ,应 用 前 商 的 证 明 (E) 可 知 EE 是 可 测 的 .关于 测度 的 不 等 式 , 则 可 
由 关于 外 测度 的 证 明 (C) 得 出 .因为 这 时 外 测度 就 是 测度 .定理 2 至 此 证 毕 . 

定理 3 则 可 以 由 关系 式 


(NN E)= U E: 
以 及 定理 2 直接 得 出 . 
上 面 的 证 明 中 我 们 用 到 “ 集 台 的 极限 过 程 ”, 这 在 有 关 测 度 的 问题 中 是 很 有 用 的 .为 此 我 们 给 


出 
定义 2 若 有 一 申 集 EE ,…,EE,…, 而 且 EICEC…CE,C…( 我 EDE,DDE,D.), 


则 E= [j E.( 或 E- 站 ) 称 为 其 外 极限 (内 极限 ). 

由 上 而 的 定理 易 赐 可 测 集 序列 的 内 外 极限 均 为 可 测 集 ,日 
limm(E,)= mtE). (15) 
在 数学 中 有 种 种 不 同 的 测度 .例如 在 第 二 章 $5 讲 到 广义 函数 时 ,就 指出 8 函数 也 是 一 种 测 


度 . 在 考虑 集合 X 的 子 集 时 ,有 一 些 子 集 是 有 测度 的 一 一 可 测 集 , 有 一 些 则 没有 ,我 们 把 X 之 可 
测 的 子 集 作为 一 类 , 则 可 测 集 的 这 一 类 一 定 要 有 以 下 的 性 质 : 


(i) XX 本身 是 可 测 的 ; 

(i) 著 互 可 测 , 则 已 =X\ 王 也 可 测 ， 

(着 ) 车 瑟 ，…,E, ,… 可 测 , 则 U EE, 也 可 测 . 

我 们 记 这 一 类 子 集 之 集合 为 .《. 则 所 谓 测度 就 是 4 个 可 数 可 加 集合 函数 pw, 即 对 瑟 
ES 有 w( 忆 )< + oo( 称 为 开 之 测度 ) .而且 车 E，,… …E .而 且 互 不 相交 , 则 


a(U E.)= > alE,). (16) 


所 以 , 勤 贝 格 测度 是 适合 以 上 条 件 的 测度 . 但 若 尔 当 测度 则 不 然 因为 它 没 有 可 数 可 加 性 而 只 有 
有 限 可 加 性 (有 时 也 称 它 为 有 限 可 加 测度 ) . 

3. 可 测 蓝 数 ”有 了 矶 贝 格 测度 以 后 就 可 以 进步 定义 其 贝 格 积分 了 . 第 -- 节 中 我 们 一 再 强 
调 袭 晏 积分 本 质 上 是 连续 函数 (关于 若 尔 当 测度 ) 的 积分 . 那么 现在 连续 函数 应 该 代 以 什么 样 的 
函数 类 呢 ? 连续 函数 是 这 样 一 个 映射 : 它 使 开 集 的 原 像 仍 为 开 集 . 于 是 一 个 很 自然 的 选择 应 该 是 
考 虚 使 某 个 开 集 的 原 像 为 可 测 集 的 函数 ( 即 可 测 函 数 ) 类 .这 正 是 勒 贝 格 的 选择 ， 下 而 给 出 准确 的 
定义 ,这 里 我 们 限于 f(z) 为 有 界 的 情况 . 
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定义 3 车 f(x) 是 定义 在 [a,5] 上 的 通 数 ,而 和 且 对 任 一 实数 “ ,集合 
E(f>c)={zr; rELab) f(r)>e! 《17) 
为 勒 内 烙 可 测 集 , 则 称 F(z ) 为 靓 贝 格 可 测 范 数 ， 
注 1 定义 中 (17) 式 也 可 以 改 为 (zc),E(CF<c) 或 (FSCc) ,因为 例如 下 (FSc)= 
[ECF>e)], 故 与 E(f>e) 同 为 可 测 或 为 不 可 测 . 又 若 E(f>c) 对 一 切 < 均 为 可 测 ， 则 


E(f<c- 工 ) 对 一 切 < 与 正 整数 ” 均 为 可 测 .由 于 可 数 多 个 可 测 集 之 并 仍 为 可 测 , 故 U 了 (7 


一 二)= ECA<c) 为 可 测 .其 余 集 下 (>) 当 热 也 可 测 - 


注 2 若是 可 测 的 , 则 对 任意 a<5,E(a< <5),Ele< fb),E(f=4) 均 为 可 测 .证 
大 很 简单 ,例如 Ela<f<5b)=E(f>a)NE(Cf<6)=E(f>a)N[E(f25)],E(f=4)= 
ECPPa)NECr>a), 当 然 都 是 可 测 的 ， 

可 测 函 数 的 性 质 有 一 些 很 简单 ,例如 说 了 为 可 测 函数 则 对 任意 实数 ,hf 也 是 可 测 的 ,这 一 
些 我 们 都 不 加 证 明 . 但 有 一 些 涉及 不 等 式 应 该 注意 ,例如 

命题 3 车 了 与 8 均 可 测 则 FCf>g)=1r:xzE[a,8],f(xz)>g(zx)|, 也 是 可 测 集 . 

证 车 在 某 一 点 z ,f(x)>g(x), 则 必 可 找到 一 个 有 理 数 + 使 f(x)>+>g(z). 反 之 亦 
然 ,所 以 下 (>g8) = 以 E(f>r>g)= 有 E(F> 站 站 BE(8<r) 是 可 测 的 ， 


命题 4 车 了 与 了 均 为 可 测 ， 为 可 测 , 则 /+ g 与 训 也 是 可 测 的 . 
证 因为 g 可 测 , 则 --g 也 可 测 ,常数 c 与 它 的 和 当然 也 是 可 测 的 ,但 
E(f+g>c)=E(f>crg), 
故 由 命题 3, f+g 是 可 测 的 ， 
又 若 了 评测 , 挛 必 可 测 . 实 际 上 
E(fF >c)=[a,b], 车 eA0. 
E(f>c)=E(f>YO)OUE(< -vc) 若 <c>0. 
所 以 产 可 测 .利用 明显 的 关系 式 
je=4[(f+ey -(f-g)] 
以 及 前 证 即 知 5 可 测 ， 
一 个 十 分 重要 的 性 质 是 关于 极限 的 . 设 有 一 个 可 测 函 数 序列 | f. (z)| ,在 每 一 点 x 处 , 它 不 
一 定 有 接 限 ,但 一 定 有 上 极限 jim f, (zx) 与 下 极限 im /, (zx)( 即 所 有 收 第 子 序列 之 极限 的 上 下 确 
界 ), 这 时 我 们 有 
定理 6 [4,6] 上 的 可 测 函 数 序列 1f, (x)1 之 上 ,下 极限 HE/,《z) 与 lf, (x) ,如 果 是 有 限 
的 必 为 可 测 画 数 .特别 是 , 著 limf.《z) = f(z) 存 在, 亦 必 为 可 测 函 数 . 
证 对 任意 实数 c, 定 义 


.= Ua >c+l), 


i 
bb 
| 
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于 是 由 可 测 函 数 的 定义 以 及 定理 2,3 知 ,与 E。 均 为 可 测 集 .对 于 =E E。 ,对 任意 # 都 可 和 
到 一 个 使 /,1(z)>e + 去, 即 有 充分 大 的 v 使 大 (x)>c+ 直 .所 以 在 E。 上, Ei/, (zx) 之 e+ 


二 >。 令 E= UEsU…UEE,, 忆 当然 是 可 测 人 , 今 证 忆 = jx/.(z)>c|. 实 际 上 上 面 已 
证 明 , 在 忆 上 , lim/,(x)>c, 反 之 ,车 有 一 点 < 使 mf,(zx)>c, 则 必 对 充分 大 整数 m ,都 可 以 


找到 充分 大 的 ， 使 关 (z) > e+ 十, 所 以 任 取 一 个 都 可 以 找到 使/,,,《z)>c+ 二 .因此 这 个 
zE Er ar=1,2， ,从 面 zE 玉 .也 , 即 是 说 , 若 > 使 HA,(z)>c, 必 有 zEE. 所 以 巨 = 
E(limf.(x)>c). 但 上 面 已 说 了 玉 是 可 测 集 ,所 以 Hm 所 《x) 也 可 测 . iimf(x) 与 人 xz) 的 可 淹 
性 证 明 类 似 . 

定理 7 沪 续 函数 /(= ) 必 为 可 测 . 

证 “已 (/><) 即 值 域 空间 中 之 开 集 | > c| 在 定义 域 < 的 空间 [ab] 上 之 原 像 .因为 三 连 
续 , 放 这 个 原 像 也 是 开 集 . 开 集 自然 是 可 济 的 . 

这 个 定 者 的 重要 性 在 于 ,我们 实际 上 过 到 的 函数 多 是 连续 函数 序列 的 极限 ,甚至 如 多 利克 雷 


函数 x(z) 也 可 写成 连续 函数 的 序列 如 下 : 
Xz)= lim lim[cos(m! xz) (18) 


《m,n 取 正 整数 值 ). 因 为 若 z 是 有 理 数 和 , 则 当 n> 4 时 ,eos mxz) =o08(p 训 1er)= +1, 


因此 当 m 充分 大 时 ,[cos(m Inz)]* = 1, 而 上 式 之 极限 也 是 1. 若 zx 是 无 理 数 ,不 论 怎样 取 正 整 
数 mw ,mlnz 均 非 x 之 整数 倍 ,因而 (cosm !rz)= 9<1, 固 定 了 z 和 襄 以 后 ,Lcos(m!xnzx)]”*= 
[i ,而 Jimf cos( mm 1xz)j* =0, 再 对 m 取 极 限 为 0. 因为 [cos m1xx]*" 是 连续 函数 ,对 站 求 逐 
次 极限 ( 先 对 n 求 极限 ) ,得 出 的 极限 函数 即 狄 利克 雷 函 数 自然 是 可 测 的 , 当然 ,证 明 X(z) 可 测 
最 好 的 方法 仍然 是 直接 用 定义 去 证 明 .上 面 给 出 (18} 式 只 是 录 以 备考 . 

关于 可 测 函 数 序列 的 收敛 性 有 许多 重要 的 定理 .定理 6 讲 的 是 它 的 几乎 处 处 收 仇 性 . 还 有 许 
多 其 它 的 收 伍 性 ,互相 之 间 都 有 密切 的 关系 ,其 中 最 有 用 的 结果 应 该 是 下 述 的 叶 果 洗 夫 (D.F. 
EgoroY) 定 理 . 

定理 8( 叶 果 洛 夫 定理 ) 设 可 测 集 玉 上 的 可 油画 数 序列 1 《z)| 风 乎 处 处 收 伍 于 几 竹 处 处 
取 有 限 信 的 函数 f(x), 则 F(z ) 必 为 可 测 函 数 , 面 且 可 找到 五 的 可 测 子 集 S 使 {f.(zr}l 在 5S 上 
二 数 收 合 于 /(x). 并 且 E\ S 之 测度 豆 小 于 任意 指定 的 正 数 8:m(E\ S)<6. 

证 着 if,(z)j 处 处 收 僵 于 f(z) 则 f(z) 之 可 测 性 由 定理 6 即 知 ,现在 把 处 处 收敛 玖 为 几 
各 处 处 收敛 ,并 不 会 影响 结果 ,这 一 点 看 下 文 即 可 明白 .也 由 于 同样 的 理由 ,我 们 设 f( zz) 处 处 有 
限 . 

为 了 证 明 此 定理 我 们 要 详细 地 研究 一 下 | 六 (zj 不 收 伍 于 f(z) 的 点 集 的 构造 , 即 考 虑 集 

Q= ir:rEE.f (rz) f(r)l. {19) 


按 定 理 之 要 求 取 定 o, 并 记 
Elo)=ir:lf. ~- flel=E(|fA - /I>0), 
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R.(0)= UE,(0), 


M= | Rlo). 
很 明显 Ri(c) 忆 …2R(r) 忆 …, 所 以 M 是 |R,(o)| 的 内 极限 .而 有 
limm{(R,(o))= m(M). (20) 
可 以 证 明 MC Q, 这 是 因为 ,车 z, 乞 Q, 即 im (zo)= fAz), 因 此 ,对 a 必 有 NN 存在 , 当 上 之 NN 
时 
[f(zo) -fro)l<a. 
换言之 ro G Et, 只 要 4 庆 N. 也 就 是 说 zo 各 Ry《o) 从 而 ze 全 M. 因 为 已 设 Q 为 玖 测度 集 , 故 其 
子 集 M 也 是 零 测度 集 , 而 由 (20) 式 有 
limm(R,(o))=0. 
但 E,(o) 是 R,{o) 之 子 集 , 故 对 任意 o 
lim[m(E(If, -fl>s)]=0. (21) 
注 证 明 到 此 已 经 得 到 了 一 个 重要 结果 :车 一 个 可 测 函 数 序列 | f. (x) 与 一 个 可 测 函 数 
用 <) 对 一 切 o>0 均 有 {21) 式 成 立 ,就 说 | f,《xz)1 按 测度 收 合 于 F(z) ,因此 至 此 为 止 ,我 们 已 得 
到 了 一 个 结论 ， 
定理 9( 勒 贝 格 定理 ) 车 可 测 集 E 上 知 可 测 函 数 诬 列 | f(z)1 几 乎 处 处 收 全 于 一 个 几乎 处 
处 取 有 限 值 的 可 测 耳 数 几 z), 则 17(z) 必 在 三 上 按 测度 收 全 于 它 、 
这 个 定理 本 身 就 很 有 用 ,下 而 我 们 
继续 叶 果 洛 夫 定 理 的 证 明 ”现在 取 一 串 下 距 赵 于 0 的 正 数 |e, | ,zc 0, 再 取 一 串 正 数 有 使 


<+%. 于 是 由 于 m(R,(o)) 一 0 对 一 切 o 成 立 , 故 令 a= 时, 一定 可 以 找到 使 


pent 


mm( 有 R,。 《a)) < 各 -由 于 对 六 收敛 ,所 以 可 以 找到 和 使 51 六 <3 .至 此 令 


e 当然 是 下 的 子 集 ,而 me) 扫 >， m(R, (o))< >» 办 所 3, 记 
EsE\e 
今 证 总 即 适合 所 求 . 
当然 
mE)=m(E)~- m(e)>m(E)-8. 
在 FE, 上 ,f,(z) 必 一 致 收 僵 于 f(z), 率 实 上 任 给 。e>0 总 可 以 找到 一 个 i, 通 合 i 汪 i,,0, <e, 对 
Es 中 的 工 , 因 为 E, = E\ e, 攻 + 车 e, 当 然 工 舍 民 , (6,). 由 R, (4a, ) 之 定义 可 知 , 当 n 渤 n, 时 xz 区 
E(f 一 了 之 o), 亦 即 
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[f(x)- f(x)| < <e nn 
因为 n, 与 x 无关 , 故 定理 证 毕 . 

这 个 定理 本 身 固然 重要 , 它 的 证 法 , 即 分 析 集 合 ix:f,(7x) 阁 f(z) 之 构造 这 个 方法 更 是 很 
重要 的 . 

可 测 函 数 在 款 贝 格 积分 理论 中 的 地 位 很 像 连 续 函 数 在 黎 曼 积分 理论 中 的 地 位 . 它 当然 是 连 
续 函 数 的 推广 ,但 其 实 又 不 相差 太 远 . 下 面 我 们 给 出 一 个 有 关 可 测 函 数 的 构造 的 重要 定理 ,但 其 
证 明 赂 去 ， 

定理 10( 备 金 (N.N.Luzin) 定 理 ) 若 f(z) 是 可 测 集 巨 上 的 可 测 函 数 , 则 对 任 一 8>0, 必 
可 找到 一 个 在 EE 上 连续 的 函数 p(x), 使 

mE(fz9) <8, 
而 县 车 | x) | 所 KK, 也 有 |9(x)| 和 &K. 

4. 勒 贝 格 积分 之 定义 与 基本 性 质 ”有 了 关于 测度 与 可 测 函 数 的 准备 ,就 可 以 着 手 建立 可 测 
集 王 上 的 可 测 函 数 的 勒 贝 格 积分 理论 了 ,我 们 首先 设 E 是 一 维 区 癌 了 . 

建立 这 个 理论 分 成 三 步 ,首先 考 塌 有 界 的 可 测 函 数 f(z) 之 积分 ;其 次 考虑 非 负 (但 不 一 定 
有 界 ) 的 可 测 函 数 之 积分 ;最 后 考虑 一 般 情况 . 

在 开始 讨论 积分 理论 前 ,我 们 先 作 一 个 约定 , 即 把 + % 与 ~- “作为 两 个 数 来 对 竺 ,这 样 做 的 
必要 性 可 以 从 讨论 可 测 函 数 序列 1 (xz) 几乎 处 处 收 伊 于 f(x) 中 看 到 .允许 | (zx) 在 某 点 不 
收敛 .但 如 果 亡 (zo) 一 + oo 我 们 最 好 规定 f(z) = + 0, 这 样 可 以 和 (zo) 收敛 一 样 来 对 待 . 
读者 会 记得 ,在 第 一 章 我 们 就 指出 极限 理论 实 味 上 建立 在 潜 无 限 的 基础 上 前 不 承认 实 无 限 , 到 
19 世纪 下 半 叶 有 了 以 上 这 些 积分 理论 等 等 以 后 ,集合 论 也 建立 起 来 了 ,这 时 实 无 限 又 一 次 摆 在 
数学 面前 ,而 且 成 果 丰 磊 , 成 了 整个 数学 的 基础 的 一 部 分 . 对 此 我 们 没有 篇 幅 来 介绍 了 . 在 这 里 我 
们 处 理 土 的 方法 只 是 一 种 方便 的 约定 罢了 .我 们 约定 

十 cf+a= 寺 oo 《a 为 有 限 数 ); 
土 oo ,四 0， 
Too ,<0， 
0(+%)=0; 
(tm)+{+m)= + 0, 


k(t+m)= 


《 土 op) (二 co)= +o0s 


|#%|l=+o%; 


-0 《a 为 有 限 数 )， 


但 是 (十) - (二 oo), 站 都 认为 没有 意义 . 
现在 设 /(z) 是 区 间 A 上 的 有 界 可 测 郴 数 , 叮 m ,M 是 其 下 、 上 确 界 ;m = inf f(z),M = 
supA(z), 作 f(x) 之 值 城 [mm ,M1 的 一 个 分 划 ” 
Pm=y < y=M {22) 
并 令 
B= Elm Sf) Cm) kL 
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于 是 由 f(x) 之 可 测 性 的 定义 ,FE 都 是 可 测 集 .依照 定义 歼 曼 积分 的 方法 ,我 们 定义 分 划 PP 的 下 
和 sp 与 上 和 Sp 


sp = Syim(E,), 
(23) 
Sp = Dym(E,). 


本 来 , 当 f(z) 不 连续 时 , 它 在 一 个 小 区 间 上 的 振动 可 能 很 剧烈 ,使 达 布 和 不 易 确定 ,现在 A(z) 
虽然 只 是 可 测 的 ,我 们 却 是 对 值 域 作 分 划 ,避免 了 振动 剧烈 带 来 的 困难 .但 是 自 变量 x 之 相应 集 
合 的 构造 却 变 得 很 复杂 了 .这 一 点 我 们 用 新 贝 阁 测度 来 代替 车 尔 当 测度 来 加 以 克服 ,于 是 有 了 靳 
贝 格 的 上 、 下 和 (23). 和 达 布 上 、 下 和 一 样 , 易 证 当 分 划 加 细 时 上 和 不 增 而 下 的 不 减 , 且 任 一 下 和 


必 不 大 于 任 一 上 和 ,因此 {sp | 有 上 确 界 1 ,1S。1 有 下 确 界 了 ,它们 都 是 有 限 数 。 
T<TI<+oo- 
了 与 了 分 别称 为 (zx) 在 EE 上 的 下 与 上 盘 贝 格 积分 ， 
定义 4 对 定义 在 区 间 A 上 的 有 和 界 可 测 函 数 /( 工 ) ,车 [= 工 ,就 称 /(z) 在 A 上 勒 贝 格 可 


积 【 避 了 立会 共 伪 了 称 为 Ar) 在 4 上 的 勒 风格 积分 , 识 作 [A(z)dz 或 (L) [rz)ds， 
采用 后 一 记号 是 为 了 与 黎 委 积分 区 别 : 黎 缀 积分 相应 地 有 时 记 为 (R) |F(=)qz 在 不 会 发 生 


误会 时 就 略 去 记号 RR 或 L. 
定理 11 区 间 A 上 的 有 办 可 星 函 数 必 为 区 由 烙 可 可. 
证 对 某 一 分 划 已 
Sp 一 5 一 Y， (ye) mE ), 
大 


当 分 旭 足 够 细 使 |y, - %-,|< efm( 丰 时 易 得 1Sr - sp1<e,e 是 任意 小 数 .因此 工 -= 了 ， 

举 一 个 例子 . 令 ECA 是 一 个 可 测 集 ,Xe (7) 是 其 竺 征 函 数 ,容易 看 到 下 的 可 测 性 号 ys(z) 
的 可 济 性 是 等 价 的 ,而 且 , 由 定义 即 得 

xe (sdr =m(E), 

就 是 说 ,Xe(X) 是 可 积 的 (以 下 如 无 误会 ,期 贝 格 可 积 就 简单 地 说 是 可 积 ). 

利用 we(z) 之 可 测 性 与 集合 E 之 可 测 性 的 关系 就 可 以 定义 可 测 集 王 上 的 积分 为 

[fade= (EASE (24) 
这 是 因为 ys(z) f(x) 一 方面 是 有 界 的 , 另 一 方面 
E(y,<xe(r) f(x)<y,,) 
-Ne 0E& [y, ,yi]， 
[E(ySf(x) Cy INEIU(ANE) 0€[y.,y.1], 
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所 以 五 (六 委 Xs(z)F(z)<y,i) 又 是 可 测 的 . 
有 了 勒 贝 格 积分 的 定义 后 ,我 们 立刻 由 定义 可 知 上 节 (4}? 式 中 定义 的 狄 利克 雷 郑 数 
1, Zz 为 有 理 数 ， 
xD bb 为 无 理 数 


是 勒 贝 格 可 积 的 ,而 且 
of Xzx)dr=0. 


所 以 , 勒 贝 格 积 分 确实 比 黎 昌 积 分 更 广泛 一 些 ， 
下 面 我 们 进一步 考虑 非 负 可 测 (但 不 一 定 有 界 ) 函 数 AKCz) 的 勤 贝 格 积分 . 取 N 为 任意 大 的 
正 整 数 , 并 定义 


f(x), 着 0 所 f(z)<N， 
NN, 车 Nf(zx). 


于 是 [ f(x)]y 是 有 界 可 测 的 ,从 而 ( 工 ) | [f(z)]wdx 有 意义 ,很 容易 看 到 , 当 N 增加 时 


LACz)jw= (25) 


HDL7Gz)Jwdzl 木 会 下 降 (读者 不 妨 自 行 证 明 一 下 ,这 就 会 看 到 有 些 对 于 黎 曼 积分 似乎 自明 
的 性 质 现在 证 起 来 却 要 费 一些 口 理 ) ,因此 有 两 个 可 能 性 :一 是 上 述 序 列 有 界 , 从 面 有 极限 ,我 们 
就 定义 

(Andz= 徊 |UGz)]var， (26) 


并 说 (xz) 是 勒 贝 格 可 积 的 .二 是 上 述 序列 无 界 , 有 时 我 们 也 说 这 时 (上) Nr)az =+%. 


上 面 我 们 是 取 N 为 正 整数 的 ,因此 1(L) | [LA(z)]wdx1 确 实 是 一 个 序列 ,但 是 容易 看 到 取 
3 


六 为 任意 上 升 趋向 + oo 的 数 也 是 可 以 的 . 
最 后 我 们 来 看 一 般 的 可 测 西 数 F(z). 我 们 定义 
flz), f(x)20, 
0, f(r}<o0; 
fr)20, 
中 co ~ f(z), f(r) <0; 
于 是 f, (z+) 都 是 非 负 的 ,而 且 容 易 看 到 它们 都 是 可 测 的 . 面 且 
Hz)= fr) f Cr) Nf(z))=f, (r+ f(z). 
我 们 规定 ,车 fs (z) 均 为 人 工 ) 可 积 的 , 则 定义 f(z) 为 工 可 积 , 而 和 且 定 义 


elsnt alte Godz -CD 站 Cz)dr. (27) 


f+ (x)= 


就 是 说 ， 我 们 不 但 不 多 许 (L) Ax)de ~ ez 二 ee 的 情形 出 现 ， 大 其 不 多 许 () Ce)dz 一 (+ co) 一 (二 


一 ) 的 情形 出 现 ,因此 我 们 有 很 重要 的 . 
定理 12 可 测 函 数 A(z ) 为 可 积 当 且 仅 当 | /(z) | 为 勒 贝 格 可 积 . 
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证 若 F(z) 为 勤 贝 阁 可 积 , 则 了- (z) 均 为 可 积 . 即 () | [fs (z)jwdz 分 别 收 全 于 


(1) [f(r)dz, 从 而 
人 
| lm)ldz=(D [fF Caer CL) {f(z)de 


有 意义 ,而 | f(z)| 为 勒 贝 烙 可 积 . 
皮 过 来 ,车 | F(z)| = f(z)+ 了-(z) 可 积 , 则 因 f{z) 可 测 , 放 有 A=E(f(z) 之 0)U 


E(J(zx)<0)= AiUAs, 耐 A1,A, 均 为 可 测 集 ,而 
(| eiae= tr) | fla th) | MGoldz， 


这 两 个 积分 都 是 有 意义 的 ,从 而 
jz Ca) Fz)dr = (1) | flr)dz = Cj 六 oar， 


| (sa -(L) Joe- -0 (z)dz 


都 是 有 意义 的 ,因此 出 
Dress) | fd t(D) | ed 
人 1 2 


知 FLz) 在 A 上 可 积 . 

不 过 要 注意 ,上 面 的 证 明 中 我 们 又 用 了 两 个 对 于 黎 色 积分 似乎 自明 的 性 质 : 若 将 积分 区 域 分 
成 两 块 , 则 一 个 积分 成 为 两 小 块 上 积分 之 和 (积分 的 可 加 性 ) ,还 有 函数 和 的 积分 等 于 函数 积分 之 
和 (积分 的 线性 ). 但 是 对 于 勒 幢 格 积 分 ,这 两 个 性 质 下 而 都 将 要 重新 证 明 .否则 定理 12 的 证 明 中 
有 了 很 大 的 漏洞 . 这 个 证 明 我 们 放 在 下 而 ,现在 我 们 则 要 指出 葡 曙 积分 与 勒 贝 烙 积分 的 另 一 个 重 
要 区 别 在 于 :考虑 无 界 画 数 的 积分 即 所 谓 反 常 积分 时 , 勒 贝 格 积分 与 获 曼 积分 实际 上 都 是 有 下 
[f(z)]% 的 积分 之 极限 来 处 理 这 个 问题 ,不 过 获 曙 积分 并 不 区 别 f, (z) 与 f_(z) 而 是 合并 处 
理 , 因 而 在 出 现 (+ c) - (+ co%) 的 情况 下 可 能 有 正 负 抵消 而 使 黎 妈 积分 存在 .因此 ,有 些 反常 积 


分 使 |f, (zjdz 都 是 有 限 数 而 得 到 绝对 收敛 人 性; 另 一 些 则 是 虽然 加 (zj)dz 都 是 + oo ,但 可 以 


用 正 负 抵消 使 得 [rE 有 意义 即 是 条 件 收 化 寺 贝 阁 积 分 则 只 允许 绝对 收 但 而 无 所 谓 条 件 收 
A 


敛 .例如 考虑 2zsin 二 -2 oos 志 在 [0,1] 上 的 积分 ,这 个 函数 在 z=0 附近 是 无 界 的 ,但 是 是 可 


测 的 .其 黎 归 积分 可 计算 如 下 :因为 2rsin 十 -人 ons 十 = 失 (zsin 十 ). 所 以 


， 
(| Czam 古 -ee 二 )dz= 四 (R) | E(x ?sin Bde 


: 
=im(zzsin 卫 )| = sinl 
nn xo, 
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由 此 易 见 


， 
| {2zsin 卫 - eos 二]vdr >AlnN, 
0 x 


这 里 A 是 一 个 适当 的 正 数 ,从 而 (R) |2esin 十 - 二 co 六 dz = + oo, 所 以 这 个 甫 数 在 黎 曼 


老 义 下 条 件 收 全 但 非 绝对 收敛 ,而 在 勒 员 格 意义 下 则 是 不 可 积 的 . 

下 面 我 们 讨论 勘 贝 格 积分 的 性 质 . 读 者 可 能 会 怀疑 ,何以 在 黎 皮 积分 情况 下 似乎 不 言 自明 的 
性 质 , 现 在 要 花 那么 多 力量 去 证 明 ? 其 部 分 原因 在 于 黎 汉 积分 的 积分 和 的 每 一 项 对 被 积 函数 都 
是 线性 的 ,而 其 中 格 积分 则 不 然 . 这 ~ 点 将 在 下 面 说 明 ,而 且 正好 表明 了 两 种 积分 确 是 很 不 相同 
的 .我 们 以 下 只 讨论 非 负 可 测 函 数 ,因为 一 般 的 可 测 ( 而 不 一 定 有 界 ) 的 郑 数 可 以 分 为 两 个 非 负 可 
测 函 数 之 差 来 处 理 .证 明 完了 这 几 个 性 质 以 后 ,定理 12 才 最 终 得 证 . 我 们 把 这 些 人 性 质 分 为 儿 组 最 
基本 的 性 质 来 讨论 

(1) 正 性 车 f(z) 在 上 可 积 而 且 rz)3>0, 则 


(0) [tar20, (28) 
层 记 , 著 上 式 中 的 等 号 对 f(z)>>0 成 立 , 则 f(x) =0( 几 乎 处 处 ). 


证 考 赴 [f(z)]y ,并 将 [0,N] 分 划 为 
Piy =0<y < <y=N 


[Esc Ind 之 下 和 ,有 


yu E(y, Ey< y,.1))20. 


所 以 suplspi =(L) [ [PCz)]wdz>>0, 令 N 一 oo 即 得 (28). 
人 


[Ws 


sp = 


反之 , 设 f(z)>0 而 且 (L)| 7(z)dz =0, 作 [A(z)]s 之 什 玻 的 划分 
Pp: y=0<m= Lecy=N, 
则 因 
oC [teas> 3 ym Ey <yEp) +t NaE(NEy), 
以 及 = 人 0 而 v1 时 ,3 >0,N>0, 所 以 v 之 1 时 m(E(y<yS 1)) =0,m(E(NSY)) =0, 


2(E( 放 <y)) -0, 而 在 上 只 有 mw(ECOSy< 直 ) 可 能 为 下 .但 m(E)=m(E(0<y< 1)U 


EG))= m(P(O<y< 工 )). 因 此 (0<y< 工 )) 之 内 极限 加 EC(y=0)) 与 记 测 度 相同 . 
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从 而 F(z) 在 下 上 几乎 处 处 为 0， 
我 们 要 提醒 一 下 ,对 于 黎 昌 积分 ,这 个 结果 虽然 是 对 的 , 却 不 太 容 易 证 明 ， 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 , 若 在 上 有 界 可 测 的 函数 f(x) 适合 不 等 式 a 所 了 (x) 所 8, 则 有 中 
信和 定理 
em (BEL) | Je) de pn (E). (29) 


(i) 可 各 性 “如果 固定 /(xz) 为 A 上 的 可 积 函数 , 则 对 4 的 每 个 可 测 子 集 玉 ,可 以 定义 
CL)[ f(z)dz .这样 , 勒 内 格 积分 是 一 个 集合 函数 , 即 自 变量 为 -集合 ( 即 可 测 集 E) 的 西数 .和 
勒 员 格 测度 (测度 也 是 集合 函数 )_ 样 ,这 里 也 有 可 加 性 .具体 说 来 ,我 们 有 ;车 f(z) 在 EE 上 可 
积 ,而 且 E= U EE .ENE,= 儿 ,车 i 了 7, 则 有 

(Daoar- nD) [Ade (30) 
我 们 只 需 对 f, 证 明 上 式 .定义 [ 门 \, 它 是 有 界 的 .如 果 我 们 已 对 有 界 可 测 函 数 证 明了 上 式 ,出 有 
Co wdz= 3 加 | [yz)]sdz > fame. 


现在 令 N 一 co ,如 果 只 有 有 限 才 个 FE , 则 只 要 逐 项 求 极限 即 得 (30) ,车 有 无 限 多 个 E, , 则 由 上 式 
左 方 取 N 一 co 时 的 极限 ,只 能 得 到 一 个 不 等 式 : 


Goas yr) | er. (31) 
但 对 任意 的 正 整数 K 有 


K 


(CD 上 | CCevdz> | [FCz)]wdz， 


51 
四 


K 
先 令 N>m, 有 (I) | f(x)dz> >) (5) ja 再 一 m 又 得 到 相反 方向 的 不 等 式 


(1) [f(s)de> 也 (L) jd (32) 


合并 (31) 与 (32) 即 得 (30) .而 且 由 (32) 的 证 明 还 知道 需 假设 此 式 右 方 的 无 穷 级 数 为 收 敏 才 行 .但 
是 如 果 没 有 这 一 点 ,(30) 左 \ 右 双方 将 均 为 + co ,这 时 (30) 是 平凡 不 足 道 的 ， 
至 此 ,余下 的 仅 需 对 有 界 可 测 的 fF(z) 证 明 (30) 成 立 ,证 明 如 下 : 
先 看 瓦 = 已 ,UE: 且 下 ,站 已 ; = 多 的 情况 .于 是 
Ely fr) y= [Ey Ef) < yy, NE] 
ULE(y <A) I NE- EVUEY 


而 mE(y f(z)< yn)) = (EV) + mt EV) ds 之 下 和 


sp= st + st = DB) [ymlED)+ ym(E®)]. 
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先 在 右 方 取 上 确 界 ,然而 再 在 左 方 取 上 确 界 .因为 /( +) 在 已 ,已 , 与 ,上 均 为 可 积 即 得 
‘Dare | fadet (1) | f(r)dr. 
再 作 上 和 与 它们 的 下 殊 界 ,又 可 得 到 相反 的 不 等 式 .因此 在 这 个 情况 下 (30) 成 立 . 
对 于 无 限 多 个 已 的 情况 , 令 
Sv= U EE, Ry=E\S,, 
于 是 已 是 | Suj 的 外 极限 ,从 而 w(E) = limm (Ew),m( Rs)= mE) 一 吉 (Sv)<e, 这 里 。 是 任 
誉 给 定 的 正 数 ,而 N 足够 大 .至 此 应 用 上 面 E = E,U E, 的 推理 ,可 知 
C7) fn)ae= (0) | risa ttn) | Taz， 
对 第 二 项 ,注意 到 f(xz) 是 有 界 的 :1 f(z)| 志 MM, 由 中 值 定理 (29) 以 及 mm(R,)--0, 即 知 第 二 项 趋 
于 0. 对 第 一 项 再 用 玉 = EUE, 之 推理 ,有 
tm aes)er= 5 (Dj fone. 
™ 7 4 
令 N 一 有 即 得 (30). 
(iiD 二 性 性 质 ”这 里 包 括 两 个性 夺 ,首先 是 
CD ft ets) fade+ C1) [gtdz, (33) 
我 们 的 证 明 又 要 分 几 步 进行 . | 
先 设 f(x) 与 g(.c) 均 为 非 负 , 记 (xz)= f(xr)+ g(x), 有 
[Bz)IvELF(r) lt [g(r) ls [Fr) + g(x)]y. 
如 果 对 有 界 可 测 函 数 其 由 格 积分 的 线性 得 证 , 则 直 1[f(z)]v+ [g(z)]s1-1g8(z)v]>>0, 利 用 
正 性 有 
rts lide [Lect >0. 
对 第 一 项 再 -次 应 用 有 界 可 测 耳 数 的 勒 贝 格 积分 之 线 住 ,有 
| sera [Ulvae+ | elas, 


[CR 


令 N 一 oo, 即 得 (33) 
再 看 了 与 8 有 不 同 符号 ,例如 zz)3z0,g(z)<0 的 情况 . 先 考查 集合 lz:@6(z)3201 ,在 其 


上 7 9) + (gw)) ,因此 除了 备 证 明 () | [g(x)Jdz = ~ fed 之 外 ， 


直接 应 用 上 面 的 结果 即 可 . 在 另 一 个 集合 1z: (zx)<0| 土 , 则 利用 -g(xz)= f(x)+ 
[一 @tz)]. 了 f(z)<0,g(x)<0 的 情况 化 为 - f(z) >0,- g(xz) 之 0 的 情况 ,以 及 负 号 可 以 从 积分 
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下 取出 . 

最 一 般 的 情况 则 是 

E=E(f(r)>0,g(r) >O0UE(f(z)<0,g(r)>0)U E(f(x)20,8(7)<0) 
UE(f(r)<0,g(r)0) 

于 是 可 以 看 见 ,线性 性 质 之 证 明 归 结 为 J(x), g(x) 均 为 有 界 可 济 一 一 这 一 点 我 们 马上 来 证 明 . 
以 及 负 号 可 以 由 积分 号 下 提出 一 一 这 一 点 属于 线性 性 质 的 另 一 部 分 

设 

a<J(z)<B，A<g(z)< 昌 . 


作 [a,8] 与 [A ,如 ] 的 分 划 
Pia=y < < <y,=6, 


Qi:A= yn<yi<…<3y。= 卫 ， 
Sa=EyEfr < mE =E(y,Sa(r)< y,.). T, =eflE,, 
于 是 有 

E= [J T,, 
而 且 Tu 站 To = 名 车 (4%,j) 隆 (k',j') .于 是 利用 可 加 性 ,有 
Ut) rer) le= py | [f(z) + g(r) dz. 


但 在 T, 上 
Wt EFr) tg) Cyt yr 

对 上 式 应 用 积分 中 值 定理 并 求 和 ,有 

> Cary) mT [LD + ya DY gt yr mT,). 
但 是 由 测度 的 可 如 性 又 有 例如 ” 

mT,)= >» Dm(T,)= 2 mm NTUED= 2 mle), 
这 是 () [far 的 一 个 下 和 . 同 理 上 式 右 方 是 一 个 上 和 . 求 了 上 .下 确 界 后 ,利用 f(x) 与 
g(z) 之 可 积 性 , 即 得 

CD fr ear) fender th) [gd 
线性 铂 质 的 第 二 部 分 是 :对 任 二 可 积 函 数 A(z) 以 及 任意 常数 ,cf(z) 必 为 可 积 而 且 
[tse fener (34) 


证 明 也 要 分 成 几 个 部 分 .首先 ,c =0 时 结论 是 自明 的 ，c<0 时 ,因为 ( - c) >0, 于 是 由 线性 人 性 质 
的 第 一 部 分 有 


0= [| [sa A 
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若 当 “ >0 时 (34) 已 得 证 , 则 上 式 右 方 最 后 一 项 应 等 于 -<) [ro . 移 项 后 即 有 


[ese /nas (ce<0). 


余下 的 只 是 当 c>0 时 证 明 (34) 式 . 

这 时 仍 与 前 面 一 样 , 先 把 f(z) 分 成 f(z) 与 (x); 而 对 非 负 的 /(z) 又 通过 [ f(z)]n 化 
为 有 界 可 测 的 情况 .因此 我 们 只 需 对 有 界 的 f(x) 与 正 的 c 证 明 (34). 所 以 下 而 我 们 又 设 A< 
ft)<B, 再 作 [ 有 A,B] 的 分 划 

PiA=y <y< < y=B. 
这 就 相应 于 对 cF(z) 之 值 域 作 分 划 
cPicA= yn<…<yw=cB， 
而 且 
EC(yEf (zp) = Ey Er yn). 
作 积 分 和 并 求 上 .下 确 界 即 得 (34》. 

(iv) 对 积分 区 城 的 连续 依 吉 性 设 f(z) 在 忆 上 可 积 ,1E,1 是 一目 仿 于 内 的 可 测 集 : 

C 开 ,而 且 m(E,)=0, 则 有 


如 | redz=0 
证 明 如 下 :不 妨 设 f(z)>0, 而 且 政 N 充分 大 ,使 
f(z) [flr) ly ldz<e 
固定 N 以 后 ,我 们 有 ,只 要 上 充分 天 ， 
Uedars<wmtED<e 
于 是 
Lea DUOvarr rod 


S| Lert Unare2e. 
于 是 结论 得 证 . 
在 这 个 证 明 中 ,我 们 利用 了 fx)>0,[ Atz)]v>0,Fz)- [LA(z)]wz0. 
(v) 零 测 庆 集 的 作用 . 敬 下 是 去 测度 集 ,或 f(x) 几乎 处 处 为 0, 部 郁 
CD fdae 0. (35) 


实际 上 ,mtEE)=0 时,(35) 左 方 的 积分 为 0 可 以 从 定义 直接 得 出 , 若 A(z) 几 乎 处 处 为 0, 即 EE， 
= 三 ( 扩 z) 关 0) 为 零 测度 集 , 则 由 积分 的 可 加 性 有 


Da (0 [Ard (L) | f(r)dr =0, 
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第 二 个 积分 是 因为 被 积 函 数 (xz) 在 \ EE, 上 为 0 而 等 于 0, 第 一 个 积分 则 由 mx (FE;) =0 而 为 
0. 

这 个 性 质 告诉 我 们 ,在 作 积分 时 ,积分 区 域 变动 一 个 零 测 度 集 或 者 被 积 函数 在 一 个 零 测度 集 
上 变动 都 不 会 影响 积分 值 .所 以 堆 测 度 集 和 几乎 处 处 为 0 的 函数 都 是 可 以 忽略 的 -这样 一 来 ,车 
fz) -g(x)=0 几乎 处 处 成 立 , 则 用 x) 和 g(x) 并 没有 实质 上 的 区 别 . 这 种 关系 是 一 个 等 价 闫 
系 , 而 几乎 处 处 相等 的 函数 属于 同一 等 价 类 . 在 研究 积分 问题 时 ,我 们 关心 的 并 不 一 定 是 某 一 特 
定 的 函数 ,而 是 一 个 等 价 类 .在 讨论 有 界 函 数 时 ,这 一 点 尤其 重要 ,可 能 六 z)] 在 一 个 零 测 度 集 EE， 
上 无 界 . 删 去 了 E,,f(z) 在 EME 上 可 能 有 界 :So | f(x)1< wm. 这 样 的 f(z) 是 本 质 上 有 界 


的 .因此 应 该 定义 其 本 质 上 的 “ 界 ”. 但 为 此 就 要 删 去 一 个 适当 的 下 ,, 删 错 了 一 个 E,, 仅 是 
m(E,)=0, 仍 有 可 能 f(x) 在 EE\ EE 上 无 界 .所 以 我 们 给 出 
定义 5 车 f(z) 在 E 上 可 滑 ,E,CE 通 会 mm(E,)=0, 我 们 室 义 F(z) 在 下 上 的 本 质 上 界 
与 下 界 分 别 为 
ess supf (2) =infla ERU [+ ol, f(z)<a FE\E, 上 , m(Ei)=0]. 
ess inf f(x) =supla ERU! ~ ol, f(r)>a FENE, 上 ,m(F)=0). 
有 方 是 对 一 切 零 测 庶 集 E, 和 a 取 上 、 下 确 界 的 . 
车 ess supf(z) 与 ess inf/(z) 均 为 有 限 数 , 则 称 F(z ) 为 本 质 有 界 的 ,本质 有 界 可 测 函 数 之 集 
公认”. 
关于 可 积 函数 还 有 一 些 简单 的 性 质 均 可 由 上 而 的 (i) - (iv) 推 出 ,其 中 有 和 沉 用 的 
pea) < fC) laz, (36) 


我 们 就 不 再 证 明了 .至 此 我 们 应 该 说 明 , 这 - 些 在 黎 曼 积分 中 | 分 简单 的 性 质 现在 证 明 起 来 如 此 
妆 力 ,是 因为 黎 蜡 积分 和 世 /(&&)(xi,， 一 羽 ) 一 方 而 保持 了 线性 依赖 于 / 的 特点 ,因此 歼 曼 积分 
的 线性 性 质 几 乎 是 自明 的 , 另 一 方 而 又 是 因为 黎 受 积分 是 对 自 变量 的 区 间 ( 而 不 是 一 般 集合 ) 作 
最 简单 的 分 划 , 其 长 度 关 系 是 一 个 最 简单 的 组 合 学 关系 式 


bob re) tz 1) + (za). 


; 它 还 允 
许 研 究 很 一 般 的 集合 的 测度 一 -因而 以 放弃 上 述 组 合 学 关系 式 为 代价 突出 了 可 数 可 加 性 . 

至 此 我 们 要 问 ,这 两 种 积分 关系 如 何 ? 这 里 我 们 有 基本 的 

定理 13 车 可 测 丽 数 f(z) 在 区 间 4 二 各 可 名, 则 它 订 竹内 格 可 积 , 而 上 


C0 [fae tL) [fonar, (37) 


证 上 一 节 中 我 们 已 证 明了 黎 旺 可 积 西数 必 有 几乎 处 处 连续 ， 所 以 除 一 个 零 测度 集 以 外 f(z) 
是 可 测 的 .加 上 这 个 零 测度 集 ,f(z) 在 A 上 是 可 测 的 . 敢 曼 可 积 函 数 必 为 有 界 ,因此 f(z) 有 界 


可 测 , 也 就 是 勒 贝 格 可 积 的 . 现 将 4 分 为 有 限 多 个 子 区 间 ; A = U AAA， 则 由 勒 贝 梅 积分 的 可 加 
性 , 令 m inff(z), M, = supflz), 由 答 册 格 积分 之 中 值 定理 条 


220 第 四 章 积 分 学 


Dmm AYEL) [7(z)dzs BY Mam las), 
但 是 两 端 两 项 是 黎 曼 积分 的 上 下 和 . 故 若 A, 的 直径 趋 于 0, 由 假设 f(x) 为 黎 曼 可 积 即 得 (37). 
证 毕 ， 
这 个 定理 很 重要 ; 当 我 们 要 计算 (L) |/(z)dz 时 ,只 要 7(z) 黎 受 可 积 ,就 可 以 把 它 当 作 允 


吴 积 分 来 并 ; 当 我 们 要 研究 (R) |/(z)dz 的 由 下 文 诸 定理 表示 的 性 质 时 ,就 可 以 把 它 当 作 盘 中 


格 积 分 并 应 用 下 面 这 些 强 有 力 的 定理 ,所 以 ,下面 若 无 特别 需要 ,我 们 就 只 写 人 madz 而 不 注 骨 
(R) 或 (I). 
我 们 讲 的 "这些 强 有 力 的 定理 "就 是 涉及 黎 昌 积分 局 限 性 的 一 些 定理 ,首先 要 证 明基 本 的 
定理 14( 勒 贝 格 控 制 收 敛 定 理 ) 设 可 测 活 数 麻 列 {f, (zx) 在 A 上 对 一致 有 界 , 即 
1 (xz)1&M, 又 在 A 上 几乎 处 处 有 limf.(z)=f(z), 则 f(z) 在 A 上 也 是 勒 贝 格 可 积 的 ,而 
且 可 以 在 积分 号 下 求 极 限 : 


iim .C245 = [f(z)dz. (38) 
注 1 1/,(z) | 一 至 有 界 可 以 改 成 1 所 (2)| 芝 B(x) 而 @(z ) 盘 下 格 可 积 ， 
注 2 令 B=iz:lm 太 (z) 天 7(z)i ,网 四 CE)=0. 在 下 上 把 六 (z) 与 7z) 都 改 成 0 不 会 
影响 积分 面 定理 条 件 可 改 为 jim /(z) = /(z) 处 处 成 立 . 
定理 的 证 明 “可 测 函 数 /(z) 之 极限 函数 f(z) 必 可 测 ,又 因 |/(z)| = | lm f(z)|<M， 
故 A(z ) 为 有 界 可 测 从 而 斯 贝 格 可 积 . 
对 任意 e, 由 叶 果 洗 夫 定 理 必 可 鬼 到 A 的 于 集 EE, 合 EE 上 (x) 一 致 收 第 于 f(z), 而 且 


mn(4\E) 安 机 7 于 是 


人 Epolaz|<[I5eo -fen lar+ I £2) 707) |ax 


所 


<| f(z) -zldz+ 半 - 


由 f(z) 在 E 上 一 致 收 化 于 f(z), 故 有 N(e) 存 在 ,使 "NGN (x) fr) < aay’ 
代 和 人 上 式 即 知 当 n> N(e) 时 


[fea)ar - [raaz| mE ate 
定理 证 毕 ， 1 
这 个 定理 的 用 处 可 以 只 下 例 得 知 . 微 积分 里 有 -个 复杂 的 论 感 ,就 是 售 参 变量 积分 的 住 质 和 
运算 .其 中 常 要 求 讨论 积分 对 参 变量 的 一 致 收 伍 性 ,而 这 时 常 又 是 一 个 困难 问题 . 有 了 勒 见 格 乏 
制 收 伍 定理 后 ,问题 时 常会 变 得 窜 易 处 理 .但 为 此 就 需要 进一步 讨论 相应 于 反常 积分 的 勤 贝 格 积 
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分 .积分 区 域 E 为 有 限 测度 的 可 测 集 而 (x) 在 EE 上 不 一 定 有 界 的 情况 前 已 讨论 过 了 :我 们 用 
[Clue 之 极限 作为 Fear 之 定义 ,这 一 作法 其 实 与 黎 曼 积分 情况 是 一 致 的 ;而 另 一 类 
“反常 积分 " 邯 E 不 一 定 上 有 限 测 岩 的 集合 的 处 理 方 法 也 类 似 :我 们 还 是 先 设 六 xz ) 六 0, 因 为 一 
般 情况 下 可 以 把 fz) 写成 Az)= f(zx)- 了- () ,并 分 别 讨论 |/- (=)ds 人 (zx)dr. 当 二 


者 均 有 定义 ( 即 均 收 俩 ] 时 ,我 们 定义 (=) dz = |/ {zr}dzr -上 《z)dz, 这 样 徽 即 知 


| 1 f(x) 1 dr = 上 (zjdx + 上 (z)dx 也 有 定义 ( 即 也 收 敏 ) .所 以 ,和 互 为 有 限 测度 可 测 集 
的 情况 一 样 ,其 中 格 可 积 函 数 一 定 是 绝对 可 积 的 .我 们 现在 限制 讨论 这 样 的 互 ; 令 10,| 是 有 界 闭 
域 ( 即 紧 区 域 } 的 “ 穷 刘 的 上 升序 列 ,这 名 和 话 的 意思 是 ,首先 ,124 是 上 升序 列 ,DiC 包 到 …i 其 


次 三 的 任 一 紧 子 集 必 包 含 在 某 一 0 中 ,所 以 U ,三 玉 ;其 次 忆 , = EN 0 具有 有 限 测度 ,而 五 


= limE, = U EE ， 即 为 {Ef 之 外 极限 ,当然 ,我 们 可 以 利用 区 间 一 一 其 中 心 在 x =0, 边 长 为 
,来 作 E,，, 也 可 以 用 # 为 半径 ,而 球 心 在 x 一 0 的 球 B 来 作 EE,: 忆 = 忆 人 BB ,对 下 面 的 结果 不 
会 有 影响 . ) 如 果 f(z) 在 EE 可 积 , 而 pm | 7(z?dz 存在 (因为 已 设 /(z) 之 0, 所 以 这 个 极限 


车 不 存在 , 必 有 rear %), 就 说 f(z) 在 EE 上 勒 贝 烙 可 积 ,而 且 定 义 ( 工 ) Wee- 


lim(L) Te (可 人 再 失 一 下 ,如 时 不 用 而 用 B, 来 作 局 , 则 关于 f(z) 之 可 积 性 与 积分 


站 


值 只 会 得 到 相同 结 时) 勤 员 格 积 分 一 定 是 绝对 可 积 的 ,这 是 ~ 个 重要 竹 质 ,例如 | ， szdz 作 


为 黎 虹 积分 是 存在 的 一 一 条 件 收敛 ,但 作为 翰 贝 格 积分 册 是 不 存在 的 ， 
前 夯 讲 的 关于 蔓 贝 格 积分 的 性 质 大 部 分 在 此 仍 成 立 , 当然 也 有 例外 ,如 中 值 定理 mi (五 ) 


所 te)sx<pm (EF). 因 为 现在 za( 瑟 )= + %m, 这 一 切 读者 都 容易 判断 .重要 的 是 要 指出 , 勒 贝 


格 控 制 收 合 定 理 仍 成 立 ,但 | f(z) | 所 M 这 个 条 件 要 代 以 | f(x)| 筷 @(xz), 这 里 D(x) 在 玉 上 可 
积 


现在 我 们 开始 讨论 含 参 变量 的 积分 . 设 有 函数 f(z ,1), 这 里 z= (zl,…,xz,)ER",t 是 参 
数 := (tto)EUCR".F(z,i) 可 以 取 +eeo 为 值 .于 是 我 们 有 
定理 15 (i 设 对 任 一 国定 的 :EU, f(x,t) 对 xz 在 R" 上 上 可 积 . 
(i) 对 几乎 所 有 x ER"， /x,t) 作 为 + 的 函数 在 1。€ U 处 连续 ， 
(ii) 存在 一 个 R" 上 可 积 的 函数 (zx), 使 对 -- 切 iE U, 对 于 几乎 处 处 有 
f(r,t) lB(z), 
则 st(z) = | ziodz 在 n 处 连续 ， 
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证 我们 只 要 证 明 对 任 一 串 志 一 toyg(t) 一 E(t) 基 可 ,为 此 ,我 们 令 
Fz)= Fr) hr) = fr, to), 
玫 是 由 (0 知 六 (z) 与 万 (z) 均 在 R 上 勒 贝 格 可 积 .由 (ii) 知 ,对 几乎 所 有 zlimf, (zx) = 
万 (zz) ,由 (ii 知 | 六 (z)i 委 到 (z), 所 以 由 勒 贝 格 控制 定理 


bmg(r)= lim | f(z,1.)de= [fradr rs alm). 
定理 证 毕 . 
注 定理 中 x€ R" 可 以 改 为 x<€E, 而 下 具有 上 面 讲 的 性 质 ,为 此 只 尖 将 F(z ,zi) 改 为 
Xe (TIF(T,t) PT. 
定理 16 (i) 仍 设 f(x,4) 对 固定 的 :EU 为 可 积 .但 现在 设 UCR” 是 一 个 开 集 . 
(i) 对 几乎 所 有 zx, f(z ,1) 作 为 + 的 函数 是 U 中 的 可 微 画 数 . 


(GD 在任 一 个 人 上 可 向 的 因数 咖 (wx), 合 对 所 有 的 1= (4.…, ) E 0,2 
更 (z) (i=1,2,…,m) 对 几乎 所 有 xzER" 成 立 . 
则 gtn)= A(x,s)dz 对 :在 UU 中 可 微 ,而 且 


dr,i=1,2,.",m. 


证 ”我们 只 需 证 明 对 任 一 个 : ,2 号 ( 扣 为 连续 且 可 以 在 积分 号 下 求 导 . 所 以 ,不 失 一 般 性 不 


妨 设 U 是 一 维 空间 中 一 个 开 区 间 (t。 ,to +h) ,而 证 明 g(z) 在 to 处 连续 可 微 . 令 ,为 一 个 
趋 于 0 的 实数 证 ,六 关 0, 而 记 


f= ， 


(= 2 
于 是 由 拉 格 妆 日 定理 
fi=f (r,t tAh) ,0<0<1. 

仿照 定理 15 的 证 法 令 一。 立即 可 得 如 上 的 结果 

定理 15 与 定理 16 比 之 黎 曼 积分 中 的 相应 定理 品 然 更 简单 好 用 .读者 可 能 认为 ,| /.(z) | 之 
(+) 这 个 条 件 很 像 微 积分 中 的 M 判别 法 .但 实际 不 然 , 因 为 我 们 并 未 得 出 | / (zx)| 的 一 致 收 项 
性 .在 我 们 的 证 明 中 , 叶 果 洛 夫 定 现 起 了 基本 作用 . 它 指出 除了 一 个 测度 可 以 任意 小 的 集合 一 一 
但 我 们 不 知道 其 位 置 何在 一 1.《#)} 是 一 致 收 化 的 .而 8(z) 伦 好 在 这 个 玻 坏 了 一 致 收 化 性 的 
集 上 ,控制 了 (z ) 的 积分 ,而 不 管 这 个 * 坏 "集合 的 位 置 何在 .这 是 获 受 机 分 理论 所 做 不 到 的 .在 
勤 贝 格 积分 理论 中 ,证 明 这 一 类 获 受 积分 理论 中 不 成立 的 定理 时 常 有 示 种 方法 ,但 仔细 分 析 这 些 
方法 就 会 用 现 我 们 利用 了 一 些 在 勤 由 格 积分 理论 中 起 基本 作用 ,而 在 袭 曼 积分 理论 中 没有 的 思 
想 与 方法 ,例如 在 证 明 叶 果 洛 夫 定理 中 分 析 不 “ 致 收 煞 点 的 集合 之 构造 的 作法 ,在 袭 部 积分 理论 
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中 就 见 不 到 .这 些 思想 与 方法 正 是 勒 贝 格 积分 理论 与 黎 肥 积分 理论 本 质 的 区 别 .下 面 我 们 要 讲 的 
单调 性 问题 也 是 其 中 之 一 , 它 反映 了 勒 贝 格 积分 的 * 正 性 "起 了 何等 重要 的 作用 ,我 们 先 证 明 
定理 47( 法 图 (Fatou) 引 理 ) 设 所 是 有 限 测度 集 ,而 可 测 函 数 (=)>>0 于 下 上 ,而 且 几 笠 
处 处 有 所 (zx) 一 F(x), 则 
|r elm /tde, (39) 
证 很 容易 证 明 , 在 E 上 几乎 处 处 有 
lim[f.(x)]ln= [f(r) veN. 
故 由 勒 贝 格 控制 收 伍 定 理 
tm Hilde [Wesd, (40) 
但 对 左 方 的 积分 有 
[Fess [Fa 
左 方 有 极限 存在 , 右 方 则 不 一 定 ,但 吉方 的 下 极限 一 定 存在 , 故 
el A 
代 和 人 (40) 有 再 令 Noo 即 得 (39) 式 . 
对 这 个 定理 的 理解 中 要 注意 , 若 (39) 之 右 方 是 有 限 数 , 则 知 f(z) 在 EE 可 积 . 反 过 来 , f(z) 
总 是 非 负 可 测 的 (定理 5 , 荐 它 不 可 各 ,有 上 (zjdr- + 这 时 必 有 吉 |/ (zjdz= + wm ,因此 
我 们 仍 认为 (39) 成 立 , 且 其 中 有 等 号 . 
利用 潜 图 引 理 就 可 以 证 明 重要 的 


定 埋 13( 勒 维 (Beppo Levi) 定理 ) 令 |f.(x)i 为 E 上 的 可 积 函 数 的 上 升序 列 , 面 且 
limf,(x)= 玉 z), 则 在 以 下 意义 下 可 以 在 积分 导 下 取 极 限 


We /f(r= {imate [Treo (41) 


(1) 芒 式 应 为 有 限 , 风 f(z) 几乎 处 处 有 限 而 县 为 可 积 , 且 等 号 成 亦 : 堵 式 左 为 + “, 则 F(z) 
不 可 积 , 但 (41) 仍 成 立 - 

(ii 车 极限 函数 F(x) 可 积 . 则 上 式 两 侧 均 为 有 了 眼 县 相等 ;着 极限 函数 f( z) 不 可 积 而 式 大 成 
为 + ,而 (41) 式 仍 成 立 . 

证 (1) 不 妨 考虑 (zx) - 户 (z) ,于 是 可 以 设 f(z) 之 0 由 法 图 引 理 知 ,车 式 左 为 有 限 , f(z) 
在 EE 上 可 积 ,由 翰 贝 格 控制 定理 (注意 | f(z)| = f(z) 志 f(z)), 知 (41) 戌 立 . 式 左 为 + oo 时 ， 
也 由 法 图 引 理 可 知 式 右 也 是 + oo , 故 (41) 仍 成 立 . 

全 着 (zx) 可 积 , 由 1f,(z)| = 所 (4) 志 f(x) 用 勒 贝 格 控制 收 合 定 再 仍 可 得 (41) 式 ,车 


所 z) 不 可 积 , 因 f(z)>0, 帮 f(z)dr = * ,由 法 图 引 理 知 ia |f, (x)dz = + co, 从 而 


mf.)de = + oo 而 (41) 式 仍 成 立 . 
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这 个 定理 对 于 下 降 函 数 序列 也 是 对 的 ,因为 | - f,(x)| 这 时 是 上 升序 列 . 

对 于 上 E 不 一 定 具 有 有 限 测 度 的 情况 ,仿照 上 面 的 方法 仍 可 证 明 这 两 个 定理 . 

坎 维 定理 常用 于 正 项 级 数 的 情况 ,即将 六 (z) 表 为 = 8。( 工 ) 的 部 分 和 ,1 (x) = g(xz)， 
户 (z) -所 -1(x)=g,《(z), 这 时 我 们 有 :着 gs.(z) 产 0 为 可 积 函 数 , 则 


[3 g(r)dr= Ses. (42) 


把 它 与 上 节 关 于 黎 曙 积分 的 定理 12 比较 一 下 :对 非 负 黎 曼 可 积 的 g.(z) ,要 把 (42) 太 方 的 积分 
改 为 下 积分 才 行 ,尽管 我 们 这 时 有 看 来 很 强 的 迪 尼 定理 ( 即 上 节 定理 13), 它 指出 车 f,(z)0 为 
连续 , 且 在 有 界 闭 区 三 上 下 降 趋 于 0, 则 它 必 一 致 趋 于 0. 阿 题 在 于 由 连续 函数 到 可 测 函 数 是 一 个 
复杂 的 过 程 , 上 面 我 们 仪 举 出 一 个 鲁 金 定理 ,在 以 下 各 章 我 们 还 有 机 会 讲 到 进一步 的 结果 . 

5. 勒 贝 格 积分 怎样 改进 窗 曼 积分 的 不 足 之 处 ”前 节 末 尾 我 们 指出 例如 在 变 分 问题 中 我 们 需 
要 以 下 类 型 的 定理 :着 有 一 串 可 积 函 数 1u,(x)1, 面 且 对 任意 >0 都 有 正 整数 N = N(e) 存 在 ， 


使 当 w,m>N 时 ， | an(z)1dz<e, 这 时 是 否 有 一 个 可 积 函 数 u(xz) 存 在 ,使 


上 ze(c) -az)1drz<s， 亦 即 在 某 种 意义 下 lim .x)= x(z]? 这 样 提出 向 题 很 像 极 限 理 


论 中 的 柯 西 准则 ;车 有 一 个 实数 柯 西 序列 1a,!, 则 必 有 一 实数 a 存在 ,使 jima = “ .这 当然 是 要 
证 明 的 ,我们 在 第 六 章 中 讲 实数 理论 时 要 讲 到 ,如 果 a, 全 是 有 理 教 , 则 若 眼 制 在 有 理 数 中 ,这 个 
极限 a 一 般 是 找 不 到 的 ,一定 要 对 有 更 数 集合 中 补充 上 无 理 数 成 为 实数 集合 , 才 一 定 能 找到 作 
为 极限 的 实数 4a. 但 车 a, 为 实数 (有 理 或 无 理 ) , 则 一 定 可 找到 实数 a 而 用 不 着 再 补充 新 种 类 的 
数 了 - 这 就 称 为 实数 的 完备 性 以 及 有 理 数 系 的 不 完备 性 .现在 的 情况 很 类 做 :如 果 规 定 只 考 塌 黎 


曼 可 积 函 数 , 则 不 一 定 有 黎 曼 可 积 的 极限 函数 “(z) 信 得 lm | lw (zx) -wu(z)|ldz =0, 但 着 规定 


w(x) 是 勒 贝 烙 可 积 , 刚 一 定 有 勒 贝 格 可 积 的 x(z ) 使 上 式 成 立 .所 以 这 个 性 质 称 为 勒 贝 格 可 积 
函数 空间 的 完备 作 . 下 面 我 们 就 要 证 明 它 (以 后 还 要 证 明 , 一 切 勒 贝 格 可 积 函数 都 可 以 这 样 格 和 
出 来 ) ,这 是 勒 贝 格 积分 理论 的 一 个 核心 定理 . 

定理 19( 里 斯 - 费 送 尔 (Riesz-Fisher) 定 理 ) 设 下 为 具有 限 测度 的 可 调集 ,1 (=)j] 是 下 上 
的 堆 由 和 格 可 积 函 数 序列 ,而 且 


1 记 (z) 一 万 (z)1dz 一 0, 当 mm 一 co 时 ， (43) 
则 必 丰 在 在 也 上 更 由 村 可 各 的 现 数 /(z), 合 当 x 一 时 
|A(z)- f(x) ldr=0. {44) 


反之 ,由 (44) 也 可 得 到 (43). 
证 取 6=2, 则 一 定 可 以 找到 一 曲 上 升 的 正 整数 坟 , 使 当 ,mm 渤 n 时， 


Wa 一 (zx) 1 dz < .特别 是 
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| lf Cr) -f(z) Ndr <2 
令 避 (xz)=f ,Cz) wr) = ff, (z), 则 如 (z) 动 贝 格 可 积 ,而 且 


Bare ) > 2-+<+m. 


由 勒 维 定理 ， 2 | ua(z)| 凡 乎 处 处 收 全 ,其 和 F(x) 也 是 勒 贝 格 可 积 的 .进而 看 级 数 Bus), 
它 必 几 平 处 处 绝对 收 敏 . 令 其 部 分 和 为 Sv(z), 则 jnm Sv(z) = Cz) 几乎 处 处 成 阅 ,而 且 是 可 江 
函数 ,但 是 

lsv(a)l< wo DF lat) Fs) 


而 且 |7(z) 一 SC) 1 一 0 几乎 处 处 成 立 ,17(z) - Sw(z) | 所 fu(z)|<F(z), 再 用 一 次 
勒 由 格 控制 收 全 定理 有 
rs dz= [ f(z) -fo (x)1dz0, 

特别 是 
A vol 


+ fu (z) ~ f(x) ldr >0. 
定理 证 毕 . 

如 果 EE 不 一 定 有 有 限 测度 而 与 定理 15,16 一 样 ,这 个 定理 仍 成 立 ， 

关于 勒 忠 将 积分 的 基本 概念 和 性 质 ,我 们 就 介绍 至 此 ,数学 中 还 有 多 种 其 它 积分 理论 ,但 是 
都 适合 同样 的 框架 ;每 个 积分 都 是 一 个 泛 泣 ,好 对 某 一 函数 类 一 一 可 积 函 数 类 一 一 的 一 个 元 了 
给 定 一 个 值 I( 了) ,如果 I(f) 具 有 某 些 性 质 , 则 可 以 利用 这 些 性 质 来 对 积分 理论 作 公 理化 的 处 
理 .例如 我 们 可 以 要 求 

(i) I( 有 ) 是 线性 泛 阔 ,IT(af+ bg) = al(/)+ 5I(g), 这 里 a,6 是 实数 . 

(了 正 性 :>0 时 ,1(f) 袍 0. 

(ii) 关于 单调 收敛 的 连续 性 ;车 /.(z) 下 降 趋 于 0, 则 1{f,) 也 下 降 趋 于 0. 

黎 紧 积分 和 勒 贝 格 积分 都 上 其 有 这 些 性 质 ,其 中 的 (ii) ,对 于 黎 曼 积分 即 是 迪 尼 定理 ,对 于 勤 
员 格 积分 即 是 勒 维 定理 , 进一步 我 们 可 以 称 适合 它们 的 泛 沙 就 是 积分 ,这 样 就 为 积分 理论 提供 了 
一 个 公理 化 框架 . 它 与 擂 贝 格 积 分 理论 不 同 , 它 不 是 以 测度 理论 为 基础 的 . 这 种 积分 有 时 称 为 表 
尼 和 尔 (Daniell 积分 ), 它 是 很 有 用 处 的 . 


$3 勤 贝 格 积分 的 初步 介绍 ( 续 ) 


1. 有 界 变 整 次 数 ”上 一 节 我 们 讨论 了 函数 在 惑 贝 格 意义 下 的 可 积 性 以 及 勒 贝 格 积 分 的 


[yy 
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要 性 质 ,特别 是 我 们 证 明了 里 斯 一 费 希 尔 定理 从 而 说 明了 勒 员 格 积分 确实 在 完备 性 问题 上 克服 
了 黎 曼 积分 的 缺点 .我 们 也 看 到 ,之 所 以 能 够 得 到 较 好 的 结果 是 由 于 我 们 使 用 了 其 有 可 数 可 加 性 
的 勒 贝 格 测 度 ,这 样 可 以 用 分 划 A(z ) 之 值 起 来 代替 分 划 自 变量 x 的 变化 区 域 即 F(z) 之 定义 
域 ,当然 ,这 样 做 是 有 代价 的 :我 们 不 得 不 放弃 黎 曼 积分 和 对 被 积 函 数 的 线性 关系 .以 及 自 变量 变 
化 区 域 中 的 组 合 关系 :5 一 a=(B 一 zz +(x 1 一 zx-2)+ + (xi -a). 这 样 ,一 些 在 黎 曼 积 
分 中 几乎 是 自明 的 事情 ,现在 证 明 起 来 颇 多 麻烦 .本 节 中 我 们 还 要 讲 两 个 重要 问题 ;积分 在 什么 
意义 下 是 微分 的 逆 运 算 以 及 二 重 积分 化 为 逐次 积分 的 问题 .本 节 的 讨论 也 有 上 面 说 的 特点 , 即 论 
证 比较 细致 使 人 感到 姆 琐 ,而 结论 则 似乎 并 不 多 于 连续 函数 的 黎 曼 积 分 中 的 家 应 结果 ,给 大 的 感 
党 是 不 太 合算 ,因此 ,读者 完全 可 以 跳 过 本 节 到 他 认为 自己 比较 习惯 于 这 种 细密 的 推理 时 再 回 到 
本 节 ., 好 在 本 节 的 结论 读者 现在 就 会 认为 是 不 言 而 喻 的 . 

关于 积分 与 微分 互 为 逆 运 算 的 问题 ,读者 都 十 分 习惯 于 柯 西 的 结果 ,车 f(z) 在 [a,5] 上 连 


纺 , 则 | 7(z)dt 是 7(z) 在 [e ,0] 上 的 原 函 数 , 若 能 再 找到 一 个 原 函 数 F(z), 则 必 有 


roar=Fto -Fo 0D 


到 了 黎 曼 的 时 代 , 因 为 不 连续 画 数 已 进 和 人 了 人 们 的 视野 , 达 布 发 现 ,应 该 区 别 关于 f(z) 的 两 件 
事 ,一 是 可 积 ,二 是 有 原 函 数 F(z).( 注 意 ,这 里 原 函数 是 指 处 处 适合 F(x) = f(x) 的 函数 . ) 上 


页 两 件 事 是 互相 独立 的 .这 时 | 7(z)dt 是 否 也 是 一 个 原画 数 , 且 (1) 成 立 ? 


于 是 自然 要 间 , 在 勒 贝 格 积 分 的 框架 下 能 得 到 什么 样 的 结果 ?是 否 能 使 积分 与 求 导 恰 为 北 
运算 ? 遗憾 的 是 ,这 是 办 不 到 的 .现在 我 们 把 问题 分 成 两 个 : 


工 .车 f(x) 在 [a,5] 上 蔓 员 烙 可 积 , 则 F(z) = | f(z)dz 是 否 /(z) 的 原 西数 , 面 (1) 成 立 ? 


首先 , 原 函 数 意义 要 改动 一 下 ,因为 若 在 一 个 零 测度 集 上 改变 f(z), 则 fra 不 会 改变 ， 


从 而 F(x)= f(z) 只 能 几乎 处 处 成 立 .所 以 下 面 几 讲 到 原 阔 数 均 指 几乎 处 处 意义 下 的 原 函 数 . 
JI .F(z) 要 适合 什么 条 件 才 有 某 个 惑 贝 格 可 积 的 导 函 数 f(z ) = (x), 而 且 使 P(x) 


= rodrcs 


第 一 个 问题 管 案 很 消 想 .车 7 ) 为 勒 由 格 可 积 , 则 F(z) = f(z)at 一 定 几乎 处处 以 /Ca ) 


为 导数 .这 里 要 利用 以 下 的 性 质 , 即 不 定 积分 必 为 有 界 变 差 函 数 ， 那么 ,什么 是 有 界 变 差 沙 数 呢 ? 
以 下 我 们 只 限于 一 元 函数 ,因为 多 元 函数 的 情况 是 很 不 -- 样 的 . 
设 F(z) 定 在 [ae ,5] 上 ,现在 作 [a,5] 的 一 个 分 划 
Pia=z<r<< r=b. 


作 V= 总 17(z -Ge)| 则 sgpr 称 为 J(z) 在 [a,5] 上 的 全 变 基 


定义 1 阁 和 (7)=supV< +%, 则 称 f( 工 ) 是 La,58] 上 的 有 界 变 差 画 数 . 
很 明显 ,单调 函数 玫 x) 都 是 有 界 变 莽 的 .因为 不 失 一 般 性 ,不 炉 限于 考 忠 单调 不 减 的 f(z)、 
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这 时 ,| 了 zi 一 太 z)1 = 有 zn) 一 了 (zx) 之 0, 因 此 
V=lf(z) flr) tt | flr) f(r0)l 
=[f (ze) fr) t+[f (re) flro)]= £065) — f(a). 

所 以 ,Va( 有 =supV=A(5) -f(a)<+m, 从 而 单调 画 数 f(x) 具 有 有 界 变 差 .重要 的 是 其 逆 在 
某 种 程度 上 也 成 立 , 我 们 有 

定理 1 [a ,5] 上 的 有 界 变 差 函数 /{x) 必 可 写 为 两 个 单调 不 碱 函 数 之 美 . 

证 任 取 cE€[a,5]}, 于 是 得 到 [a ,3]=[a,c]U[ec,5], 当 我 们 作 [a,8] 之 任 一 分 划 PP 时 都 
不 妨 把 。 当 作 一 个 分 点 :c= zx。 ,于 是 


Ds) -fe))| = Ds) -fey 

pe ‘3 

现在 从 左右 双 侧 来 对 分 划 了 取 上 确 界 . 
先 看 右 方 , 轿 定 e 不 动 ,而 得 到 [ac] 的 分 划 Pi,[c,5] 的 分 划 P,, 因 此 


开 | ze- ra 


+O) fa)|. 


& VA), 


a 


DLORE EA (3) 


我 们 很 容易 证 明 , 当 了 在 [ce ,bj] 上 有 有 界 变 差 时 , 它 在 任 一 子 区 间 上 也 有 有 界 变 差 .所 以 上 而 两 
个 式 子 右 方 均 为 有 限 数 ,但 是 我 们 并 不 需 赛 这 件 事 ,读者 如 愿 去 证 明 也 不 难 . 以 (3) 代 人 (2) 之 右 
方 即 知 


SA 
此 式 对 任何 以。 作为 一 个 分 点 的 分 划 卫 均 威 立 .对 于 不 以 < 为 分 点 的 分 划 , 在 增加 一 个 分 点 。 
以 后 ,其 相应 的 变 差 V 不 减 ,所 以 上 式 对 任意 分 划 P{ 不 论 是 否 合 。 作 为 分 点 ) 均 成 立 取 上 硝 界 
以 后 即 得 
VNDEVAN + VN) (4) 
另 一 方面 ,从 (2) 的 左 方 看 应 有 
Ea) -rz EA) -6 < VW 


作 适当 分 划 , 总 可 以 使 好 | f(z,4) - f(z) 1 之 Vi(f) - ese >0 是 任意 小 正 数 ,同样 


导 | - Ja)| 实 歼 (J) -6 代入 上 式 再 令 。x0, 又 有 


VA PDEV NA. {5) 
比较 (4),(5) 两 式 即 有 
Ve) = VA + Ve). (6) 
现在 把 V7) 中 的 6 代 以 变量 =, 则 得 到 一 个 函数 VCzx),V (xz) 显然 是 不 减 的 .内 为 车 r， 
< cz: 则 由 (6) 


V(r)= Vr) + VR). 
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但 是 V3 (>>0, 这 由 全 变 差 之 定义 自明 .考虑 差 WW(z)= Y(z)- 所 z) 可 以 证 明 这 个 差 W(x) 
也 是 不 减 的 ,这 是 因为 
Wlza)—- Wlr)= V(r)~ V(r)- [f(rs)- f(zx)] 
=Va(f) [f(z) Fr) Ve(f) -f(z ) f(r)|. 
但 是 很 明显 有 | f(x,) - (zi 1SV (让), 因为 左 方 只 是 F(z) 在 区 间 [ zi,z?] 对 一 个 特 跌 分 划 
-一 分 点 只 有 zi ,zs 两 点 一 的 变 差 ,而 右 方 是 f(z) 对 一 切 分 划 的 变 差 的 上 确 界 ,所 以 ， 
Wiz) W(z,), 

而 W(x) 是 处 减 的 ,由 于 f(z)= V(x) - W(x), 故 定理 得 证 . 

推论 者 有 界 变 差 丽 数 /(z) 还 是 [a ,6] 上 前 汗 绪 范 数 , 则 它 必 可 表示 为 两 个 连续 不 莽 画 数 
之 差 . 
” ”证 我 们 只 需 证 明 V(z ) 为 连续 即 可 . 取 zx。 E [a,5]. 为 方便 起 见 我 们 来 看 V(z) 在 zu 之 
二 连续 性 ( 左 连续 证 明 一 样 ). 因 为 f(x) 在 z, 连续 , 故 必 为 右 连 续 .对 任意 。>0, 必 可 找到 8(:) 


>0, 使 车 = ELzo ,zo +8], 当 有 |f(z1) 一 /zo)1< 亏 .二 为 了 f(z) 在 [a,5] 上 为 有 界 变 差 的 ,所 


以 在 [zx,,5] 上 也 有 有 界 变 差 .因此 对 任意 。>0 都 可 以 找到 [ zo,5] 的 一 个 分 划 P:zro<zi<…<< 
x4 一 加 ,而 和 且 1x, -zol < 人 ,使 得 


司 1 -fz)1>W (让 - 香 ， 


或 者 
六 CD< 加 1F(aw) -fz)1+ 生 
i=0 

= fr)l+t DF)- f(a) +t 

er Tm) -feder yn). 
这 样 一 来 

0SV CN- VN <e, 

而 


Vr) Viz) = Va VE (A) -Vf Ke. 

所 以 V(x) 在 x。 点 为 右 连 续 . 同 理 V(z) 在 ze 也 是 左 连续 的 ,而 V(xz) 在 [a ,5] 上 迷 续 (但 在 两 
个 端点 则 只 能 是 左 或 右 连 续 ), W(x)= f(z) Y(z) 亦 然 .推论 得 证 . 

注 用 上 法 可 以 证 明 车 f(z) 为 单 全 连续 , 则 V(x), W(z) 也 一 样 ， 

定理 1 的 送 亦 真 .单调 不 减 函数 之 差 也 一 定 是 有 界 变 差 函数 .实际 上 ,这 个 道 定理 是 下 述 定 
理 的 特例 . 

定理 2 车 f(z) ,f(z) 雹 为 [a,8] 上 的 有 界 变 差 汀 数 ,a,5 为 实数 , 则 af,(z) + ap(z) 

证 由 


和 3 勒 贝 格 积 分 的 初步 介绍 { 续 ) 229 


Hafan) + oped] [ef (a) + Bp.) 
s=0 


a nt 
Slal Dfi(zn) -filz)l+tlbl D1fi(zr) -flz,)| 
加 ft 


lalVvi(f)+ lo VC,) 


即 知 . 
注 ”也 很 容易 证 明 户 (z 六 户 (z 入 万 (zNPCzX 若 访 (z) 夭 的 也 都 是 有 界 变 差 函数 . 


下 画 我 们 要 证 明 ,[e,8] 上 的 单调 函数 必 在 [a ,5] 上 几乎 处 处 有 导数 ,所 以 有 界 变 差 函 数 也 
几乎 处 处 有 导数 .这 个 重要 结论 证 明 较 长 ,我 们 放 在 后 面 .现在 就 可 以 回答 第 一 个 问题 . 


定理 3( 勒 由 格 定理 ) 车 /(z) 在 [a ,上 寺内 模 可 积 , 则 其 不 定 积分 P(x) = 7(2)dt 必 
为 [ae ,6] 上 之 有 界 变 差 末 数 , 且 儿 乎 处 处 有 一 
六 [fa fz). (nD) 


证 仿照 定义 勒 贝 格 可 积 函 数 那样 ,把 f(z) 写 为 
Ax)=f, (7)- f(z),f, (zx)20, 


则 有 
F(x)= [fd — [ra=F, (zx)—-F_(x). 


因为 六 (了 ) 之 0 ,所 以 下 , (zz) 均 为 单调 不 减 .所 以 由 定理 2,F(x) 是 有 界 变 差 函 数 , 耐 且 易 见 
下 (zx) 都 是 连续 函数 .余下 的 仅 是 证 明 (7) 式 .这 里 我 们 需要 一 个 引 理 . 


引 理 4 车 /(=) 在 [e ,0] 上 为 勒 风 格 可 积 , 且 对 一 切 =E [ab]，| f(z)de=0, 册 在 [a15] 


上 ,f(z) 儿 和 多 处 为 0. 
证 “用 反 证 法 , 设 结论 不 成 立 ,从 而 可 以 找到 一 个 正 测度 集 巨 ,使 f(x)>0( 或 <0) 于 巨 上 ， 
因为 记 必 可 含 于 [a ,5] 的 一 个 测度 小 于 - a 的 开 子 集 内 ,从 而 正中 必 合 一 个 具有 正 测度 的 闭 


于 集 , 我 们 不 妨 设 所 就 是 这 个 闭 入 ,但 自 | /(e)de = 0 对 一 切 x € [a,5] 成立 ,从 而 f(x) 在任 
一 闭 集 巨 上 之 积分 为 0, 因 为 这 个 积分 将 化 为 [。 ,5] 上 之 积分 (由 假设 为 0) 以 及 一 个 开 集 记 上 之 
积分 的 差 .但 包 = U (a,8), | Mad = 站 ou -rod = 0, 从 而 | PCoar = 0. 但 这 


与 f(z) 在 上 为 正 牙 慎 ( 见 上 节 (28) 式 ). 

定理 3 的 证 明 ( 继 续 ) 和 前 面 处 理 许多 有 关 勒 贝 格 积分 的 问题 一 样 ,通过 作 [ 了 (7)], 把 问 
题 化 为 /(z) 为 有 界 坦 贝 格 可 积 的 特例 .所 以 不 妨 先 设 1f(z)| 志 M ,这 时 一 方面 由 前 面 已 证 的 那 
样 F(z) 是 有 界 变 差 的 ,从 而 九 平 处 处 有 导数 , 即 对 x 几乎 处 处 有 


hy Ft- PD ps), (8) 


另 一 方面 


E020 4 oa | <m, 
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所 以 用 勒 中 格 控 制 收 敏 定理 有 
im[ Pt- ED, 『 F'(1)dz. (9) 


0 


然而 其 左 方 的 积分 又 等 于 十 F(Dd -于 | FCOde= 了 [人 -全 ]FCou 由 F(z) 之 


连续 性 ,可 以 把 这 两 个 积分 均 理解 为 歼 昌 积分 ,而 知 其 极限 是 F(z) - F(a) = [Dar ,代入 
(9) 即 得 
『 [FC(2)- fF(D)]di=0. 


由 引 理 4 即 知 , 当 f(z) 为 有 异 可 积 时 ,F(z) = fz) 几乎 处 处 成 立 ， 
为 了 对 一 般 的 可 积 (不 一 定 有 界 ) 的 Az) 证 骨 我 们 的 结果 ,又 需要 另 一 个 引 理 . 
引 理 5 车 9(z) 在 [e,b] 上 迁 纺 非 疲 , 蓝 pg(+) 为 勒 风格 可 积 , 且 


站 Geodzsp(a) -platesp]cre (10) 
证 因为 p(x) 非 减 从 而 是 有 界 变 差 务 数 , 故 p'(z) 几 乎 处 处 存在 .但 是 男 一 方面 
天 5+ 全 一 9(5)>>0, 因 为 p(z) 是 非 碱 的 . 故 由 法 图 引 再 


tm (+ ass [tim E+ 0p ae pr) 


ED 
再 由 gpl) 之 连续 性 , 仿 昭 上面 的 证 明 又 知 左 方 为 p(B8) - o(e), 故 引 理 证 毕 . 
定理 3 之 证 明 的 完成 ”不 芒 设 A(z) 之 0( 即 只 看 f, (x))- 作 [f(z)]w, 有 f(z) [f(x)]w 


>>0, 从 而 | 452) - [Cz)]widt 不 碱 , 连 续 且 几乎 处 处 有 导数 存在 ,其 导数 自然 非 仙 . 因此 
总 [rear ZE Lsd. GD 


但 [Lf(z)]w 是 有 界 可 积 的 , 故 右 方 儿 乎 处 处 为 [ f(z) ]n, 左 方 则 由 F(z) 之 定义 为 入 F(z), 于 是 


F(z [f(r))y 在 [a ,6] 上 几乎 处 处 成 立 . 
双方 积分 ,再 令 N~co ,有 


了 F(Cz)dz> [fz)di= F(5) ~ F(a). 
但 是 , 引 再 5 又 告诉 我 们 站 Fenarsrto) 一 F(a) ,所 以 


六 FFGD-Aoldaz=o 


由 引 理 4 即 得 定理 之 证 . 
2. 单调 函数 的 导数 ”定理 3 的 证 明 依赖 于 单调 函数 几乎 处 处 有 导数 这 一 重要 结果 . 现在 我 


们 来 给 予 证 明 . 它 的 基本 恩 想 是 考 虞 十 [ (z+ 2) - f(z)] 的 极限 问题 .这 个 极限 二 能 不 存在 .但 
是 分 别 考虑 1>0 与 4<0, 亦 部 考虑 左 , 右 极限 ,如 果 左 右 极限 也 不 存在 , 则 至 少 其 上 \ 下 极限 存 
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在 , 于 是 我 们 考虑 四 个 数 
D’ fz)= 也 了 [f(r + -f(z)]; 


D. fC)= lm FI (z+) f(r)]; 
Df(z)= Ff 0) -f(a)); 


D_ fz)= mit f(a)), 


二 号 分 别 表示 右 , 左 极限 , 写 在 D 的 上 .下 角 分 别 表示 上 、 下 极限 .所 以 这 四 个 数 分 别称 为 右上 、 
…… 在 下 导数 .所谓 A(z) 在 某 点 = 有 导数 ,就 是 指 在 z 点 的 这 四 个 数 相等 .而 只 要 有 任何 两 个 
不 相等 , 则 f(x) 在 z 点 不 可 导 , 然 后 ,我 们 就 分 别 考 不 四 个 集合 ,例如 
E=1zr:D, f(r)}<D f(z)l 

并 证 明 mw(E)=0, 这 样 我 们 将 证 得 以 下 的 板 重要 的 定理 : 
定理 6( 勒 贝 格 ) 若 定义 在 [e ,5] 上 的 函数 f(z) 是 单调 的 , 则 广 (<) 几 乎 处 处 存在 . 
这 个 定理 虽然 陈述 十 分 明确 ,其 证 明 则 相当 复杂 .下 面 我 们 只 对 /(z) 单 调 不 减 的 情况 证 
明 , 先 证 一 个 引 更. 

引 理 7( 里 斯 ) 设 GCz) 在 [a ,5] 上 连续 ,如 果 在 xE[a,6b] 右 方 有 一 点 6 在 [a,5] 中 ,使 
G(z)< G(6) ,网 黎 + 为 上 天 点 ,所 有 的 上 升 点 成 为 一 个 开 扩 , 面 册 许多 区 间 组 成 ,车 (2,,b) 是 
一 个 组 成 区 间 , 则 必 有 


Glad Gb,). (12) 
证 因为 G(z) 是 连续 的 , 故 上 升 点 x 的 某 个 邻 域 中 之 点 也 都 是 上 升 点 .因此 ,上 升 点 之 集 
合 相 对 于 [a,8] 是 开 集 ,而 由 车 干 个 开 区 间 (a, ,如 ) 组 成 (但 可 能 有 一 个 是 [ea ,5,) 这 也 是 一 个 相 
对 开 区 间 ), 今 证 对 一 切 x2E (er ,&) 均 有 G(x) 所 GCb). 然 后 , 令 xz 一 a, 即 得 (12) 式 ,在 证 明之 
前 先 提醒 一 下 ,在 [6 ,6] 中 的 一 切 x , 均 有 
G(r)EG(H), (13) 
否则 ,5 也 是 一 个 上 升 点 ,从 而 [Bb, ,B+ %)(w>0 是 一 个 常数 ) 都 是 上 升 点 , 面 (a ,5 ) 不 再 是 上 
升 点 集合 的 组 成 区 间 ,(a, ,5 + 9) 才 是 . 
现 证 在 (at ,6.) 内 ,(13) 也 成 立 ,我 们 用 反 证 法 明 它 .车 有 一 点 zwE (a,,b.) 使 G(xz6)> 
G(b4) ,寻找 (ai ,65 ) 中 等 于 G( zx) 的 最 右 一 点 : 
xo=sup{lxrE (a b), G(r) = G(r)|. (14) 
zl 当然 不 是 5 ,因为 上 面 已 设 G( xo)> G(b) 而 不 可 能 等 于 G(x), 因 此 zi 是 (a ,和 ) 的 内 
点 ,这 个 zi 也 是 一 个 上 升 点 ,而 且 有 一 个 非 空 区 间 [ zi ,5 ] 使 得 在 此 区 间 内 (13) 式 也 成 立 ,不 然 
的 话 ,应 有 ze E(xo, 妈 ] 使 G(zi )>G(B). 和 如果 (ze )=G(zs)= G(zo), 则 与 (14) 相 矛 
盾 , 着 G(xe )>G(z6)= G(x。)>G(B), 则 由 连续 孙 数 的 中 值 定 值 理 ,应 有 另 一 点 ZE (x ， 
名] 使 G(z)= G(zo), 这 又 与 (14) 矛 盾 、 
总 之 ,在 [zo, 刀 ] 中 ,G(xz) 所 G(6), 在 [ 妨 ,5] 中 (13) 式 即 G(xz)<<G(B) 也 成 立 . 否则 忆 
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也 是 上 升 点 ,而 如 前 所 说 ,这 是 不 可 能 的 .总 之 在 [z%,6] 中 G(x) 所 G(B)<G(zi), 这 与 x; 是 
上 升 点 相 耶 盾 ,从 而 引 理 得 证 . 

现在 开始 证 明定 理 6, 我 们 又 分 成 几 个 步 又 ,每 一 步 分 别 考虑 f(z) 不 存在 的 一 种 可 能 情 
况 ,并 且 证 明 每 种 情况 都 只 能 在 一 个 零 测 度 集 上 成 立 .但 是 我 们 暂且 仅 限于 f(z) 不 仅 单调 而 且 
连续 的 情况 . 

1.E= iz:D!' f(x)= + oo| 是 零 测度 集 之 证 明 .对 下 中 的 =, 对 任意 固定 的 大 数 C, 必 可 找 
到 6>z 使 人 Le)> C, 亦 即 

f(z)- Cf) Ce. 
这 就 是 说 ,E 中 的 zx 必定 都 是 A(z) - Cx 的 上 升 点 , 因 现 EE 是 一 个 开 集 ,而 下 是 若干 开 区 间 
Carsbi) 之 并:EE=U(a,) ,而 由 星 斯 引 理 
Fla) ~ Ca fb) -Cos Cb a) SFB) - fla). 
对 相 加 ,注意 到 /是 单调 不 减 的 , 故 有 
Cm(E)=C > (ba 之 [FOB)- f(a) EF) fla), 
由 C 之 任意 性 即 得 m(E)=0. 

2.E=|zx:D' f(z)>D. f(x) 为 零 测度 集 之 证 明 . 可 以 取 c,C 为 适合 D. f(xy<ce<C< 

D’ /zx) 之 一 切 可 能 的 有 理 数 ,而 把 忆 分 成 可 数 包 个 集 E,,。 之 并 ， 
Ec= {xr:D_ f(x)<e<C<D' f(z)), 
再 来 证 明 每 一 个 Ec 均 为 零 测度 集 . 

这 时 我 们 可 把 上 升 点 的 定义 稍 加 修改 .其 实 前 面 讲 的 &E> z 在 zx 右 方 ,所 以 葡 切 一 点 应 该 称 
这 种 z 为 右 凸 升 点 .与 此 要 应 , 若 在 = 左 方 某 点 # 处 , 即 $<x 处 ,有 G(8)>G(z), 就 称 工 点 为 
GCz) 的 左上 升 点 ,而 对 于 结论 G(ai) 之 G(b) 里 斯 引 理 仍 成 立 .于 是 对 于 zxE 巨 ,由 万 F(z)< 
5 知 必 有 <z 使 


OF) 
-x ” 
亦 即 
(6 一 cz)-ecz (注意 <- z<0)， 
而 知 z 是 G(z)= f(z)~ cz 之 左上 升 点 ,仿照 引 理 7 的 证 明知 EcCU(a,b) ,而 G(a,)> 
G(6.). 即 
fb) -Fa) Ee(b — a). (15) 
现在 我 们 限制 取 一 个 (a, ,5 ) 来 研究 ,以 它 代替 (a ,5). 注 意 一 个 函数 G(z) 在 (a,5) 的 右上 
升 点 之 概念 与 它 在 (ai ,51)C(a ,5b) 中 的 右上 升 点 概念 不 同 .对 于 后 者 ,一 定 存在 $> zx 于 (a,b) 
中 适合 G{6) Gtz), 这 个 不 一 定 在 (a ,6 ) 中 ;对 于 前 者 , 则 这 个 & 不 但 在 (a,5) 中 而 且 要 
求 在 其 一 个 于 区 间 (a, , b ) 中 .所 以 后 一 意义 下 的 右上 升 点 不 一 定 是 前 一 种 意义 下 的 右上 升 点 
所 以 当 我 们 要 求 出 G(x) 在 {a, ,5 ) 中 的 右上 升 点 时 ,将 得 到 的 是 (@。 , 妈 ) 的 车 干 个 子 区 间 (a, ， 
如 )C-(a ,Bb ), 这 里 固定 但 ; 可 以 变化 .现在 把 这 个 概念 用 于 E.,。 中 .由 于 在 Ec 中 DD’ f(x) 
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>C, 故 对 zxE 忆 ,<- 必 有 &>z 使 
{Of se 
二 一 工 
所 以 工 必 是 zz)- Cr 相对 于 (ai ,5 ) 的 右上 逢 点, 这样 
(ar,b)= U (ao ,au )， 


而 由 里 斯 引 理 有 
f(5s)- fla)>C(b, - ay). 


对 ;7 求 和 有 
Bo) < EU) fad] < EFC) - Rao] 
再 用 (14) 式 并 且 对 于 求 和 ,就 有 
DE a EP -EE 0). (16) 
总 之 我 们 看 到 ,对 D_ f<。 利 D* 了 >C 各 用 一 次 , 即 可 把 EE.。 放 在 一 个 很 细 的 覆盖 1( a, ,只 )1 


中 , 且 (15) 成 立 . 
再 取 一 个 (au yb ) ,并 在 其 中 考查 E,.c ,又 可 以 得 到 更 精细 的 覆盖 (现在 小 区 间 下 有 4 个 脚 


标 了 ,因为 D_f<c 与 D,f>C 又 都 各 用 了 一 次 ); 
PEPE -EPP < (E) -0). 
如 此 进行 p 个 循环 会 发 现 


ml Ec)E(E)" (5 - a) 0. (17) 


所 以 巨 .是 零 测度 集 - 再 对 c,C 求 和 ,因为 一 共 只 有 可 数 多 个 五 ,< ,所 以 有 mm (五 )=0- 
3.E=1z:D f(z)>D, F(z) 为 零 测度 集 之 证 朋 . 
AD 


» 
现在 在 与 [a, 56] 对 称 的 区 间 [ - 56, - “] 上 定义 函数 
了 (y) 如 下 (图 4-3 一 1): 六 | 


f° (y= -f(r) ,y= 一 工 ， 
显然 了" (y) 在 [ -5, ~ a] 上 是 上 升 的 , 向 且 由 前 面 的 证 


| 
Bb 


明知 -可 = 9 a x 
mly:D’ f° (y)=+%1=0, | | 
miy:D’ f° (y) >D- f° (y)1=0. | 
但 是 若 取 让 充分 小 使 y+ 仍 在 [ - 5, a] 中 (y 为 端点 PD) 
时 需要 作 的 修改 是 自明 的 ) , 则 a 


f(ytR)= -f(r-&), 
OTR (y) flr-k)~ fr) 
天 k “ 


记 上 = 一, 则 当 & 一 0+ 时 ,hh 一 0 和 ,因此 上 式 成 为 
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fHE)- fy) _ fzth)- f(x) 
中 五 


双方 取 上 、 下 极限 , 即 有 
D’: f°(y)=D’ f(x). 
从 而 
m(E)=m|lzriD f(x)= +%i=0 
以 及 
mlE)=miz:D f(z)>D, f(r)l=0. (18) 
4. 不 连续 情况 的 证 明 总结 前 几 段 得 知 对 于 连续 单调 不 减 的 f(x),1. 几乎 处 处 有 
D” f(z)<+00;2. 几 乎 处 处 有 DD” 灰 z) 委 D- fz);3. 几 乎 处 处 有 D f(x) 拟 D, f(x). 再 加 上 
自然 就 成 立 的 于 极限 不 大 于 上 极限 ,我 们 终于 得 知 
0<sD" Hz)sD- Az)SD Ar)sD,Az)sD ARz)<+oo 
几乎 处 处 成 立 .最 左 方 的 “0 所" 来 自 fz) 不 碱 的 假设 ,使 得 D: f,D, >0. 由 于 这 个 不 等 式 串 首 
尾 均 是 有 限 的 D' f(z), 所 以 在 [a ,5] 上 ,对 于 连续 的 不 减 函数 f(z), 几 乎 处 处 有 
OSD_ f(z)=D, f(x)}=D f(x)=D’ f(x}< +™, (19) 
亦 即 这 样 的 f(z) 在 [a ,5] 上 几乎 处 处 有 导数 广 (z》., 于 是 对 连续 的 不 减 函数 f(z) , 勒 贝 格 定理 
(定理 全 成 立 .为 了 把 这 个 结论 推广 到 一 般 的 非 减 函数 ,需要 注意 非 减 函数 只 有 第 一 类 间断 点 ， 
车 z 是 一 个 间断 点 , 则 f(zo -0) 所 f(zxo+0) 均 存在 ,而 f(xo。+0) -f(zxo -0) 是 该 点 的 聊 度 . 
注意 到 马 [ (xo +0) -六 rzo-0] 委 78)- f(a)( 忆 是 对 所 有 间断 点 求 和 ), 所 以 跃 度 之 1 的 间 


断 点 为 数 有 限 :地 所 吗 度 <1 的 间断 点 外 只 有 有 限 个 .这 样 一 来 间断 点 最 多 有 可 数 多 个 .我 们 不 


要 以 为 这 可 数 多 个 间断 点 必 将 [a ,5] 分 成 可 数 多 个 小 区 间 ,在 每 一 个 小 区 间 中 f(x) 均 连 续 , 因 
此 可 以 利用 上 面 的 证 明 . 因 为 这 些 间 汤 点 可 能 是 处 处 黎 密 的 ,所 以 它们 把 [a ,5] 划 分 为 可 数 多 个 
小 区 间 这 个 很 直观 的 图 像 并 不 正确 . § 1 就 举 了 一 个 这 样 的 例子 . (其实 ,上 面 讲 的 间断 点 可 数 的 
证 明 也 不 严格 .因为 在 不 清楚 它们 是 否 可 数 之 前 ,“ "的 记号 是 不 能 用 的 ,但 读者 不 难 自 行政 
正 . ?所 以 ,我 们 需要 把 里 斯 引 理 修改 如 下 : 设 引 理 7 中 的 G(z) 只 是 单调 不 减 而 不 一 定 连续 . 我 
们 定义 zE[a,5] 为 在 上 升 点 :如 果 在 它 的 右 方 有 点 上 > 工 存在 , 且 使 
max{ G(xz), G(r-0) ,Gtr+0)< Gt(E-0), 

则 称 z 为 右上 升 点 ,这 种 右上 升 点 仍 成 开 集 ,从 而 由 可 数 多 个 开 区 间 (a ,6 ) 组 成 . 里 斯 引 理 指 
出 


Glar +0)RG6(6, -0). 
左上 升 点 情况 也 一 样 ,然后 定理 6 的 证 明 就 不 需 改 变 了 . 至 此 定理 6 证 毕 . 
问题 工 的 解答 至 此 已 明白 了 .下面 转 向 问题 [ . 
3. 原 丁 数 ,绝对 连续 性 ”问题 和 问题 了 的 角度 十 不 一 样 的 .问题 是 已 知 一 个 寺 贝 格 可 
积 的 函数 7(z). 问 它 的 积分 | (dz 有 何 性 质 .答案 是 , 它 是 一 个 在 几乎 处 处 意义 下 的 原 函 数 . 


因此 ,只 要 任意 找到 一 个 绝对 连续 的 (定义 见 后 文 ) 原 泗 数 F(x), 必 有 
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| fidar= Fe) F(a). (20) 


问题 正则 是 另 一 回 事 . 已 知 F(x), 问 在 何 时 下 (xz) 是 一 个 勒 贝 格 可 积 函 数 (zz) 的 几乎 处 处 意义 
下 的 原 酷 数 F(z)= f(x){a.e.), 从 而 (20) 成 立 ? 在 问题 [的 答案 中 已 经 看 到 , 当 f(z) 是 寺 贝 


格 可 积 丁 数 时 ,F(x) ~ | 7(4)d: 是 连续 的 ,而 且 具 有 界 变 差 ,所 以 自然 会 同 ,连续 的 有 界 变 差 本 
数 是 否 问题 下 的 解答 ? 很 可 惜 ,有 反例 指出 并 不 如 此 .可 以 找到 一 个 连续 的 不 减 函数 F(x) 使 得 
f F(ar<F(b) -F(a). 


问题 [的 解答 是 F(z) 是 [a ,5] 上 的 绝对 连续 西数 ,什么 是 绝对 连续 函数 呢 ? 
定义 2 设 F(x) 定 义 在 [a,5] 上 , 若 对 任 一 。>0 均 可 找到 8(e) >0 使 车 [a,6] 的 任意 的 
有 限 多 个 并 不 要 营 的 区 间 [a1,61]，…,[ a ,5,] 之 总 长 度 小 于 8(e),F(z] 的 下 述 变 差 小 于 e: 


DFGG)- Fla) <e, (21) 


就 说 F(x) 在 [a,5] 上 纺 对 先 继 

绝对 连续 函数 有 一 些 简 单 的 性 质 ; 

(1) 它 是 连续 的 ,只 要 令 n=1 就 可 以 看 到 ,因此 它 必然 是 有 界 的 . 

(2) 它 具 有 有 界 变 差 , 只 要 把 [a ,2] 分 成 若干 小 区 间 之 并 ,使 每 一 个 小 区 间 之 长 小 于 5, 然后 
在 这 些小 区 间 上 任 作 分 划 , 即 可 用 (21) 式 证 明 f(x) 在 每 个 小 区 间 上 都 有 有 界 变 差 , 从 而 在 
[a,5] 上 也 有 有 和 界 变 差 . 

(3) 绝对 连续 函数 组 成 一 个 线性 空间 ,两 个 绝对 连续 函数 之 积 也 是 绝对 连续 的 . 

以 上 性 质 均 容 易 证 明 ,我 们 略 去 . 

以 下 的 日 的 是 证 明 , 问 题 卫 的 答案 是 ;F(x) 在 [a,5] 上 绝对 连续 ,为 了 证 明 它 ,我 们 又 需要 
一 个 看 来 几乎 自明 但 实际 上 不 太 易 证 的 引 理 . 

引 理 8 车 F(z) 在 [a,b] 上 不 碱 ,和 且 为 绝对 连续 , 则 当 F(z)=0 (a.e.) 时 , F(z) 二 
Const. 

证 先 说 一 下 这 个 引 理 实际 上 不 太 易 证 明 的 原因 .在 通常 的 微 积分 教材 中 ,由 F(x)=0 得 
证 F(z)= const 基 用 了 拉 格 良 日 定理 的 ,而 这 就 要 求 F"(z) 处 处 存在 秆 非 几乎 处 处 存在 , F(z) 
的 绝对 连续 性 与 单调 性 都 只 能 保证 F“(z 几乎 处 处 存在 ， 

由 于 F(z) 不 减 ,所 以 它 映 [e ,5] 为 区 间 S= [F(a),F(5)], 今 证 m([F(a),F(8)])=0, 
从 而 [F(a),F(5)] 缩 为 一 点 而 引 理 得 证 . 设 2 为 使 F(x) 不 存在 或 存在 而 不 为 0 之 点 zx 的 集 
合 , 于 是 m(2Z)=0. 记 下 为 Z 之 余 集 ,于 是 mx(E)=6-a, 显 然 

$= F(Z)UF(E). 

我 们 再 分 别 证 明 F(Z) 与 F(E) 均 为 0 测度 集 . 

对 任 一 e>0, 按 绝对 连续 性 条 件 找 到 8(e)>(0, 然 后 用 一 组 (可 能 有 可 数 多 个 ) 长 度 <53 的 互 
不 重合 (但 端点 可 以 相 接 ) 的 小 区 间 fA, | 把 Z 覆盖 起 来 ,ZCAU… UA,U…, 显 然 F(Z) 


~ mn nN N 
UF ,但 F(A)= bm [J FCAD- 由 绝对 连续 性 ,m( |] F(A.))<e. 它 的 外 极限 
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U F(A ) 之 外 测度 也 小 于 e,m.(F(Z))<e 自然 也 成 立 . 由。 之 任意 性 知 F(Z) 有 零 测 度 . 

至 于 F(E), 则 注意 到 对 zEE,F (zx)=0, 从 而 D' P(xz)<s, 所 以 必 有 一 个 > 使 

F(O-Fr) 
é-x 
也 就 是 说 时 ~ F{ 旨 之 er -F(z), 而 z 是 ex- 下 (x) 之 右上 升 点 .由 里 斯 引 理 ( 引 理 6) ,所 有 的 右上 
升 点 之 集 食 为 若干 个 开 区 闻 (a ,5B ) 之 并 ,而 且 ,ea ~ F(as) 扩 sh ~ 下 (B). 即 有 F(&) -F(a)< 
el 一 4), 对 上 上 求 和 有 
DFCb)- Flad)]<e DD (Ba)Ke(b -a). 

但 F(E)C [F(a),F(B,)], 所 以 ,m,(F(E))<el&b-a), 而 知 F(FE) 也 是 零 测 度 集 . 引 理 
证 毕 ， 

这 个 引 理 有 点 怪 :为 什么 要 假设 “F(z) 不 减 "? 似乎 只 要 F(z) =0 即 应 有 F(x) 二 const. 
关键 是 我 们 没有 了 拉 格 朗 日 公式 .在 第 三 章 我 们 就 一 再 指出 拉 烙 朗 日 公式 的 重要 性 ,这 里 又 是 一 
个 证 据 . 看 来 , 拉 格 遍 日 公式 有 点 “娇嫩 ,只 要 有 一 点 不 可 求 导 , 它 就 不 适用 了 .然而 ,最 后 我 们 还 
是 可 以 抛弃 F(z) 不 减 这 个 假设 ,由 下 而 即将 证 明 的 定理 9, 只 要 F(z) 绝 对 连续 ,而 且 F (0) =0 
(a.e.), 则 


， 
FCO -Flo)=| F(t)d: =0. 


定理 9( 勒 贝 格 ) F(z)a.e. 具 有 勒 贝 格 可 积 的 导数 F'(z) 且 使 (20) 成 立 ( 取 F(z) = 
六 (+) ) 之 充分 必要 条 件 是 ,F(z) 在 [a ,5] 上 编 对 连续 . 
证 必要 性 ,对 于 任 一 。>0. 取 [a,5] 的 有 限 多 个 互 不 重 状 的 子 区 间 [ ai,65,1, 记 忆 = 


UU fai,5], 则 


开工 
Br) - F(a)| = Becoa| < 小 eCar = [el 


但 是 由 勤 员 格 可 积 函 数 的 性 质 (iv): 积 分 对 积分 区 域 之 连续 性 可 知 , 一 定 存在 8(e), 而 当 
亚 { 下 )< 3 时 上 式 右 方 小 于 e ,因此 F(z) 绝对 连续. 

充分 性 . 设 F(z) 为 绝对 连续 , 它 必 具有 界 变 差 , 且 因 P(z) 连 续 , 故 可 写 为 两 个 连续 不 减 函 
数 之 差 .所 以 ,不 失 一 般 性 可 设 F(z) 为 连续 不 减 函数 . 引 理 5 告诉 我 们 F'(z) 为 可 积 的 ,而 旦 


Feoan<F(D -Fe). 
由 必要 性 的 证 明知 G(z) = [Far 也 是 绝对 连续 的 ,从 而 F(x) - G(z) 也 是 绝对 连续 的 ， 
它 还 是 不 减 的 ,因此 由 引 理 5 
F(P-F(o)-[G(D-G(a]= PCP) -F(a)- Fadt0. 
最 后 
了 [FCz)-G(z]= FC )- 寺 站 Fod=o%， 
dz 下 /dr Us a.e.) 
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所 以 由 引 理 8,F(z) - G(z) = const, 而 这 个 常数 等 于 F(a) - G(a), 故 
F(x)=G(z)+F(a)- Gla)= F(a)+ [F(as. 


这 就 是 (20) 式 ,至 此 定理 证 毕 . 
经 过 这 样 复杂 的 讨论 ,可 以 把 积分 与 微分 互 为 着 运算 这 个 命题 的 内 涵 归 结 如 下 : 
I 在 黎 曼 连续 函数 框架 下 
『 


连续 函数 类 一 二 =C' 函数 类 
了 柳 曼 可 积 函 数 框架 下 - 
(RD 可 各 本 数 类 一 一 (0) 
五” 勒 贝 格 积 分 框架 下 ” 
(可 可 本数 关 。 二 闻 对 连续 而 雪 关 
五 


但 是 在 这 两 种 积分 框架 下 都 得 不 到 人 们 以 为 自然 会 成 立 的 结论 ; 若 F(z)] = f(z), 则 
F(z)= F(a) + | 7(e)dt- 即 是 说 我 们 不 会 得 到 那么 简单 的 结论 :积分 与 和 分 互 为 着 运算 


在 进入 下 一 个 问题 之 前 ,我们 再 讲 一 个 十 分 有 用 的 结果 , 即 在 勒 员 格 积分 框架 下 的 分 部 积分 
法 


定理 10( 分 部 积分 法 ) 设 9(x) 和 (z) 是 Fa.5] 区 间 上 的 级 对 旋 续 函数 ,其 导数 是 勤 由 
格 可 积 函 数 p(x) 与 %(z) , 则 有 ， 


[ocr)dz+ oC Yr)dr = Bh) ws) -~ Ba) (0). (22) 
证 由 绝对 连续 函数 的 性 质 , 6(z) (zx) 也 是 绝对 连续 的 ,而 且 几 乎 处 处 有 
EEO VB g2)+ pr) F(z), 


双方 在 [a,b] 上 积分 即 得 (22), 证 毕 . 
注 采用 常见 的 写法 ,(22) 就 是 


eas)ar = on ve) -| pC) wr)dz. (23) 


4, 二 重 积分 与 富 比 尼 (Fubini) 定 理 ”本 书 介绍 测度 只 讲 了 一 维 空 间 中 集合 的 测度 . 原因 是 
R" 中 集合 的 测度 从 基本 思想 .基本 性 质 来 看 虽 与 一 维 倩 况 没 有 差别 , 计算 要 复杂 得 多 . 其 原因 
在 于 随 维 数 的 增加 ,集合 的 构造 要 复杂 多 了 .例如 R! 中 的 开 集 必 是 至 多 可 数 多 个 开 区 间 的 并 ， 


但 在 高 维 空间 则 不 然 ( 这 时 的 开 区 间 要 代 以 * 维 开 长 方 体 再 (qs61)).R" 中 的 勒 贝 格调 度 正 是 


以 n 维 长 方 体 的 体积 hi 《bi 一 2) 为 基础 ,而 可 以 道 过 外 测度 等 一 连 串 手续 像 R' 中 的 测度 一 样 
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建立 起 来 ,而 和 且 也 有 可 数 可 加 性 .有 了 可 测 集 以 后 就 有 可 测 函 数理 论 ,就 有 勒 贝 格 积分 理论 ,而 前 
面 的 那些 结果 都 是 成 立 的 . 正 因为 在 这 些 基本 方面 都 一 致 ,为 了 吉 免 过于 元 长 的 计算 ,我 们 在 前 
面 就 没有 去 讨论 它 ,读者 完全 可 以 把 R' 的 理论 平行 地 用 于 R" ,现在 也 一 样 ,我 们 只 限于 介绍 R* 
的 情况 ,对 于 R" 的 情况 ,读者 自己 会 得 出 清晰 的 表述 . 这 里 的 重要 结果 的 证 明 均 栈 去 . 

R" 中 的 测度 与 积分 理论 终究 还 有 与 RR' 不同 之 处 .这 就 是 化 重 积分 为 逐次 积分 的 问题 .下 面 
我 们 恒 认 为 所 要 讨论 的 函数 f(z ,y) 是 在 了 全 空间 或 充分 大 的 矩形 A=[a,5]x[c,ad] 上 求 积 


分 .因为 只 要 用 积分 区 域 0 的 特征 函数 xo(z,y) 去 乘 人 (zy) 部 可 以 抬 各 分 |(z >)drdy 化 


为 ‖ xn7(z,y)dzdy. 如 果 f(x,y) 是 A 上 的 连续 函数 , 则 由 通常 的 微 积分 教材 知 


asay= fa 三 ed 『 dy | zz)da， (24) 
但 车 A(z ,y) 仅 是 效 曼 可 积 ,8 1 定理 (11) 则 只 给 出 


Neways f dz 三 ray= [ dz [rsay 


= [ey [Frese= fey [f(r ,az, 
即 内 层 积分 换 成 了 上 、 下 积分 .现在 问 ,如 果 把 黎 缀 可 积 改 为 勒 贝 格 可 积 又 当 如 何 ? 这 时 我 们 有 
定理 11( 寅 比 尼 (Fubini) 定 理 ) 设 所 zx,y) 在 矩形 A=[a,5]x[c,4d] 上 勒 贝 格 可 积 , 则 
0) 贰 视 f(z,y) 为 y 之 孙 数 而 z 为 参数 , 则 对 几乎 所 有 rE[a,6], f(x,y) 是 在 [c,d] 
上 的 勒 贝 烙 可 积 函 数 , 而 且 
ra)= | cady 
在 [a,6] 上 勒 贝 格 可 积 . 
(2) 交 = 与 y 对 油 , 相 应 结果 也 成 立 ， 
(3) 二 重 积分 可 以 化 为 逐次 积分 即 有 
由 endy- 『 dz 『 reasona= 『 dy | Fasy)dr， 


把 这 个 结果 用 于 测度 问题 ,我 们 知道 QE A 为 可 测 集 的 充分 必要 条 件 是 特征 画 数 Xokz ,3) 为 勘 
贝 将 可 积 ,而 且 


m(0)= [xa(x,y) dray. 
应 用 富 比 尼 定理 于 yo(z，,y) 有 
m0)= | dz zo(z,2)dy= | dy 上 | zzsy)dz: 


但 是 例如 [ Xa lz,y)dy malz) 表 示 8 在 直线 = 党 数 上 截 出 的 一 维 集合 的 线性 测度 ,因此 我 
们 又 有 
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定理 12 车 0SA 是 可 测 集 , 则 0 与 直线 ==z,( 或 y= yo) 之 交 线 对 几乎 一 切 zo 或 y。) 
为 一 给 可 测 集 ,其 测度 ma (zo) (ma (yo)) 是 z( 或 和) 的 勒 贝 格 可 积 函 煞 ,而 且 


ma(O)= | mala)dz= | maly)dy. (25) 


{24) 中 两 个 逐次 积分 相等 就 表示 当 f(x ,y) 为 勒 贝 格 可 积 函 数 时 逐次 积分 可 以 变换 次 序 . 
但 如 果 没 有 定理 中 给 出 的 条 件 , 交 换 次 序 一 般 是 不 可 能 的 .下 面 是 一 个 钢 子 : 


je 


但 是 


| 人 -2ee)dzr = 人 [- | + Se” 
= 与 < 1]dy<0. 
但 是 在 一 定 条 件 下 ， 肖 次 积分 仿 可 交 抽 积分 次序 : 
定理 13( 托 力 利 (Tonelli) 定 理 ) 车 六 zy) 空 0 为 可 测 函 数 , 则 (24) 式 中 的 三 个 积分 中 只 要 
有 二 个 存在 ,另外 两 个 一 定 也 存在 , 且 (24) 式 成 立 . 
下 一 章 中 我 们 将 再 陈述 这 两 个 定理 ,但 积分 区 域 改 为 Re x R" 
最 后 我 们 还 要 提 一 下 ,多重 积 分 的 变量 变换 公式 


1 
oa- |。 


对 勒 贝 格 积分 也 成 立 ,这 里 z= xz(y) 是 由 六 , 到 避 。 的 CI 映射 且 其 逆 也 是 .这 个 结论 在 最 后 一 
章 中 要 反复 用 到 ,不 过 其 证 明 涉 及 如 何 从 测度 的 观点 研究 导数 ,于 此 只 好 暂 略 . 
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1. 工 空间 的 定义 ”现在 考虑 一 个 问题 :要 测量 某 个 物理 量 ( 例 如 气体 压力 ) 在 不 同 条 件 ( 倒 
如 不 同 温度 ) 下 的 值 . 设 有 N 个 温度 值 , 第 一 次 测量 的 结果 是 


Dn 1 
a ,a ,ead , 


第 二 次 测量 的 结果 是 
Ce 

应 该 怎样 评估 两 次 测量 的 偏差 ? 一 避 丰 护 乓 没 相 共计 算 每 个 湿度 下 讽 晤 信 关 之 和 : 
让 2 Ca — al) 


实 就 是 平均 值 .但 它 时 入 不 能 六 反映 实际 情况 ;办 为 各 项 有 正 有 负 可 能 拆 六 在 极端 的 情况 
下 ,使 得 平均 值 可 以 为 0, 而 实际 两 次 测量 可 以 出 现 很 大 的 误差 . 子 是 ,好 一 点 的 方法 是 用 
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直立 la -a |. 
它 虽然 避免 了 正 负 相 消 ,但 绝对 信和 是 很 不 便 运算 的 .因此 .更 常见 的 是 考虑 
A= 末 [al-aiF. (1) 
当然 它 的 量 纲 不 对 , 即 物理 量 的 单位 不 对 ,于 是 我 们 再 开 一 次 方 得 到 
， 
3- [ND ai]. CO) 
5 的 量 网 显然 与 测量 值 4 ,af 一 致 ,因此 它 是 合理 的 . 
AA 称 为 方差 ,8 称 为 标准 差 .用 方差 和 标准 差 来 估量 偏差 , 早 在 高 斯 以 前 就 有 了 ,而 高 斯 系统 


地 发 展 了 它 的 理论 特别 是 “最 小 二 乘 方 " 方 法 , 可 是 我 们 要 从 另 一 个 角度 来 看 待 它 . 
从 数学 上 看 采用 (1? 或 (2) 还 有 一 个 极 大 的 好 处 ,如 果 我 们 视 一 次 测量 的 结果 为 N 维 空间 的 


点 :(a 岂 va 名 ) 和 (af ,4 外 ), 则 (2) 和 (1) ,除去 因子 方 后 恰好 是 这 两 点 的 欧 氏 距离 及 其 


平方 .这 样 ,我 们 就 可 以 用 欧 氏 几何 的 概念 和 工具 来 处 理 它们 
以 上 考虑 的 是 离散 的 情况 ,如 果 把 观测 压力 对 温度 的 变化 连续 进行 , 则 会 得 到 两 个 函数 


《5) 和 9(z), 而 (DD 成 为 [YGz) - Je (z)]dz- 总 之 ,我 们 会 得 到 函数 平方 的 积分 ， 
这 种 情况 在 物理 学 中 是 十 分 常见 的 .例如 第 三 章 变 分 法 一 节 中 我 们 看 见 电场 的 能 也 是 一些 函数 
的 平方 之 和 [3 】 + [ 怠 】 + [ 颖 】 的 各 分 .将 时 不 管 导 数 同 题 (下 一 节 我 们 还 要 仔细 讨论 )， 


+ 


9z 
则 又 是 见 到 了 函数 平方 的 积分 .总 之 ,我 们 发 现 把 一 个 函数 平方 再 积分 ,用 这 个 量 来 刻画 函数 性 
质 , 说 明 种 种 物理 过 程 癌 该 是 十 分 有 效 的 . 

但 是 马上 直 到 的 问题 是 :这 里 的 积分 是 用 歼 受 积分 好 还 是 用 勒 贝 招 积分 更 好 ? 从 本 章 前 面 
各 节 看 ,应 该 可 以 看 得 很 清楚 : 羔 该 用 蔓 贝 将 积分 ,这 一 方面 是 因为 我 们 在 第 -- 节 中 已 经 看 色 黎 
友 积 分 本 质 上 说 是 适用 于 连续 函数 的 积分 ,而 物理 学 的 发 展 ,特别 是 因 统计 的 思想 引 人 了 物理 
学 ,使 得 我 们 不 能 不 把 不 连续 函数 或 不 光滑 函数 纳入 我 们 的 视 层 (回想 一 下 布朗 运动 对 数学 家 的 
息 示 ) ,而 勒 只 格 积分 理论 正 是 适用 于 勤 贝 阁 可 测 函 数 的 积分 理论 .这 种 测度 和 积分 恰好 适合 概 
率 论 和 统计 学 之 需 . 另 一 方面 则 是 因为 勒 员 格 积分 具有 许多 重要 的 性 质 , 特 别 是 完备 性 ,所 以 本 
节 将 讨论 以 下 的 函数 类 . 

定义 1 设 1(z) 县 ECR 上 的 可 并 了 数 ,而 县 1/(x)1 在 上 上 可 各 ,这 种 本 数 之 集合 称 为 
入 太 可 隘 数 空间 , 识 作 LiCE) (或 简单 记 化 7). 

注 1 是 否 要 求 为 具有 有 限 测度 的 可 测 集 ? 有 两 种 情况 :或 者 要 求 已 是 具有 有 限 测度 的 
可 测 集 ,例如 EE= CR" 是 一 有 界 开 集 ; 或 者 设 有 一 串 上 升 而 穷竭 R" 的 子 集 序列 | 人 0,1 并 使 R” 


的 每 个 紧 于 集 K 都 含 于 菜 个 0 中. 记 玉 =ENO,, 于 是 ECEsC.… 且 E= [是 | 民 | 的 外 


极限 .每 个 E 均 有 有 限 测度 .这 时 我 们 说 已 具有 z 有 限 测度 .在 应 用 上 它 是 很 常见 的 ,最 常见 的 
即 睛 = RR”. 当然 ,R" 也 是 开 集 . 
注 2 1?(E) 的 函数 既 可 取 实 值 ,也 可 取 复 值 .在 后 一 情况 下 | 7(z)12 = /(z)-FUEY. 


$4 平方 可 积 函 数 241 


现在 要 问 ,车 F(z)E L2( 尼 ),A(z) 本 身 是 否 勘 贝 格 可 积 ? 需 知 ,定义 中 并 未 要 求 这 一 点 . 注 
意 到 
1+ /C07 
fr) < A 


可 见 , 若 玉 具有 限 测 度 , 上 式 右 方 是 可 积 的 ,因为 放 是 可 积 画 数 .但 苦 EE 只 是 o 有 限 测度 而 本 身 


并 不 具有 限 测度 (我们 也 说 mm ( 王 ) = + oo), 则 上 式 不 说 明 问 题 .以 下 = [1, %) 忆 RR 为 例 ， 
7(z)= 工 如 是 平方 可 积 的 ,但 本 身 并 不 可 积 -定义 中 一 般 不 要 求 已 { 互 ) 函 数 本 身 为 其 中 格 可 积 
原因 在 此 . 

关于 Li(FE) 的 性 质 ,我 们 首先 给 出 

定理 1 LCE) 是 一 个 线性 究 间 . 

证 设 廊 (z), 户 (=)EL2(E),ciyc: 是 实 ( 或 复 ) 常 数 , 则 显然 cr, 户 (z)，c 户 (z)E 
(EE) ,余下 只 需 证 明 f(z) + fs(z)E1*(E) 即 可 ,这 是 很 容易 的 ,因为 

NRC ATO EAC EA 

而 右 方 是 可 积 的 , 左 方 至 少 是 可 测 的 ,而 且 易 证 左 方 也 是 可 积 的 

注 车 。 取 复 值 ,我 们 当然 也 应 令 广 (z), 户 (<) 为 复 值 (但 zER 仍 为 实 的 ) 丽 数 . 复 什 画 
数 的 积分 很 容易 定义 ;只 需 其 实 , 庶 部 均 为 可 积 即 可 ,而 且 本 章 中 一 切 结果 ( 除 专门 规定 适用 于 实 
值 函数 者 一 一 如 正 性 一 一 外 ) 全 部 适用 .量子 物理 的 最 基本 的 函数 类 (函数 空间 ) 就 是 复 值 的 、 

关于 L?(EE) 函 数 之 积 则 有 

定理 2 著 f(x),g(z)EL*(E), 则 f(z)g(x) 为 勒 只 格 可 积 . 

证 先 看 实 工 *( 玉 ) 空 间 ,办 

(FO) eC) l= 1 Aa + g(t) -2 f(r)g(z)|>0, 


故 
fis)e(z) eFCr) + 

左 方 是 可 测 的 , 右 方 由 定理 1 是 两 个 可 积 函数 之 和 故 为 可 积 的 .因此 结论 成 立 ， 

这 个 证 明 对 复 L* 空间 自然 仍 成 立 ,但 我 们 习惯 说 /x) (4) 可 积 .这 当然 只 是 一 个 记号 问 
题 , 但 是 在 量子 力学 中 ,其 中 却 有 深意 . 

我 们 在 本 节 之 娘 就 提出 ,定义 L? 空间 有 一 基本 的 恩 想 ,就 是 希望 它 尽 可 能 与 欧 氏 空间 在 几 
何 上 楼 近 - 一 开始 ,我 们 就 对 离散 的 情况 指出 ,一 次 测量 的 结果 (fn ，… ,多 ) 是 RY 空间 中 一 个 
向 量 , 那 么 在 连续 的 情况 下 一 个 L: 西数 /( =) 自然 也 可 看 作 一 个 向 量 . (而且, 现在 z€ EE 而 E 
中 一 般 有 无穷 多 个 点 >,f(z) 沁 非 应 看 作 无 穷 维 空间 的 向 量 (或 点 ) 吗 ?7Cz) 确 实 是 一 个 无 穷 维 
空间 中 的 向 时 ,但 是 完全 不 是 刚才 讲 的 意义 ,这 一 点 下 面 马上 就 要 讲 . ) 欧 氏 空间 的 几何 学 有 两 个 


基本 的 量 , 一 是 长 度 ,二 是 角度 . 在 离散 情况 下 长 度 是 { 53) | a )” ,那么 现在 是 否 应 以 


人 rs)| te 作为 其 攻 度 ? 至 二 两 个 向 重 的 交角 可 以 用 内 积 a 外 .a 来 定义 ,现在 是 
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否 应 定义 两 个 L? 函数 fe),a lr) frat dr 确实 如 此 . 
定义 2 设 /(z),g(x)EL*(E), 我 们 定义 /(x) 之 模 (或 称 范 数 ,就 县 长 度 ) 为 


trie = (fl a) (3) 
宕 义 实 7 空间 中 f(x) 与 g(x) 之 内 积 为 

Spe [decd (4) 
复 江 家 网 中 的 f(x) 与 g(x) 之 内 积 则 定义 为 

(fg) = ara (5) 


注 〈4) 和 (5) 都 是 对 两 个 L? 函数 规定 一 个 实 或 复数 与 之 对 应 ,都 称 为 配对 . (4) 有 时 称 为 
欧 扶 配对 ,用 尖 括 号 表示 .(5) 称 为 埃 尔 米 特 (C.Hermite 一 一 法 国 数学 家 ) 配 对 ,用 圆 括号 表示 .但 
是 有 的 书 则 记号 相反 .但 不 论 是 哪 一 种 配对 都 有 (六 放 = 1 六 | 和， (PP) = F131, 模 或 范 数 
之 下 标 在 不 发 生 误会 时 可 以 略 去 . 
定义 角度 的 根本 公式 是 余弦 定理 ,因为 车 有 R” 空间 的 两 个 向 量 a ,5, 则 余弦 定律 是 
a6= lal ls | cos0. 


所 以 一 定 有 | e 外 "上 4 六 19.61. 反 之 ,只 要 有 这 样 的 不 等 式 成 立 , 则 -全 1 所 以 一 


定 可 我 到 一 个 角 9 使 2-5= 上 a 上 .上 bcos9,0 所 9 把 x. 所以, 如果 想 把 角度 引入 二 (五 ) ,就 应 
该 找 一 个 与 余弦 定理 相应 的 不 等 式 . 

定理 3( 施 瓦 菊 Schwarz 不 等 式 ) 车 f(x),g(r)EL?(E) 为 实 信和 或 县 复 值 函 数 , 则 有 以 下 
的 不 等 式 丰 立 


1 ， 1 
| scldrs (| da dz) ， (6) 
而 县 等 如 当 具 仪 当 1 f(x) | 与 18(x)| 几 乎 处 处 相差 一 个 常数 因子 时 成 立 ， 
证 考 丰 | (A107) + 15(=)1)?dz .这 里 4 是 实数 . 它 当然 是 提 仙 的 ,但 是 可 将 它 写成 
的 二 次 三 项 式 
AX* +2BA + C0. 
Ol A A RE 
即 (6) 成 立 .车 等 导 成 立 , 即 B? - 4AC=0, 则 当 4 天 0 时 , 必 有 一 个 使 4i2+ BA+ C=0, 即 
| Gl riate) ar, 
从 而 a1 f(z)1+ te(z)|=0 几乎 处 处 成 立 , 其 逆 亦 真 .车 A =0, 则 由 B* - AC =0 同时 应 有 
B=0, 这 时 应 考虑 | f(x)| + plg(z)| 关 0, 结 论 相间 
当然 也 就 有 
Hf) 1 或 [fo a DE lgl. (7) 
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有 既然 /(z)EL?(E) 看 作 一 个 向 量 时 /| ,表示 其 长 , 则 |-g 1 2 应 表示 了 与 另 一 个 8 
EL (FE) 之 距离 :p(f,g). 但 是 作为 一 个 距离 ,应 该 满足 以 下 三 个 条 件 : 

CD) plf,g)=p(g,f); 

(ii) ptf,g)20, p(f,g)=0Nf=g: 

Gin) 【三 角形 不 等 式 ) p(f,g) 所 p(f,h)+plh,g},hEL (E). 

用 上 fg 中 作为 p(f,g) 时 (i) 自 然 是 满足 的 ,至 于 (i), 因 为 | F-g 本 = | [fr) -g(r) dr, 


所 以 自然 有 p(f,g) 之 0. 自 上 一 节 讲 的 勤 册 格 积分 的 正 性 可 知 ,p(f,8)=0 时 必 有 f(z) 
g(x) = 0 几乎 处 处 成 立 . 但 是 在 上 一 节 中 我 们 已 经 指出 ,两 个 几乎 处 处 相等 的 期 贝 格 可 积 函 数 应 
看 作 相同 的 ,所 以 f(z) - g(x) 与 0 应 看 作 相 同 的 .在 这 个 意义 下 /=g. 

景 后 汪 明 三 角形 不 等 式 

(plf.8)) = | | f(z) -g(a) dre 


= | [DT SI dz 
= | -apdzrzRe| Cf -mTH -Rdr+ | Ih -eldz 


EF- +t2| fA -gl + lgl? 
=[pCf,h)+ plh,g)]. 
所 以 (ii) 成 立 . 
2. 工 * 空间 中 的 规范 正 交 系 至此, 我们 已 看 到 上 L* (五 ) 与 欧 氏 空间 非常 相似 . 欧 氏 空间 中 
的 正 交 坐标 系 是 十 分 有 用 的 工具 .就 是 说 ,在 N 维 欧 氏 空间 BY 中 可 找到 NN 个 互相 正 交 的 单位 
向 量 el … ,ev; 即 道 合 (el,e )( 或 (ee)) = 5, .因为 它们 是 正 交 的 ,所 以 一 定 线 性 无 关 , 证 明 如 


下 : 设 有 六 个 常数 c, ,cv( 如 果 考 虑 实 欧 氏 空间 ,它们 应 为 实数 ,如 果 考 虑 复 欧 氏 空间 ~- 亦 
称 埃 尔 米 特 空间 (Hermitian space) 则 应 取 复数 ) 使 
Ciert tenen=0. (8) 


任 取 i1<iSN ,并 用 6 与 上 式 作 欧 氏 的 或 埃 尔 米 特 的 内 积 , 则 由 《2,,e;》= 8 (或 (e 16)=6,) 
有 c=0,i=1,2,…,N. 因 此 e,,… ,ex 线性 无 关 . 一 个 N 维 线性 空间 RN (不 一 定 是 欧 氏 空间 ， 
即 我 们 不 一 定 对 它 赋 以 长 度 与 内 积 ) 的 N 个 线性 无 关 元 构成 -个 基底 . 即 是 说 RY 的 任意 元 / 必 
可 用 它们 线性 表示 -实际 上 , 设 有 任意 元 JER", 则 f,e.,…,ew 是 N+ 个 元 因此 必 线 性 相关 ， 
即 有 不 全 为 0 的 常数 co ,cls,… cw 使 

cof toertet even=0, {9) 
这 里 一 定 有 cv 天 0, 理 则 会 有 不 全 为 0 的 c,，…,cn 使 (8) 成 立 ,而 这 与 @1，"… ,en 线性 无 关 矛 盾 . 
既然 (9) 中 的 co 天 0 , 则 由 (9) 必 有 

f= 0 Ci (10) 
问题 在 于 恕 何 去 求 a,? 在 哆 氏 空间 (现在 赋予 了 内 积 ) 中 这 个 问题 很 容易 解决 .事实 上 , f 一 定 能 
用 4 ,… ,en 表示 ,这 是 由 R* 空间 中 最 多 只 有 NN 个 线性 无 关 向 量 得 出 的 ,因此 一 定 有 (10) 这 样 
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的 展开 式 ,只 不 过 其 系数 a, ,… ,an 待定 而 已 .为 了 定 出 这 些 系 数 ,用 。 与 (10) 之 双方 求 内 积 , 立 
即 有 

qa.=《f,e)， 或 a =(f,e). 《11) 

现在 我 们 问 , 在 L*(E) 中 能 否 建 立 与 此 平行 的 理论 ? 首先 我 们 要 找到 与 上 述 。 ,…,ew 相应 的 
对 象 . 

定义 3 车 两 个 L*(E) 油 数 之 内 积 ( 实 或 复 ) 为 0, 则 说 它们 互相 正 交 , 若 一 个 忆 ( 瑟 ) 函 数 之 

更 数 为 1 就 和 为 晤 -的 .规范 的 (wmiarr，normelzed)( 肯 一 级 多 和 类 相安 上 更 寻 处 为 0), 若 一 丰 

1 (站 ) 函 数 序 列 | f(x)| 通 合 (/，f)= 9 (或 (5 ,万 )= 6,), 则 称 |(xz) 1 为 一 个 归 一 或 规范 正 


下 面 举 几 个 例 并 设 CR' .最 重要 的 om. 系 是 L2([ - r,x]) 上 的 [ee | ,=0, 土 1， 
W 2 
士 2,…, 这 是 因为 


Fl La 
| 去 : 去 dz= 去 | dr=Bu. (12) 
由 于 它 极 端 重要 ,我 们 将 以 第 五 章 全 章 篇 幅 来 讨论 . 它 其 实 就 是 通常 微 积 分 教材 中 讲 的 正 . 余 葡 


画 妆 的 正 交 必 ,不 过 那里 用 的 是 去 ,六 sn 好 ,大 hr， 一 1,2，…, 三 角 丁 数 前 的 因子 与 -二 


不 同 是 因为 例如 cos kz = 村 (ee + er 省), 已 经 有 了 一 个 因子 2. 采 用 复数 记号 就 没有 了 这 个 不 整 
齐 之 处 ,不 过 ,引用 复数 更 多 地 是 因为 量子 力学 的 需要 。 
这 种 on. 系 在 量子 力学 中 起 重要 作用 | ler 


是 有 限 区 间 [ - r,r] 上 适用 的 ,但 量子 力 


V2r 
学 中 涉及 无 界 区 间 时 就 不 能 用 了 ,这 时 常用 的 是 ( - co , + co ) 上 的 埃 尔 米 特 多 项 式 ; 
A n=0,1,2,.. (13) 


它 很 明显 是 一 个 = 次 多 项 式 ,为 了 证 明 它 是 一 个 正 交 系 ,我 们 先 注意 ,它们 恰好 是 e ”2 作为 * 
的 函数 (以 x 为 参数 ) 在 = 一 0 处 的 泰勒 级 数 的 系数 (相差 一 个 因子 十), 这 个 症 数 称 为 埃 尔 米 特 
多 项 式 的 生成 函数 .事实 上 


所 以 


$4 平方 可 积 函 数 245 


为 了 研究 | 有 (z]| 之 正 交 性 ,考虑 erceeie = 5) 一 入,(x)H,(z)1"y 双方 乘 以 


ml a 
e ” 凋 对 工 在 (中 ,+ co) 上 积分 ,因为 生 ,(x)H,(zx) 是 xz 的 m+ 次 多 项 式 , 箭 上 ee 后 在 
xz 一 鞋 o 时 函数 迅速 趋 于 0, 而 上 述 级 数 对 z 一 至 收 全 (也 可 以 用 勒 贝 格 榨 制 收敛 定理 ,但 是 视 
zx 为 参数 ) 有 


一 2 EE w+ re 
[ Ee dr 


ea SH es. 


利用 著名 的 高 斯 积分 | ”ed# VR( 这 个 积分 太 重 要 了 ,我 们 下 一 节 专 门 讨论 它 ) , 即 知 式 左 为 
ee 人 
-He 六 于 oo 
与 上 式 右 方 比较 ,注意 到 堵 两 个 宕 级 数 相等 则 其 同 次 宕 系数 也 相等 (对 于 两 个 自 变量 ， 和; 的 二 
重 徊 级 数 Yatrs 也 容易 证 明 ., 为 其 和 F(4,5) 的 导数 了 7? (0:07) , 即 有 


nl geds’ 
三 eo H(A)H, (Cr)de evi-n! 3 (14) 
我 们 称 此 式 为 iH (x) 以 e ”为 权 的 正 交 性 .引信 了 权 函 数 p(z) 之 0 后 ,我 们 定义 
fg)= [ptf ryde (15) 
i . 
AI =《( 疡 旋 = |e ra (16) 


为 以 p(x) 为 权 的 内 积 和 范 数 ((,g) 之 定义 相仿 ) ,而 且 称 使 得 (16) 中 的 了 < + oe 的 可 测 滑 
数 集合 为 以 p 为 权 的 (EE) 室 间 , 它 与 上 桓 讲 的 L*CE) 性 质 相似 ， 

但 由 (14) 可 知 | 妃 。(z)1 没 有 规范 化 ,为 此 我 们 再 添加 一 个 规范 化 因子 ( 归 一 化 因子 ) N= 

国 加 (—-1)” da 
Cam) 二 而 称 -天 二 Te (局 ) e 为 规范 化 ( 归 一 化 ) 埃 尔 米 特 多 项 式 ， 

瑟 ,(z) 是 以 下 微分 方程 

u’ —2zu +2mn=0 

的 以 e” 为 权 的 L*(R') 解 .量子 力学 中 常用 的 许多 on 系 都 是 这 样 来 的 . 例如 当 我 们 讨论 具有 
球 对 称 性 的 量子 力学 问题 时 会 遇 到 要 寻求 


志 [G-z) 科 1+m(m+Du=0 (17) 


( 勤 让 德 方程 ) 在 [ - 1,1] 上 的 多 项 式 解 ,这 个 方程 的 特点 是 在 区 间 两 端 = = +1 处 有 奇 点 . 
可 以 证 明 
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P(x)= (1)" (18) 


i 
是 方程 (17) 的 解 , 也 可 证 明 | Po(z)| 是 一 个 正 交 系 : 
人 P, (a)P, (x)dr = F271 dm, 


因此 , 涯 加 妇 一 化 因子 /25 后 ,| /2 加 和 Pp_(x) | 就 成 了 一 个 o.n. 系 .(18) 称 为 烤 达 入 多 项 
式 Pu。(z) 的 罗 德 里 格 斯 (Rodrigues) 公 式 . 

举 了 以 上 几 个 例子 以 后 , 设 已 有 L*(E) 的 o.n. 系 1.(z)|, 任 一 个 L* (FE) 函数 f(z) 名 否 仿 
昭 R* 中 的 坐标 展开 式 (10) 写 为 


fi7)= 5 af lr)? (19) 


如 果 可 能 ,又 如 何 求 系数 a,? 至 少 在 一 个 情况 下 可 知 (19) 式 是 不 可 能 的 ,如果 在 R 中 从 坐标 系 
ie ev| 中 删 去 若干 个 而 得 例如 fe: ,… ,ex , 则 (10) 式 是 不 可 能 ,因为 这 时 (10) 武 右 方 成 为 


六 ie 是 与 el 正 交 的 ,它们 只 构成 一 个 N -1 维 空间 .所 以 yue 只 能 表示 与 正 交 的 N -1 


维 子 室 间 中 的 全 体 向 量 ,而 对 RY 中 的 全 部 向 量 它 不 可 能 成 立 . 从 几何 上 这 是 不 言 而 喻 的 . 现在 
(BE) 在 一 定 意义 于 是 无 穷 维 向 量 空间 (其 on. 系 含有 无 穷 多 个 元 ,上 面 三 个 例子 都 是 ). 如 果 
删除 了 o.n. 系 中 的 若干 个 元 ,使 得 它 “ 不 完全 "了 , 则 至 多 它 只 能 表示 与 被 删 去 的 元 正 交 的 那些 
向 量 . 这 个 山 减 的 o.n. 系 称 为 “不 完全 的 ”. 在 有 限 维 空间 ,一 个 o.n. 系 是 否 完全 很 容易 判断 : 完 
全 性 的 充 要 条 件 是 系 中 向 量 个 数 等 于 空间 维 数 ,但 在 大限 维 人 情况 , 删 去 若干 向 量 后 ,余下 的 可 能 
仍 是 无 穷 个 .因此 我 们 要 从 另 一 个 角度 来 讨论 这 个 问题 ; 设 有 o.n. 系 1f,《x)|, 任 给 一 个 f(x)€ 


L*《E) ,并且 确定 正 整数 N, 在 长 度 为 N 的 线性 组 合 cf; (zx) 中 ,怎样 选 系数 1c,,… ,cy | 能 


全 | 7 afi | 最 小 ? 
ea 
回答 这 个 问题 其 实 很 容易 : (为 简单 计 设 /, f. 均 为 实 值 函 数 ) 经 过 一 些 计算 ,可 以 得 出 
y a 
lf- 记 cf = 1 -2 袜 (Cac) + 国 


by 


= |- Ee {ap 六 二 (20) 
这 里 = (/, 廊 ), 称 为 上 对 1 太 1 的 他 里 时 系 数 .所 以 当 是 仅 当 线性 组 合 > cf 之 系数 为 /之 


傅 里 叶 系 数 时 ,|| 2 cfi 上 将 达到 其 最 小 值 11? - .这 里 最 有 趣 的 是 ,着 把 NN 增 
到 大 M ,再 求 美 似 问题 之 解 时 ,出 前 N 个 系数 c= s 不 改变 ,而 只 要 调整 ci,， ,…, cw 使 之 等 于 
av ,sam 即 可 ,所 以 我 们 可 以 令 N-- co 侧 有 

定理 4 蓝光 z)E LI(E) 而 f(x) 为 LCE) 中 的 o.n. 标 , 则 有 以 下 的 内 赛 多 (Bessel) 不 
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Tri 了 aa (21) 
证 “在 (20) 中 令 a 二 a , 因 式 左 非 负 , 获 
We 2 >0. 


令 No , 即 知 > ai<+m 且 (21) 成 立 ， 
wl 


注 如果 考 处 复 的 o.n, 系 | 及 | , 则 a2 应 改 为 ws 1* 

注意 到 在 R* 中 ,两 个 向 量 之 内 积 a'5 即 a 在 5 上 之 投影 .在 L*(EE) 中 ,如 果 我 们 视 o.n. 系 
1 (zx) 是 一 组 单位 长 的 下 相 正 交 的 向 量 , 即 正 交 坐标 系 , 则 f(z)E L? (上 ) 的 侍 里 时 系数 就 是 
向 量 了 在 这 些 单位 坐标 向 量 上 的 投影 .在 R" 中 , 按 毕 达 哥 控 斯 定理 ,如 果 这 些 单位 正 交 坐标 向 
量 没有 少 取 的 话 , 则 投影 的 平方 和 应 该 就 是 是 向 量 长 平方 .与 此 类 比 , 若 对 任意 AP(z)yE 工 (下 )， 
(21) 式 中 有 等 号 成 立 , 则 应 该 标志 着 o.m, 系 | 九 (z)| 中 没有 “缺少 "了 娜 一 个 向 量 . 

定义 4 车 f(z)l 且 LL*{E) 中 的 o.n. 系 ,车 再 没有 一 个 非 0( 即 不 处 处 为 0) 的 工 ( 下 ) 函 数 
与 二 切 (zx) 正 交 ,就 说 | 太 (x)1 是 完全 的 o.n. 系 . 

定理 5 on', 系 | 所 (z)| 为 完全 的 充分 必要 条 件 是 (21) 式 对 任意 f(z)E L*(E) 有 等 号 成 
立 : 


1AP= Daf, oh) (22) 
(22) 式 称 为 封闭 性 方程 或 帕 塞 素 尔 (Parseval) 等 式 . 
证 充分 性 ”车 (22) 成 立 而 有 非 0 的 (zyE 1L? (EE) 与 一 切 (x) 正 交 , 因 此 oi = 
《FA) =0. 而 由 (22) 有 广 儿 乎 处 处 为 0, 这 与 上 非 0 矛盾， 
必要 性 “ 今 设 om. 系 1 万 (z)| 是 完全 的 ,证 明 (22) 成 立 ,实际 上 , 任 取 F(zJE L:(E) 而 


二 (了 ,所 ), 我 们 来 看 级 数 3 qh. 首先 的 问题 是 这 个 级 数 在 什么 意义 下 收 敏 .为 此 ,我 们 


只 


形式 地 忆 g 《zx) = 3 of (z), 并 取 此 级 数 的 部 分 和 序列 Su (z) = 六 ap (z) 遇见 


| SCz) 一 Suw(z) 二 = 六 lw | 设 M>N). 由 贝 塞 尔 不 等 式 ， 3 IaP<+o%o, 放 NM 
充分 大 时 ‖ Sw(z) 一 su(z) | <e. 由 下 而 就 要 证 明 的 里 斯 - 栅 厦 尔 (Riesz- Fisber) 定 理 ( 关 于 勒 
只 糙 可 积 函 数 的 里 斯 - 费 希 尔 定理 即 上 节 之 理 19, 它 们 的 重要 性 在 上 节 已 讲 到 了 ,在 L*(E) 中 这 
定理 也 成 立 ,也 同样 极为 重要 , 见 下 文 ) 知 Sv(z) 在 L?{E) 中 收 合 于 一 个 L*(E) 函 数 , 记 它 为 
E(z7), 此 即 g(x)= 2, of; (x) 的 意义 .现在 再 来 计算 g(z) 之 全 里 时 系数 . 因 ‖Sv(z)-g(z) | 


i 


一 0. 取 N>k, 有 (g,f)=(g- Sw ,及 )+(Sv ,fi)=(g- Sufi)ta Nr, |(g- Su,f) le 
llg- Sy 下 0, 放 得 (g, 巨 )= a ,而 (fg,f)=0, 由 于 我 们 已 设 {f, (zx) 是 完全 的 ,所 以 
J 一 8=0 放 乎 处 处 成 立 . 上 而 我 们 还 证 明了 | Suv - g 下 ->0, 因 此 站 Suv -站 一 0. 由 下 而 即将 
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N 四 

证 明 的 L*(E) 中 的 里 斯 - 费 希 尔 定理 , Sy 上 一 上 fF, 但 上 Ss?= 这 oi, 令 N 一 co 即 知 (22) 
式 成 立 . 

给 出 了 一 个 o.n. 系 ,怎样 判定 它 完全 与 否 ? 这 时 常 是 最 吃力 的 问题 ,因为 应 用 定理 5 并 不 
方便 ,而 且 这 常 是 最 重要 的 问题 .下 一 章 我 们 就 要 证 明 fe< | 是 1*([ -x,x]) 中 的 完全 系 .现在 我 
们 刚 回 到 工 ( 瑟 ) 理 论 中 一 个 最 重要 的 定理 , $2 中 我 们 已 对 勒 由 格 可 积 函 数 证 明 过 一 个 同名 的 
定理 (定理 19)， 

定理 6( 里 斯 一 费 希 尔 定理 ) 设 1A(z)| 基 L*(E) 中 的 一 个 柯 西 序列 , 即 对 任 一 。>0, 均 有 
N(e) 存 在 , 焦 当 n,m >N(e) 时 | f.- 所 <, 则 必 存 在 唯一 的 f(z)E LCE), 合 | f. -fi 一 
0 而且 站 六 下 一 下 7 上. 

证 $2 中 证 明定 理 19 时 ,我 们 是 假设 了 mx(E)< + oo 的 ,而 只 在 最 后 提 了 一 句 话 当 已 为 
5 有 限时 定理 也 成 立 ,现在 我 们 给 出 完全 的 证 明 . 

(i) 先 设 m(EE)< + co ,注意 这 时 L*(EE) 函 数 本 身 也 为 勒 贝 格 可 积 .现在 取 N, < N,<…< 
Ni ,使 


1 
1 六 ， -Fs 1 <ats 


从 而 由 施 瓦 区 (Schwarz) 不 等 式 
| -fa ldzlm( EF, -fr 


Bm [1h 


1 


-fldr<+ ,而 依照 上 一 节 勒 维 定理 的 证 明 可 知 , f(x》+ 


证 [sa (5) 一 所 (zx)] 几乎 处 处 收 伍 于 某 个 函数 /(.z), 亦 即 和 f(z)| 有 一 个 子 序列 | (x) 
在 EE 上 凡 乎 处 处 收 合 于 f(z). f(z) 在 玉 上 显然 是 可 测 的 , 今 证 它 属于 L2(E) 为 此 ,也 如 号 2 
证 明定 理 19 一 样 ,可 知 当 n> N(s) 时 

[rh arce, 
由 法 图 引 理 即 知 | f(x)} 之 极限 函数 A(z) 适 全 

| its) A de<e. 
因此 f(z)- f(z)EL?(E), 从 而 f(z)EL?(E), 而 且 

liml A -AI =0. {23) 

这 种 意义 下 的 收敛 性 我 们 称 为 [7 收 化. 


(ii) 为。 有 限 ,这 时 上 面 证 明 中 用 施 瓦 获 不 等 式 这 一 步 不 适用 了 .我 们 只 有 注意 到 
王 = limEE, ,而 先 在 E， 上 看 序列 | 彤 (=) .如 上 所 述 ,可 知 它 有 一 个 子 序列 { (zx) 在 EE 上 岂 平 


处 处 收 合 于 【x) ,继而 我 们 在 Es 中 看 {f(z)| .和 上 面 一 样 可 以 找到 1 (x)1 的 一 个 于 序列 
1 (站 几乎 处 处 收敛 于 已 中 的 可 测 函 数 fz) .但 因 1 fi | 是 [| 的 于 序列 ,而 后 者 在 ,的 
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子 集 下 上 几乎 处 处 收 化 于 A(x), 所 以 作 z)= A(z) 于 EE 上 ,或 者 说 f(x) 可 以 延 拓 到 下 ,上 仍 
为 可 测 孙 数 .我 们 仍 记 它 为 f(z)( 上 面 的 记 法 是 f(x)). 用 对 角 线 法 即 知 在 上 上 有 一 可 测 聊 数 
f(z+), 使 在 每 个 Bi 上 都 可 以 仿照 上 面 的 证 明 面 有 


| Ace -Fa dz<e. (24) 
暂时 间 定 ,由 FLz)= 广 (z)+ F(Cz] 一 广 (z) ,用 三 角形 不 等 式 有 
(lalas) <er (| 


et J ic az 


六 ea 


再 令 &~oo , 即 知 f(z)EL?(E). 在 (24) 中 令 moo 即 知 

Ji 1£-fl=0, 
即 是 说 工 : 收敛 也 成 立 . 

定理 的 最 后 一 个 论断 并 非 此 定理 之 一 部 分 只 是 顺便 放 在 这 里 ,因为 证 明 十 分 容易 :利用 
fr)=£ Cr) Fr) + Fr r= f(r) f(r) + f(r). 
由 三 角形 不 等 式 有 
ln- Fl +IA-fl, 
亦 邯 
1 下 一 人 FS 人 A -0. 

至 此 我 们 已 经 完成 了 对 L*(EE) 的 讨论 .可 是 在 历史 上 ,首先 讨论 的 是 另 一 个 空 便 ,这 是 希 尔 伯 
符 与 施 密 特 在 研究 具有 对 称 核 的 积分 方程 理论 时 提出 来 的 . 1* 是 一 个 由 复数 序列 组 成 的 空间 . 
在 L*(E) 中 可 以 找到 完全 的 o.n. 系 (这 一 点 证 明 尚 未 完成 )ff, (x)| 后 ,任意 f(xz)EL*(E) 就 
都 可 以 展开 为 以 下 形状 的 级 数 


f(z)= D(z) = 《PFA 或 m= (7 六 ))， (25) 


我 们 不 妨 称 它 为 f(x) 之 关于 o.n. 系 {/,(z)1 的 储 里 叶 级 数 .上 面 证 明了 它 的 部 分 和 在 (23) 式 意 
义 下 收 全 于 f(x), 即 此 级 数 在 L? 意义 下 收 伍 于 几 z) . 凰 塞 瓦尔 等 式 指出 


17 = 全 | |)™ (26) 
(22) 式 是 对 实 的 L* (EE) 系 数 讲 的 ,不 过 这 个 理论 对 复 值 L? 函数 也 威 立 ,这 时 帕 密 丽 尔 等 式 应 改 
写 如 上 ,于 是 我 们 看 见 L*(E) 西数 f(z) 与 一 个 序列 对 应 : 
fz) an arse en). 
很 容易 看 到 ,这 个 对 应 是 双方 1 - 1 的 ,而 且 保持 线 任 空 间 结构 ,如 同 线 任 代 数 中 讲 的 线性 同 构 _ 
样 , 式 左 的 f(z)E 忆 ( 厂 ), 故 有 内 积 与 范 数 ,如 若 还 有 另 一 个 g(z)E L?《(E) 对 应 于 (8 ,8 


BB), 则 自用)= 也 aj(z),g(z)= 可 及/(x), 可 以 证 明 
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(f= DD up， l= Dlel- DR. 


A 


国 此 ,我 们 在 集合 1a1 ,cs ,wm -4 中 地 可 以 引 人 堆积 ( 实 的 和 复 的 ) 和 范 数 
《as8)= 可 mh (或 (a,8) = 2 mB), 


Lal ?= 2 oi,( 或 | a ?= 3) jc)， (27) 
这 里 “=(a ,a ，… ar，…) ,8=(B1,B，…, 记 ,…). 在 这 个 集合 中 引 人 线 性 结构 和 由 上 式 定义 
的 内 积 与 范 数 后 ,我 们 得 到 一 个 空间 , 记 为 捕 . 已 与 二 ( 巨 ) 线 性 局 构 . 这 个 同 构 由 上 (下 ) 中 的 一 
个 完全 的 on. 系 来 实现 ,选用 不 同 的 完全 o.n, 系 会 得 到 不 同 的 同 构 , 但 是 总 是 同 构 . 这 个 同 构 又 
是 等 虐 的 ,这 一 点 由 (26) 式 以 及 很 容易 证 明 的 
Cf'8)= Dy ob, (fg)= Bap, 


来 实现 .不 问 那个 完全 的 o.n. 系 如何 选 择 ,上 面 的 关系 式 总 是 不 变 的 .因为 L*(E) 与 ? 有 上 述 
的 等 距 同 构 关系 ,我 们 把 二 者 看 作 完 全 相同 的 空间 .而 且 上 面 已 提 到 ,在 历史 上 是 先 有 忆 , 后 来 
才 由 里 斯 提出 L*《E). 7 中 也 有 里 斯 - 费 希 尔 定理 ,但 我 们 不 来 证 明 它 了 . 读 了 第 六 章 中 关于 完 
和 摆 性 的 论述 就 会 明白 . 

至 此 也 可 以 回答 一 个 问题 :L?( 王 ) 是 无 穷 维 室 间 应 如 何 理解 ? 这 不 是 说 f(z)EL?(E) 而 
上 中 的 zx 一 般 有 无 穷 多 个 点 就 说 f(z) 是 无 穷 维 向 量 , 而 是 因为 L*(E) 与 [? 同 构 ,而 后 者 显然 有 

一 个 人 全 和 全 三 量 的 基底 ,例如 |(1,0，…0D，》00，10 1000.1,0， 

~ 1, 才 说 己 是 无 穷 维 向 量 . 所 以 与 它 同 构 的 L*(EE) 也 有 无 穷 维 ;而 上 述 1* 的 基底 (或 坐标 ) 
Wa L7(E) 的 一 个 完全 on. 系 [f(x) ,f(r) ,f(z),…|. 

工 `( 五 } 空 间 具有 无 穷 维 的 欧 氏 空间 (或 埃 尔 米 特 空间 ) 的 结构 ,因此 是 性 质 极 丰富 而 简单 性 
又 仅 次 于 R* 的 空间 , 它 是 量子 力学 的 基本 框架 ， 

3.L? 空间 研究 了 L?(E) 后 ,就 可 以 考虑 L*(E) 和 ,这 里 1 志 p 坊 %.L"(E) 就 是 次 
等 勒 贝 格 可 积 的 函数 之 空间 .这 时 会 问 当 p>1 时 ,车 | f(z)1? 勤 贝 格 可 积 ,r(z) 本 身 又 如 何 ? 
和 LL*(E) 一 样 , 共 mCE)< + oo, 则 f(z) 本身 也 坦 员 阁 可 积 , 否 则 就 不 一 定 了 . 当然 思 二 41 时， 
LCE)=L'(E) 即 勒 贝 格 可 积 沙 数 空间 ,而 且 通 常 也 喜欢 用 这 个 记号 而 不 用 L(E). L”(E) 则 
是 另 一 回 事 . 工 {( 巨 ) 也 是 线性 空间 ,这 一 点 不 难 证 ,我 们 暂时 略 去 . 

下 面 限 于 1< p 志 0%0 ,这 个 限制 极为 重要 . 

L? ,了 尖 2 和 上 ? 最 大 的 差别 在 于 L?(p 关 2) 中 没有 内 积 , 因 此 就 没有 o.n. 系 这 -一重 赛 概念 . 


但 在 1* 中 却 有 与 施 瓦 芯 不 等 式 相应 的 重要 不 等 式 .以 下 我 们 说 ， 适合 关系 式 广 1 + 二 -1 的 户 和 9 


(这 里 1< 六 ,9< eco ) 为 共 斩 指 数 ,而 L? 与 1? 也 称 为 互相 关 横 的 空间 当然 ,p 1 二 ， 2= ce, 所 以 
工 和 工 "也 互相 共 久 ,但 其 性 质 与 ]< 请 ,9< % 极 不 相同 . 显然 , 当 p=2 时 也 有 9 =2, 所 以 L? 
是 自 共 堪 的 . 

1 


定理 7( 吾 尔 德 (Hslder) 不 等 式 ) 设 fs)E DE), s(n)EL(E), DS +i-l1< pg<%, 则 
f(r)g(z)EL'(E), 醒 且 
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| twain la | nraned | 1g(z)ledzjin (28) 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 证 明 
引 理 ( 柄 (Young) 氏 不 等 式 ) 车 a,5 之 0,p,9 同上 , 则 
b+. (29) 
证 考虑 0<z<+% 上 的 函数 g(z)=t -at,0<a<1.0<i<1 时 p(t1)>0,1<i:1<% 


时 ,gz)<0, 所 以 p(1) 当 :=1 时 ,达到 最 大 值 , 即 -at 才 1 a 而 
tat+(l-a)., 

如 果 a =6=0, 则 (29) 自 然 成 立 ,所以 我 们 可 以 限于 5 取 0 的 情况 , 令 «一 11p, 则 1-s=1- 上 = 

二 用 zt= abe0 中, 代 人 上 式 双 方 再 乘 以 5", 即 有 


赫 尔 德 不 等 式 的 证 明 ”在 上 式 中 令 
a= |/ 六 = |acal/ flee | qz) ”“( 暂 设 两 个 分 经 均 不 为 
0), 则 
dj 
以 a,6b 代 人 上 式 并 在 马上 积分 即 得 赫 尔 德 不 等 式 . 若 上 面 至 少 有 一 个 分 母 为 0, 例如 
[| = 0, 则 f(z)=0 几 乎 处 处 成 立 面 (28) 是 自明 的 ， 


定理 8( 闵 订 夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 ) 车 f(z),g(z)EL2(E)，1<p< +oo, 则 
(re +g(z)| dz) < (fhe | 六 (ed saa) (30) 

证 在 青 尔 德 不 等 式 中 把 |g(z)| 换 成 | f+ g1”", 即 有 
bead ea) a (ade) J + acl as). 

类 似 地 ,把 | F(z)| 换 成 |f+ g1” ,又 有 
Je ll ye ”us (eol a “人 es) 


De 


两 式 相 加 ,注意 到 1+ 名 = [| 方 + 二) = 请, 折 以 
[EC dllpeT(essepa 

现 访 除 以 (rz) + al)| ge) ”， 即 得 (30) 式 
注 当 p=1 时 g= 避 ,1 的 意义 上 而 已 讲 过 了 ,L”"(E) 则 定义 为 适合 essup| f(z)| < + oo 的 
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可 测 函 数 空间 ,而 如 果 在 定理 7,8 中 这 样 来 理解 L”, 则 它们 对 1 所 p,q 所 + oo 也 是 成 立 的 . 
闵可夫 斯 基 不 等 式 当 p 一 2 时 就 是 兰 角形 不 等 式 -因此 ,在 L?(E) 中 我 们 仍 可 定义 f(x) 作 
为 一 个 向 量 是 “长 度 ”, 称 为 模 或 范 数 , 记 作 
p Up 
tfls = (| /(z)| dz) ,lp<+%, 


| fli = esssupl f(z)1. 

尽管 我 们 不 能 定义 内 积 因此 没有 角度 、 正 交 性 与 o.n. 系 等 概念 ,但 有 了 向 量 “ 长 度 ", 就 可 以 定义 
两 个 向 量 或 两 个 点 /,g 之 路 离 p( 记 g)= ‖ fg .很 容易 厦 到 , 它 和 L?:( 巨 ) 中 的 距离 一 样 
也 共有 以 下 三 条 基本 性 质 

(D) plf,g})= plg,f); 

{ii) p(f,g)20.p(f,.g8)=0% f=g; 

(i) pl(f, gEp(f,h) + plh,g). 

所 以 L*(E),1&p 志 + 同样 也 是 性 质 极 丰 富 的 空间 ;它们 有 让 高 ,也 有 线性 结构 ,但 除非 
户 =2, 没 有 正 交 性 的 概念 . 它们 也 提供 了 一 系列 十 分 有 用 的 数学 框架 . 不 过 我 们 要 注意 ,L! 和 
上 ”空间 有 许多 重要 的 性 盾 是 一 般 的 L'(1< p< + oo ) 空 间 所 没有 的 .在 今后 的 学 习 过 程 中 这 一 
点 应 该 牢记 . 

最 后 我 们 要 问 ,是 否 L* (E) 空 间 也 适合 里 斯 - 费 希 尔 定理 ? 答案 是 肯定 的 ; 

定理 9 车 | 有 1 是 上 ? 窑 间 中 按 | 上,: 范 数 的 柯 西 序列 , 则 必 存 在 FE L*(E) 使 在 L? 意义 
Flimfi = 

证 明 略 夫 , 我 们 只 提醒 一 下 ,p< oo 时 ,L? 意义 下 的 收 化 都 是 以 积分 表示 的 一 种 平均 收 化 ， 
只 有 ”收敛 性 是 除了 一 个 零 测度 集 后 的 一 致 收 钱 性 . 
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本 章 前 一 部 分 比较 系统 地 介绍 了 积分 理论 ,我 们 先 讲 了 从 19 世纪 中 黎明 对 自古 希腊 以 来 的 
计算 面积 问题 的 理论 和 方法 记 作 的 系统 的 整理 ,提出 了 第 一 个 完整 的 可 积 性 理论 .继而 介绍 了 
20 世纪 开始 时 兴起 的 惑 只 格 积分 理论 .我 们 指出 了 , 黎 名 积分 的 局 限 性 根源 在 于 它 是 以 只 具有 
有 限 可 加 性 的 若 尔 当 测度 为 基础 的 ,而 盘 员 格 积 分 理论 则 是 以 具有 可 数 可 加 性 的 勒 贝 格 测度 为 
基础 的 .概率 也 正 是 一 种 具有 可 数 可 加 性 的 测度 ,所 以 勒 贝 格 积分 在 概率 ,统计 ,以 至 理论 物理 中 
起 着 不 可 赵 代 的 作用 绝 非 偶然 .最 后 我 们 则 介绍 了 惑 中 格 可 积 函 数 所 形成 的 一 个 空间 的 “ 阶 柳 ": 
sp< + % ,它们 提供 了 重要 的 肖 决 数学 与 物理 问题 的 框架 ， 

本 章 其 余部 分 则 介绍 一 些 与 积分 理论 有 关 的 发 展 .它们 都 有 深刻 的 、 广 泛 的 应 用 ,但 又 不 能 
说 是 积分 理论 的 主体 的 一 部 分 .所 以 我 们 的 介绍 必然 更 简短 一些 ,可 能 也 显得 比较 零碎 、 

这 一 节 里 要 介绍 的 高 斯 积分 ,从 计算 的 方法 来 讲 实在 简单 不 过 ,但 是 它 的 合意 深远 . 我 们 先 
从 一 个 理想 化 的 物理 问题 开始 . 

设 有 一 个 粒子 在 = 轴 上 运动 ,粒子 的 位 置 限定 在 x = wh(n 为 整数 ) 处 . 如 每 过 一 定时 段 r， 
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粒子 就 移动 一 个 步 长 上, 到 z= (xn 一 1 或 z= (n+1)h 处 .如 果 没 有 任何 物理 的 理由 使 这 个 
粒子 更 易 向 左 或 向 右 走 , 则 我 们 说 粒子 从 #4 处 移 到 (ww 一 1)4 或 (n++1)h 的 概率 都 是 二 .再 过 一 


个 时 段 r ,粒子 又 继续 随机 地 左 、 右 移动 .这 里 一 个 重要 的 假设 是 ,粒子 每 一 步 是 向 左 还 是 向 右 与 
其 过 去 各 步 ( 即 其 "历史 ”) 是 无 关 的 .如 果 我 们 记 粒 子 在 第 ” 步 时 , 即 在 := nr 时 粒子 已 从 z = 
证 移动 到 z= 六 的 概率 为 P( 访 一 状 ,nz), 则 原来 关子 粒子 运动 的 概率 的 假设 是 
1 ._ 
Pro- 本 {1) 
0, Ii-j| 关 1. 
这 样 一 个 模型 有 两 个 特点 : 
(i) 齐 次 性 (或 称 均匀 性 ) .概率 只 依赖 子粒 子 移动 的 总 的 路 程 , 亦 即 从 = = 雇 移动 到 z= 天 
与 从 x = (i+ io)h 移动 到 x =(j+ i6)h 的 概率 是 相同 的 ,所 以 P, = P(( -Jr) 是 i- 的 函 
数 . 
{ii) 各 向 同性 .从 x= 读 移 动 到 z= 办 的 概率 与 从 z= 底 移动 到 z= 过 的 概率 相同 . 因此 
P((i 一 2) 有 ,7) 其 实 是 1; -7 的 函数 , 子 是 P, = P;. 
这 样 建立 起 来 的 数学 模型 称 为 1 维 随机 游 动 (random walk) ,现在 我 们 来 计算 P((i - 六 请 ,nr) 
它 是 设 在 初始 时 刻 粒子 位 子 z =0 处 而 在 经 过 nr 后 移动 到 (i ~ 让 处 的 概率 .一 共 游 动 了 
步 ,如 果 其 中 有 上 步 是 向 右 , 则 有 n ~ 大 步 是 向 左 .结果 则 游 动 了 
kh- (nk)h=( -n+2k)R=Ci- i)h. 
如 果 i 一; 和 x 都 固定 , 则 由 上 式 可 以 唯一 地 确定 .问题 只 在 于 一 旦 固定 了 上 , 则 游 动 结果 必 这 
到 (i -让 .这 步 中 总 有 上 步 是 向 右 ,但 是 是 哪 步 是 不 一 定 的 . 这些 疝 右 移动 的 步子 的 选 法 


共有 (种 ,而 每 一 步 疝 有 .向 丰 的 概率 又 各 为 二 ,所 以 a 步 后 达到 := (1 - ) 上 的 概率 是 


lin 
去 人 让 
PCG- 访 no- 寺 [ @) 
我 们 可 以 从 一 个 酝 形 图 (图 4 一 51) 来 看 为 什么 是 这 0 
个 结果 :要 想 在 := nr 时 达到 PP, ,必须 在 t=(n 一 1)r 人 
达到 点 已 _， 或 点 已 ,从 点 P， ,再 向 前 游 动 有 两 个 可 4 ~ 
能 ,到 达 点 P 的 概率 只 有 二 ,从 点 已 向 后 也 是 一 样 ， 人 八 


所 以 ES PP 
"KXX 和 
i hnr) = FP(i- A-h,(n -1)r) AN 人 人 各 AU 
AN 
+ 二 P(G- Pi,(a- Dr). (3) “ 
但 这 就 是 著名 的 杨辉 恒等式 
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若 在 (3) 式 中 令 (i 一 j)h =z,(n -1)r=+, 就 得 到 
Plzsttr)=$Pp(rth,t)+iPp( zh,r). (4) 


这 里 考虑 的 是 粒子 向 左 与 向 右 的 梳 率 间 为 去 的 情况 .如 果 向 有 游 动 与 向 左 游 动 的 概率 分 别 为 p 


和 gq=1 一 ,而 且 0<p<1, 则 代替 上 式 有 
Plz,t+r)= p(xt+h,t)+aqP(r -kh,r). 
上 面 画 的 图 的 每 条 水 平 线 ! = nr 给 出 了 初始 位 置 为 * =0 的 粒子 在 这 一 时 刻 达 到 各 个 结 点 
的 概率 ,所 以 称 为 一 个 概率 分 布 .二 项 式 定理 给 出 了 


DPDhnn)= 于 去 (2) -1 (5) 
(注意 ,着 4< 0 或 人 >n 我 们 规定 (7”) = 0, 这 样 在 求 和 号 下 就 不 必 有 具体 指 出 有 的 变化 范围.) 


(2) 式 这 种 概率 分 布 称 为 二 项 分 布 . 

上 画 给 出 的 是 一 个 离散 模型 .为 了 要 由 安 观 量 过 湾 到 微观 量 ,就 需要 令 5 ,r-0, 这 样 就 会 得 
到 一 个 连续 模型 .但 为 此 首先 要 引入 概率 分 布 的 密度 的 概念 .如 果 一 个 粒子 位 于 长 为 的 菜 个 
区 间 的 概率 是 p, 则 当 区 间 长 一 0 时 就 会 想到 该 粒子 恰好 位 于 某 一 点 上 的 概率 ,在 合理 的 设想 
下 它 可 能 为 0, 这 恰好 是 很 容易 引起 问题 的 . 因此 我 们 引信 概 率 密度 q 的 概念 ;粒子 位 于 该 区 间 
的 概率 与 成 正比 而 为 % ,这 样 ,上 面 的 (5) 式 (不 妨 令 j=0,nr = 1) 将 成 为 


BP, 日 -1 全 | g(r)dr=l. (6) 


现在 我 们 就 可 以 来 引 和 连续 模型 了 ， 从 (4) 式 双方 减 去 P(z,i) 再 除 以 r+, 有 
Prttr -Plrt) _hP(rth,t) -2P r,t) + P(r—h,s) 
i . 


r 2r 


再 令 PCz ,= ja(z, 门 即 引 人 概率 敌 诬 . 令 ,0, 但 双 = 不 变 , 即 有 


于 = 了 5 (7) 

(7) 式 称 为 扩散 方程 , 它 与 第 三 章 $1 中 引 人 的 热传导 方程 形式 是 一 样 的 .但 是 它 不 是 从 热 作 为 

一 种 流体 这 种 机 械 一 力学 的 观点 出 发 的 ,而 在 本 质 上 是 统计 的 . 它 正 是 爱 因 斯 起 研究 布朗 运动 的 

基础 . 爱 因 斯 坦 利用 已 知 的 种 种 物理 知识 指出 了 扩散 系数 D 与 其 它 物理 重 的 关系 ,并 由 此 进而 

得 出 了 阿 快 伽 德 罗 (Avogadro) 常 数 一 一 标准 状 癌 下 一 摩尔 气体 中 的 分 于 个 数 ~ 一 -与 内 其 它 方法 

得 色 的 结果 相符 得 很 好 ,这 样 才 使 得 原子 作为 一 个 实体 的 存在 得 到 了 公认 

现在 再 回 到 一 个 粒子 在 初始 时 刻 位 于 z =0 处 的 扩散 (我 们 用 一 维 随 机 游 动 来 描述 扩散 过 

程 ). 初 始 时 刻 该 粒子 位 于 z =0 处 的 琶 率 为 1 而 位 于 其 它 位 置 (z 关 0) 处 的 概率 为 0. 和 如 果 用 概 
率 密度 来 表述 , 若 记 该 概率 密度 为 3(z), 则 

wo, z=0 

Sr) 工夫 0， 
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人 zydz=1 
正如 我 们 在 第 二 章 最 后 一 节 所 讲 的 ,这 个 概率 密度 应 该 用 广义 函数 来 描述 ,而 这 个 5(z) 正 是 蔷 
名 的 广义 函数 一 一 狄 拉克 (Dirac) 测 度 ,或 称 9 函数 .因此 ,如 果 用 连续 模型 来 讨论 它 , 我 们 就 需 
要 求解 以 下 的 柯 西 问题 


39D 2, or.0)=a(z)， (8) 
这 种 以 Cz) 为 已 知 数据 的 解 常 称 为 仿 微 分 方程 的 基本 解 .对 于 扩散 方程 ,基本 解 是 
ge) TA Pl De ,>0. (9) 


这 里 涉及 的 广义 函数 知识 在 第 二 章 中 已 讲 了 一 点 ,下 一 节 再 仔细 讨论 ,至 于 基本 解 的 问题 本 书 已 
经 不 可 能 讲 了 . 

一 个 概率 分 布 如 果 其 密度 是 (9) 则 称 为 正 态 分 布 或 高 斯 分 布 , 因 为 首先 是 高 斯 在 讨论 观测 值 
的 误差 分 布 时 过 到 了 它 . 这 是 一 个 极其 重要 的 分 布 ,不 仅 因 为 它 出 现在 许多 似乎 全 不 相似 的 问题 
中 ,还 因为 概率 论 中 有 一 个 著名 的 定理 (杯葛 弗 {DeMoivre) - 拉 普 拉 斯 定理 ) .大 意 是 说 , 当 二 项 
分 布 的 = 很 大 时 ,可 以 在 一 定 意义 下 用 正 态 分 布 去 近似 它 , 现 在 我 们 要 提 到 的 是 ,麦克 斯 书 在 研 
究 气 体 的 分 子 运 动 论 时 也 得 到 了 它 . 

麦克 斯 韦 的 论证 从 现在 统计 物理 学 的 发 展 来 看 有 不 足 之 处 ,然而 其 基本 思想 仍然 是 正确 的 ， 
而 且 只 需 简单 的 微 积分 知识 就 可 以 了 解 它 . 

麦克 斯 韦 考 虞 在 一 个 容器 内 处 于 热平衡 状态 下 的 气体 分 子 .由 于 其 相互 碰 擅 ,分 子 的 速度 是 
随机 的 .因此 我 们 不 能 说 哪 一 个 确定 的 分 于 在 给 定时 刻 的 准确 的 速度 是 多 少 ,而 只 能 问 速 度 在 蘑 
个 给 定 范围 (例如 r, 方向 的 速度 在 w 到 + dw 之 则 } 内 的 分 子 数 是 多 少 .如 果 概 率 密度 是 
oa=(oyoavo)E 取 . 则 它 应 该 适合 以 下 三 个 条 件 ; 

(D) 规范 个 条 件 ; 


ll flv)dv=1,dv= dvdvdv,, 
i 


上 式 表示 气体 分 子 的 总 数 总 是 固定 的 ,不 护 设 它 为 1. 因 此 /(w) 必 须 是 。 的 可 积 详 数 . 

(it 统计 独 立 人 性 条 件 :这 就 是 说 ,每 个 分 子 在 各 个 运动 方向 (我 们 暂 设 有 三 个 独立 方向 即 
(zza zs) ,而 不 讨论 分 子 是 否 旋转 ) 上 速度 的 分 布 是 互相 独立 的 独立 性 就 表示 为 速度 分 布 
(同时 考虑 三 个 速度 分 重 ) 的 密度 是 各 个 分 速度 的 概率 密度 函数 之 乘积 


fn)= (vf (vw) fl va). (10) 
(证 ) 各 向 同性 条 件 : 即 /(w) 只 依赖 于 v= w+? +， 
fv)= Bw + vi + vi). (11) 


现在 我 们 要 证 明 ,只 有 高 斯 分 布 能 同时 适合 以 上 三 个 条 件 . 取 (10) 与 (11) 之 对 数 ,再 对 vi 
求 导 : 


1 4 = (wv) 
Todo ge 


司 更, 上 式 右 方 也 等 于 5 元 和 -in 户 (wm)， 下 -La 户 (v) ,因此 有 方 必 等 于 菜 沉 数 A 而 有 
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(wv)}=B exp( Av'), 
好 待定 .由 可 积 考 条 件 A 必须 为 负 ;A = 一 1ja? ,a 待定 .现在 求 召 ,由 以 上 可 知 应 有 
f= A)= fC)= Bexp(— fo). 
代入 规范 性 条 件 有 
1 = B[[ exp(- weydu] = B(Var)’, 
因此 8= (a?wx) 站 ,而 有 


flv)= (rn) Vexpl- vifal. 
而 概率 密度 为 

fo) = (en) Pexp! -ja 
不 过 这 是 一 个 三 维 的 结果 ,而 上 阁 我 们 对 一 维 随机 游 动 所 给 出 的 结果 是 一 维 的 . 上 式 中 的 a 起 
克 斯 韦 指出 应 为 


a=v 2kTim, 
m 是 分 子 质量 ,T 是 温度 ,k 是 一 个 常数 ,后 来 称 为 玻 耳 兹 曼 常 数 ， 
由 麦克 斯 书 分 布 
m NY 1 1) 
/10%) = (27) exp( -mw kT) (12) 


可 以 得 出 关于 气体 的 一 些 宏观 物理 量 . 就 某 一 个 粒子 (气体 分 子 ) 而 言 ,要 准确 地 说 出 它 的 菜 个 物 
理 量 (例如 动能 记 mo*) 是 不 可 能 的 :因为 我 们 只 能 知道 该 粒子 速度 在 与 w+ do 之 癌 的 概率 . 
但 是 要 计算 大 量 粒 了 于 的 某 个 物理 量 f() 的 平均 信 是 可 能 的 ;我 们 只 要 把 F(v) 私 一 定 概率 分 布 
密度 p(w) 求 平均 即 可 , /的 平均 值 或 者 记 为 直 或 者 记 为 ( 户 : 

f= (= | op(odv 


(一 个 量 的 方差 即 它 与 其 平均 值 之 偏差 之 平均 值 ([f-《f) 了 ),) 平 均值 也 称 为 该 物理 量 的 数学 
期 望 值 .我 们 现在 就 来 计算 一 个 气体 分 子 的 平均 动能 . 


全 met)= 习 vif(vi)dv 
mm mm Vr 2 f 2 
= 和 (a) | viexpl -TmtT)dy,. 
ia 
4|( 营 ) =t, 有 
十 mv? -至 友 -2 expf — £7 )dt. 
nT 


很 明显 ,分 子 在 z, 方向 运动 所 产生 的 动能 与 温度 成 正比 ,而 且 各 个 方向 ( 即 各 个 自由 庆 ) 运 动 所 
产生 的 动能 均 相等 ,所 以 这 二 个 自由 庆 所 生 的 动能 加 起 来 可 以 得 到 


1 _ 3 
《 亏 zt》 一 本 4 
上 而 这 些 计算 都 本 质地 依赖 于 计算 


$5 高 斯 积分 257 


I = 三 ed 《13) 
o 


计算 平均 动能 时 就 要 用 到 21,= | ， zx?e “dz =V5. 计 算 方法 如 下 sa = 0 时 就 有 著名 的 高 斯 积 


分 .mn 为 其 它 值 时 在 计算 许多 函数 的 数学 期 望 值 时 有 用 .这 里 的 积分 限 本 可 取 为 ( - oo ,+eo) ,但 
这 样 一 来 当 x 为 奇数 时 , 因 被 积 函数 为 奇 函 数 ,( - oo , + co ) 上 之 积分 为 0.* 为 偶数 时 ,被 积 函 
数 为 价 函 数 ,所 以 ( - o ,0) 上 之 积分 与 (0, + c) 上 之 积分 相等 ,所 以 我 们 只 来 讨论 (0, + ce ) 上 的 
积分 (13) 

先 看 ?= 0, 利 用 富 比 尼 定理 


f edrdy= | edzr| edy=1. 
a 0 


第 一 天 限 
左 方 用 极 坐标 表示 为 
2 + Ta 局 _ 
dl e rdr = 增 上 49 ercdt (1=7) 
2 
4 
因此 
Yr 
n= 


计算 上 可 以 用 分 部 积分 法 .首先 


PP 1 
n= ze dz= -i1e | 


然后 利用 分 部 积分 法 当 nz2 时 ,注意 到 ze 一 -上 (e-)”， 


了 
= gl nl 2 
n= rz edr FT © 站 Te dr 
-1 
=2 1 
因此 
I= Cu DCm m1)(2m -3)l i 
2 2 
1 
了 = 五 (二 了 上 {14) 


上 面 我 们 讲 到 当 mao 时 ,二 项 分 布 将 在 某 种 意义 下 以 高 斯 分 布 为 极限 ,但 是 没有 详细 说 
明 . 下 面 我 们 来 看 一 下 物理 学 家 是 怎样 用 近似 方法 来 得 到 这 个 结论 的 ,这 对 于 我 们 了 解 微 积分 的 
基本 患 想 以 及 如 何 应 用 它们 是 很 有 益处 的 .其 中 我 们 还 讲 到 著名 的 斯 特 林 (Stirling) 公 式 , 它 也 
是 很 有 用 的 .以 下 材料 引 自 于 . 瑞 夫 ,统计 物理 学 人 伯克利 物理 学 教程 ?第 五 卷 ,附录 A.1, 高 斯 分 
布 ,437 一 443 页 ,该 书 由 科学 出 版 社 1979 年 出 版 ) 


我 们 讲 到 一 维 随机 游 动 时 是 假定 了 粒子 向 左 \、 向 右 移动 的 概率 均 为 于 ,而 有 (2) 式 
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PCG 一 Dh,n) = 去 (但 者 向 右 与 向 左 游 动 的 概率 各 为 与 9=1 一 记 , 则 应 有 如 下 的 概率 


PLD (1 jer = Cy Toe (15) 
车 很 大 ,计算 n! 将 是 相当 困难 的 .但 是 因为 0<p,g<1, 故 当 光 1 或 n -上 光 1 时 ,上 述 概率 
仍然 很 小 ,而 P(k,n) 极 大 处 上 = 让 总 在 非 近 中 间 的 地 方 ( 当 p=g = 二 时 恰好 在 正中 .正如 二 项 
定理 之 系数 在 “中 点 "(x 为 偶数 时 ) 或 紧 靠 “中 点 "左右 两 点 (= 为 奇数 时 ) 最 大 .所 以 当 我 们 想 找 
P(&,n) 的 近似 公式 时 ,除非 全 1,9 久 1, 总 是 随 着 n 同样 取 相 当 大 的 值 .现在 我 们 就 来 求 
已 (并 ,加 ) 关 于 天 的 极 大 值 . 
上 是 一 个 整数 ,所 以 每 一 次 的 增 量 至 少 是 1, 这 本 来 已 是 相当 大 的 数 了 ,但 是 如 果 本 身 
就 已 很 大 ,其 “ 增 基 "1 与 相 比 仍然 可 以 认为 是 “无 穷 小 ”, 而 且 它 所 引起 的 PP 的 变化 也 是 极 小 
的 (这 是 很 值得 注意 的 事 . 在 物理 学 家 看 来 ,甚至 不 太 小 的 数 也 可 以 看 作 是 无 穷 小 .所 以 ,一旦 离 
开 思 辩 的 天 地 而 进入 现实 , 确 有 “ 海 阅 天 空 "之 感 .但 是 ,这 是 不 是 说 以 前 讲 的 数学 都 是 没有 意义 
了 呢 ? 暂时 不 要 去 争论 ,而 是 要 多 向 物理 学 家 学 一 点 东西 ):; 
IPC&k+1,n)- Pl(k,n)| P(E,n). (16) 
所 以 我 们 不 妨 认 为 是 连续 变量 而 PC(&,n) 是 它 的 光滑 函数 .我 们 又 知道 nP 比 之 P 是 变化 更 
缓慢 的 函数 ,因此 , 取 {15) 之 对 数 
ln P=lnn! -lag! -ln (nk)! +hln pt+{x—h)ing, (17) 


而 县 双方 对 大 取 导 数 ; 这 里 我 们 要 注意 ,因为 是 一 个 很 大 的 整数 ,其 增 At =1 可 以 认为 是 
“无 穷 小 ,从 而 可 以 认为 上 是 连 纺 变量 ,并 且 可 以 用 人 内 友 1 代替 大 !, 于 是 


dn pl ln (Rk+AR)! Ing!_in(k+1)! -lnk! 
I 


0 Ak 
=In SE =In (k+ Din &. 
所 以 ,由 (17) 对 让 求 导 即 有 
Pos inktln(n-h)+inp-Ing 
=In 于 一 中 .让 
In Eg (18) 


为 了 求 In P 之 极 大 值 应 该 令 上 式 为 0, 即 有 
&=&=abp (注意 p+g=1). 
现 将 ]n 己 在 4= 7 处 展 为 秦 勒 级 数 ,注意 到 电 P | =0, 即 得 


fer 


In P=InP(R,n)+ 


pF? 网 一 
AL 
de? 


这 里 我 们 略 去 了 (天) 以 及 更 高 阶 的 晤 ,为 了 计算 和 时 ,我 们 对 (18) 再 对 大 求 导 一 次 ,有 
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中 Pan) 1 1 _ 区 
dd 此 玫 一 丰 一 下 (于 一直》 


所 以 可 得 lnP 的 近似 式 
(Rk) 
2npg “” 

Plk,n)= Pexpl — (kk)/2npa], (19) 
这 里 了 = PC&,w). 为 了 求 它 的 值 ,我 们 要 利用 规范 化 条 件 , 即 全 部 概率 (从 =0 到 =) 之 和 
为 1; 


ln Plk,n)aInP(k,n) 一 


TP) 六 PC raE，Ak= 工 
和 和 上面-- 样 的 想法 使 我 们 把 上 式 看 成 一 个 积分 和 ,而 有 
上 Paemat=1， 
注意 到 上 = np, 则 得 PC ,nm) 之 近似 式 为 
Plk,n)= 


{pe (20) 
e . 
V Irnpa 


这 正 是 高 斯 分 布 ,所 以 我 们 说 高 斯 分 布 是 二 项 分 布 的 极限 情况 . 
上 面 我 们 讲 到 如 何 近 似 计算 一 个 大 整数 x 之 阶 箭 n1. 实际 上 利用 类 似 的 想法 可 以 得 到 一 个 
很 方 使 的 近似 式 .我 们 有 
lnn! =Inl+in2+."+lnn= > lnk. 
和 上 面 一 样 ,我 们 认为 每 一 项 都 有 一 个 因 于 1 = Ag& ,而 把 上 式 看 成 一 个 积分 和 ,这 样 就 二 得 出 一 
个 近似 式 . 
Inn! = 上 | Inrdr=[x lnz~ r=ninn—-n+l. 


所 以 当 = >1 时 , 略 去 上 式 最 后 一 项 即 有 


Inn! nlnn—n. 21 
但 是 这 还 不 是 最 好 的 近似 .更 好 的 还 有 著名 的 斯 特 林 公 式 : i 
Ina! nlnn — +in(2rn), (22) 

或 
nl ve "WIRn" (23) 


这 里 的 心 表示 两 边 的 比值 当 wn 一 % 时 趋 于 1. 当 # 六 1 时 ,因为 na 比 之 nlnn 是 低 阶 量 , 可 以 略 
去 ,这 样 就 得 到 (21) 式 . 

当然 读者 会 感到 这 里 的 讲法 并 不 严格 ,但 其 主要 思想 是 正确 的 .读者 如 能 找到 较 详尽 的 数学 
分 析 教材 中 关于 斯 竺 林 公 式 的 证 明 以 及 概率 论 教 材 中 关于 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 的 证 明 就 可 以 
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看 到 ,主要 思想 是 相同 的 .但 是 关于 无 穷 大 .无 穷 小 量 的 估计 在 那些 书 中 做 得 细致 得 多 . 
最 后 我 们 讲 一 下 高 斯 积分 的 一 个 简单 的 推广 .高 斯 积分 主要 特点 是 被 积 函数 是 一 个 指数 函 
数 ,而 其 指数 是 一 个 负 的 二 次 式 . 因此 ,我 们 不 妨 考 虑 一 个 x 重 积分 


I= [emda, (24) 


这 里 A 是 一 个 正定 的 ? 上 阶 对 称 抢 阵 :4 = (a,). 规定 A 为 正定 的 原因 在 于 当 |x | 一 时 ， 
-(4Az,z) 一 -oo 而 e “~'” 是 可 积 的 .对 称 答 阵 一 定 可 以 用 正 交 变 模 化 为 对 角形 , 即 存在 一 个 正 
交 矩 阵 T('T: T= id) 使 


A 
这 里 4,,…,4, 是 A 的 特征 根 .因为 A 是 对 称 矩 阵 , 故 其 特征 根 均 为 实数 .而 当 我 们 设 A 为 正定 
时 ,41,42,… ,A 之 0, 现 在 作 变 量变 换 
z= Ty, 

则 

Ar,r= ATy, Ty)= (TATY,y) 

=《T "ATy,y)= D3 A 
又 因 正 交 和 矩阵 之 行列 式 等 于 +1, 故 
dr=|detT|dy=dy. 

代入 (24) 即 有 


I= J ept- Di) = He 


= ITF (Wa)t. (25) 
I 


如 果 4 不 是 实 箱 阵 ,而 只 有 ReA >0, 也 有 相应 的 结果 . 因为 需要 更 多 的 预备 知识 ,我们 只 好 
从 略 . 
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革 , 分 部 积分 法 与 对 偶 性 。” 歼 坚 积分 中 起 十 分 重要 作用 的 分 部 积分 法 在 勒 贝 格 积分 理论 中 
是 否 适用 ? 答案 是 肯定 的 ,但 是 对 函数 的 可 微 性 .可 积 性 要 有 更 细致 的 规定 . 分 部 积分 法 之 重要 
在 于 , 它 体现 了 一 个 非常 重要 的 数学 概念 一 一 对 情 性 一 一 所 以 我 们 宁可 暂时 不 问 是 那 一 类 积分 
也 不 把 导数 看 成 是 入 的 极限 而 对 它 加 以 推广 ,以 便 突出 分 部 积分 法 的 主要 思想 ,为 此 先 按 我 们 
“常见 的 "形式 看 一 下 分 部 积分 公式 ,但 是 是 在 n 维 空间 的 一 个 开 集 上 去 考察 它 . 先 设 30 是 
z=0, 则 
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ASP | el. dz- [LA 
4 ， 


z= (za 上面 加 了 一 个 ,表示 从 x 的 坐标 中 把 删 去 .我 们 希望 39 上 的 积 
分 不 出 现 ,而 这 就 需要 例如 假设 
plana=0 
但 是 仔细 想 一 下 ,问题 并 不 那么 简单 ,因为 上 式 是 a 重 积分 ,我 们 又 用 了 窗 比 尼 积 分 把 它 化 为 逐 
次 积分 …… 等 等 .为 此 ,对 0 的 边线 3 的 光滑 性 就 要 有 所 限制 . 一 维 情况 则 简单 多 了 ,因为 R! 
中 的 开 集 最 多 是 可 数 多 个 区 间 的 并 ,所 以 不 妨 设 0 就 是 区 问 (a,5), 面 90 就 是 本 个 点 a 和 .为 
了 回避 这 个 问题 ,我 们 设 p(x)E Ch《0), 下 棕 0 表示 p(xz) 的 支 集 是 Q 的 紧 子 集 , 紧 集 就 是 有 
界 闭 集 ,而 因 p(x) 只 定义 于 全 上 而 不 是 DH 上 ,所 以 supp 9(z) 是 8 的 一 个 紧 子 集 , 见 图 4 一 6 一 1. 
由 它 到 34 一 定 有 一 个 正 的 拭 离 ,所 以 gykz) 在 ?9 附近 为 0( 图 4-6-1). 
所 以 车 补充 定义 p(x) 在 @ 外 为 0, 则 其 光滑 性 不 变 , 即 有 p(z)E Ci(R"), 而 29 可 以 放 在 
suppg 外 任何 位 置 , 可 以 任意 变形 而 不 影响 积分 .于 是 我 们 有 
[ee -car (1) so 

如 果园 定 FLz) ,而 令 p(z)E G6 变动 , 则 上 式 双方 都 是 g(z) 的 线性 泛 
西 ,ftz) 与 p(x) 处 于 互相 对 偶 的 地 位 : 左 方 是 对 了 求 导 , 转 到 右 方 则 soppy 
变 成 了 对 9 求 导 . 了 是 生成 泛 函 之 元 ,9 汉王 作 用 于 其 上 之 元 ; (1) 式 

指出 ,对 前 者 施 以 区 -就 对 应 于 对 后 者 施 以 沁 -;/ 与 9 是 对 侦 的 ,3 


和 这 就 是 本 461 
我 们 所 说 的 “对 偶 性 ”的 一 个 侧面 . 
现在 的 问题 是 , 即 令 7(z) 不 可 求 导 , 但 若 能 够 找到 另 一 个 g(x) 适合 
jeecodz = |/(2) Ear 


则 g(x) 起 了 于 的 作用 ,因此 可 以 把 它 看 作 了 的 某 种 广义 的 导数 .尽管 它 与 AL 有 何 关系 并 不 


清楚 , A(z),g (z) 要 求 某 种 可 积 性 ,不 过 也 很 清楚 不 需要 它们 在 0 上 可 积 , 因 为 实际 上 积分 是 
在 吕 的 紧 子 集 suppp 上 进行 的 .而 因 当 多 变动 时 suppp 也 在 变 , 所 以 指定 f(z),g,(x) 在 0 的 
某 个 固定 紧 子 集 上 可 积 也 不 行 .所 以 我 们 给 出 

定义 1 车 f(x) 在 人 0 之 任 一 紧 子 集 上 属于 LL?， 就 说 /(z) 局 部 p 矢 可 积 ( 局 部 L*)， 记 作 
SEAN) 1<pE+ oo 

定义 2 设 /(7)ELLk(Q), 车 存在 g(x)E LL (Q) 使 对 每 一 每 一 个 P(z)E Co(0) 均 有 


[ecoetzaz=- [7(0) ea, (2) 


则 称 吉 (<) 为 了) 对 码 的 ( 台 ) 广 义 导数 , 候 记 为 (7)=2L(z). 
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我 们 可 以 仿 此 定义 高 阶 (m 阶 ) 广 义 导 教 ,为 此 , 需 设 g(x)E C*(0), 而 有 
定义 2 设 /(z) 与 g(xz)E Lh(0), 若 对 一 切 p(z)E C3 (0) 均 有 


jan pdr D" /ra, (3) 
4 加 


昌黎 &(z) 为 f(z) 交友 阶 广 义 导数 ( 明 导 数 ), 记 作 g(x) = 了 .以 上 上 a= (ws,…,o,) 为 重 儿 


标 , 自 la|=alt…t+a,=m. 


壤 对 通 会 1a|<m 的 一 轨 «f(z) 痢 具有 弱 广 义 导数 >, 则 称 1(z) 为 mw 阶 广 义 可 艇 ( 弱 可 向)、 


ze 

由 于 Lx(O) 函 孝 都 是 几乎 处 处 定义 的 ,( 弱 ) 广 义 导数 也 都 只 是 几乎 处 处 定义 的 . 

下 面 举 一 些 例子 ,这 里 均 设 Q = (~1,1)CR'. 

例 1 令 /(xz)=|z|, 很 明显 , 按 古 典 定义 f(x) 除 在 z=0 处 以 外 均 有 导数 ;这 里 我 们 利用 
了 9E CM g(1)= y( -1)=0. 
并 -| 1, 0<z<1, 

-1, -1<x<0 

也 是 /的 广义 导数 .事实 上 ,车 取 p(zJE CD) 则 


[ Uy z)dz = - 人 pg(zjdz+ [ g(x)dz 


0 
= zp) + sp(z)dz 
1 uptz)| zp Car= = {ll pC). 


所 以 把 也 是 1 | 的 (能 ) 广 义 导数 ， 
例 2 令 H(z) 为 诗 维 赛 德 函数 : 
Ht ,= z>0, 
“lo zc<0. 
它 不 会 有 ( 弱 ) 广 义 导数 .实际 上 ,车 a(2)E LLCR) 是 H(z) 的 广义 导数 ,对 xi >0 取 p(z) 使 其 


支 集 在 (z - jze+ 6)C(0.1) 中 ,应 有 
Hg ds- -站 sa)p(zjdr， 

但 式 左 显 热 为 0, 所 以 式 右 对 适合 以 上 条 件 的 gfz) 必 为 0. 用 后 而 讲 的 磨 光 方 法 即 可 证 明 

5(z)=0 在 z>0 处 几乎 处 处 成 立 .同样 可 知 5(z]= 0 在 *<0 处 几乎 处 于 处 处 成 立 .总 之 ,车 


(x) 有 一 个 局 部 可 积 函 数 g(z ) 为 其 ( 弱 ) 广 义 导 数 , 则 g(.r)=0 几乎 处 处 成 立 .于 是 由 广义 导 
数 的 定义 ,对 任意 pg(z)E CC-1,1)， 


0= [ g(xz)p(zr)dr=- [ H(z)¢ (sz)de= -| pr)dzr= p(0). 


所 以 就 会 得 出 结论 :任意 p(z)E Cs《( -1,1)) 都 在 x=0 处 为 0. 这 个 错误 结论 说 明 替 维 赛 德 函 
数 没有 ( 弱 ) 广 义 导数 . 它 在 广义 函数 尖 义 下 却 有 导数 :广义 函数 3(z)， 
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例 3 把 例 1. 例 2 联合 起 来 看 ,我 们 发 现 
是 (lzD=2H(z) -1 
I 


所 以 Ez jx) 不 能 是 定义 2 中 讲 的 广义 导数 ,这 就 告诉 我 们 , 沿 着 对 偶 性 的 思想 直下 去 ,必然 会 


越 出 至 今 我 们 讨论 过 的 领域 .第 二 章 §4 已 经 指出 ,古典 的 函数 定义 在 刻画 物理 世界 上 是 不 够 用 
的 , 例 2 中 的 日 (z) 之 “导数 "应 该 是 5 函数 ,而 它 在 物理 上 是 十 分 自然 而 又 有 用 的 . 它 甚至 超出 
了 广义 导数 的 范围 ,对 此 我 们 将 在 下 面 详 述 . 

从 这 几 个 例子 看 到 ,( 弱 ) 广 义 导数 确实 超越 了 古典 的 导数 概念 ,那么 自然 会 同 ,f(z) 的 古典 
意义 的 导数 是 否 一 定 是 它 的 ( 弱 ) 广 义 导数 呢 ? 不 一 定 .因为 { 乙 ) 广 义 导 数 是 由 分 部 积分 法 衍生 
出 来 的 ,如 果 FPCz) 的 古典 意义 下 的 导数 能 满足 分 部 积分 法 的 要 求 , 则 它 自然 就 是 (能 ) 广 义 导 
数 , 否则 就 不 一 定 了 .分 部 积分 法 的 要 求 其实 就 是 关于 一 个 星 数 的 可 积 性 与 其 原 函 数 的 关系 问 
题 -在 $ 1 中 我 们 已 看 到 ,在 黎 受 积分 理论 中 ,这 不 是 一 个 简单 问题 ,在 勒 贝 格 积分 理论 中 二 者 的 
关系 如 何 实 际 上 也 非常 复杂 ,所 以 我 们 现在 走 的 是 另外 一 条 路 .我 们 不 去 考虑 例如 ( 弱 ) 广 义 导 数 


是 否 与 古典 意义 导数 几乎 处 处 相等 ;人 是否 几乎 处 处 收 丛 于 ( 弱 ) 广 义 导 数 ;…… 我 们 现在 考 二 
的 是 如 何 沿 着 对 偶 性 的 路 走 下 去 . 

为 此 ,我 们 首先 注意 到 p(x) 的 选取 ,我 们 要 求 p(x)E Ci(0), 因 此 , g(x) 在 30 的 附近 恒 
为 0, 而 不 仅 只 在 39 上 为 0. 这 样 做 其 实 有 两 个 原因 ,其 一 我 们 已 经 讲 过 了 , 即 避 兔 了 分 部 积分 法 
中 必然 会 遇 到 的 30 之 光滑 性 问题 . 另 一 方 而 是 以 后 我 们 常 要 考 碟 函数 序列 收 伍 的 问题 . 如 果 
CaC9) 中 的 序列 !g (z) 在 品 上 一 致 收 贫 ,其 极限 函数 当然 在 39 上 为 0, 但 不 一 定 在 30 某 个 邻 
域 中 为 0; 如 果 |g,(z)| 在 L* 中 收 敏 , 则 极限 函数 是 否 在 30 上 为 0 也 不 得 而 知 . 再 者 我 们 要 注 
意 上 的 选取 .如 果 我 们 只 需 讨论 一 阶 导 数 , 则 =1 即 足够 应 用 ,但 如 果 求 导 阶 数 不 确 定 , 则 最 朋 
智 的 选取 是 令 = co ,而 考虑 p(z)E C?(Q). 但 这 里 又 产生 了 一 个 新 问题 . 例 旭 对 一 阶 导数 
这 , 我 们 希望 某 个 式 子 对 9E Ci( 人 ) 成 立 , 此 式 当 然 对 PE CF《D)C CCQ) 也 成 立 .但 车 我 们 


只 知道 上 式 对 pg€ CY ( 2) 成 立 ,怎样 保证 它 对 p(x)€ C3 (了 n) 也 成 立 呢 ? 办 法 在 于 我 们 可 以 用 


一 囊 g(x)E CY(Q) 通 近 p(x)E C&A), 使 得 了 人 2 在 生 上 -性 收 做 于 3 名 .上 式 当 g~ pv 时 


战 立 的 . 令 mm 一 oo 即 知 它 对 任意 忆 () 函数 pg(z) 也 成 立 . fp。| 的 作法 下 而 讲 磨 光 算 子 时 会 看 
到 .所 以 ,下 面 我 们 讲 的 p(z) 都 选 自 CF (0), 对 它们 还 要 规定 一 个 很 特殊 的 收 化 性 . C* (0Q) 在 
赋 以 这 种 收敛 性 后 称 为 试验 销 数 空间 . p(x ) 称 为 试验 函数 .不 过 要 注意 ,我 们 会 需要 许多 种 不 同 
的 试验 函数 空间 .上 述 的 Co (9 ) 是 最 常见 的 一 种 ,我 们 以 后 重 记 为 D(0). 

现在 要 详细 讨论 D(2). DCQ) 的 元 素 有 很 好 的 性 质 :它们 可 以 任意 求 导 (但 是 正如 第 三 章 
中 讲 的 ,它们 决 非 解 析 函 数 ). 它们 有 很 多 用 处 ,第 三 章 $4 中 讲 到 如 何 利用 它们 来 作 “ 单 位 分 
解 ”一 一 这 是 一 个 用 于 化 整体 问题 为 局 部 向 题 的 有 力 工具 ,还 讲 到 府 光 算 子 . 现在 我 们 就 来 详细 
讨论 磨 光 算 子 , 仍 然 采用 第 三 章 §4 的 记号 . 令 7 ,yER", 而 
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zz 下 图 
“(Et) | esl 4) 
0, Ilr- yl>¢d. 


得 明显 六 (+) 是 一 个 友 集 在 球 |z|<<1 中 的 C7 CR) 画 数 ,而 (rz 一 = 广 (2 令 


nce- 


上 = | zydr， 
则 0<L< +ee, 而 且 [at - y)dr= 7 .我 们 称 (4) 为 一 个 磨 光 核 ,而 称 以 下 的 算 子 为 磨 光 算 子 


MPD, {fj (x -ydy. (5) 
La J 


可 以 很 容易 地 证 明 

定理 1 设 fELLCR"), 则 

(DO Ms (Ar) ECT (CR ). 

(i) 车 进一步 设 supp f= 多 CCR" (“CC" 表 示 左 方 为 右 方 之 紧 子 集 ,这 个 记号 也 称 “ 紧 包 含 ") 则 
JU (站 也 有 紧 支 集 于 天 之 8 邻 域 K, = BD)(B (x) 表示 以 3 为 半径 的 维 球体 ) 内 . 

(i) 著 /在 8 中 连续 , 则 M, (由) 在 Q 之 任 一 紧 子 集中 一 致 收 敏 于 (6 一 0). 

(iv) 着 AE LOR' ) ,1 和 2< +o0, 则 在 L?(R") 内 有 Mi(f) 一 (8 一 0). 

证 (i) 就 是 经 典 的 在 积分 号 下 求 导 的 定理 . 

(ii) 令 二 在 K 之 外 , 则 对 任意 yE K,x 生 Bs(y) 而 有 [zx 一 y| 之 8,(5) 式 实际 上 是 在 及 上 
的 积分 ,而 有 js(z 一 y)=0(z 在 Ks 之 外 ), 因 而 M,(f){ zx}=0. 


(iD 为 下 (zy)dy=1, 可 见 
总 


1 


这 里 我 们 用 到 了 h(x ~ y)>>0. 念 了 -9 <, 上 式 右 方 为 
遍 上 -9 -Aia(ods， 


[MOP (Cz) fe) < [ JAD -fOr) js (zy)dy. 


这 里 的 积分 区 域 实际 上 是 |z| 志 5. 当 xz 在 0 之 任 一 个 紧 子 集 K 内 时 , 若 5 完 分 小 ,zz€ KC 
人 8. 因为 了 在 0 中 连续 , 帮 必 在 K, 上 一 致 连续 ,从 而 当 ] > ] 迄 8 充分 小 时 | f(z - z) -F(z)|< 
s,s 是 任意 小 正 数 ,由 此 命题 得 证 . 

(iy) 因为 FE L*(R"), 而 每 一 个 L2(R") 函数 都 可 以 用 一 个 具有 紧 支 集 的 连续 函数 
(Co(R") 函 数 ) 在 工 意义 下 任意 逼近 (这 个 结论 证 明 较 细致 ,要 用 到 本 章 第 二 节 的 鲁 金 定理 ,所 
以 我 们 略 去 ). 另 一 方面 


M72) 1 = (oo 


de) = 去 [jj -wieay| ze] 
注意 到 
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[Fz—y) iy) = | f(r- yy) PC) ， 
对 内 层 积 分 应 用 赫 尔 德 不 等 式 知 


mp < 吉 | ae[ jitwas] [| er-») 


pa 


“ly)dy] 1 


因为 (ydy=L5 ,代入 上 式 有 


EAP -oa 


本 lp 
dz] 


下 


(志方 [jeoajlre -yy 


= He 
这 里 应 用 了 富 比 尼 定 理 , 这 就 是 说 , 腐 光 算 于 将 L? (R*) 映 人 L"(R" ) 而 且 范 数 不 增 . 因此 ,车 
f(z)E LCR"), 先 作 glx)E CoCR ) ,使 上 Ag | .< 于 ,于 是 我 们 有 
MAD- FSEEMCA- Me) tl Mg) -se 
+ 有 ge 
第 一 项 与 第 三 项 均 小 于 ef/3, 对 于 第 二 项 ,因为 &(z)E Co(R") ,利用 (ii) 即 知 , 当 3 充分 小 时 也 
小 于 ef3, 定 再 证 毕 . 
我 们 附带 提 到 , 若 AE L4.(R"), 以 上 讨论 仍 成 立 . 
不 过 ,上 面 的 讨论 当 p= + co 时 失效 . 
现在 回 到 例 2, 在 那里 我 们 说 , 若 g(xz)E LL(-1,1) 且 对 任意 g(xz)E Ci(-1,1) 有 
gCz) plz)az = 0 则 必 在 (一 和 zo+ 加) 中 ,有 gCz)=0 几乎 处 处 成 立 . 现 在 补 一 个 证 


明 , 因 为 我 们 限于 在 (ze -A*ze + 加) 中 讨论 ,不 妨 认 为 g(x)EL' ,supp gC[zxo -请 ,zo+ 月], 县 
js(z)P(z)dz = 0. 把 自 变量 写 威 y, 并 取 p(z)= 二 7(z - y) ,这 个 条 作 就 是 MiCz)(z) = 


0. 但 1 8g- Ms(g) 2 一 0 所 以 g=0 在 (zs 一 名,xo 十 由) 中 几乎 处 处 成 立 .我 们 在 这 里 还 附带 回 
答 一 个 问题 ;一 个 函数 古典 意义 下 的 导数 ,作为 总 之 极限 自然 是 唯一 的 (至 少 在 几乎 处 处 相等 


QO} 
的 意义 下 ) ,而 其 广义 导数 之 唯一 竹 实 有 符 证 明 .事实 上 , 设 /<) 有 两 个 ( 吧 ) 广 六 了 数 [3】”， 
"2 (1 L562 
( 芋 ) 记 a(a)- (站) -( 送 ) ,刚直 定义 可 见 
0= fal)p(z)dz 


对 一 切 p(x)& Co (0) 成 立 , 于 是 由 上 面 证 明 的 方法 可 见 g(z) =0 几乎 处 处 成 立 . 
以 上 凡 讲 到 广义 导数 ,都 加 上 了 “( 弱 )” 这 样 的 限制 词 ,这 是 因为 我 们 用 (2) 式 定义 8《5) 为 
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经 时 ,是 把 (2) 式 左 方 作为 一 个 作用 在 Ce (CQ) 上 的 线性 泛 函 来 定义 的 . 凡 用 线性 泛 函 来 处 理 一 


个 数学 问题 时 ,我 们 常用 “ 弱 " 这 个 限制 词 .与 此 相对 ,车 用 范 数 来 讨论 问题 时 则 常用 “ 强 " 字 .因此 
我 们 自然 会 也 ,有 没有 强 广义 导数 的 概念 ? 有 ,而 且 这 个 概念 有 很 深刻 的 物理 背景 .第 三 章 变 分 
法 一 区 的 最 后 ,我 们 讲 到 从 黎 曼 的 时 代 , 人 们 就 知道 用 能 量 积分 


Du， au 
Ta) = 了 (六) + 长 )]azay 
来 刻画 静电 场 ,而 且 指 出 "真正 的 "静电 场 必 使 上 述 能 量 积 分 达到 最 小 值 .由 此 就 提出 了 “ 极 小 化 ” 
序列 jw), 凤 wu EC (D0), 而 I(w,)->min 这 个 思想 .但 是 如 果 限 制 在 黎 曼 积分 框架 下 ， ll 以 
及 |32 | 党 | 都 不 一 定 有 极限 存在 , 正 是 因此 ,我 们 示 看 到 勒 贝 格 积分 理论 何以 优 于 黎 学 积分 理论 : 
anal loss 意义 下 有 极限 4 与 ,因此 有 理由 把 5 看 作 五 在 菜 种 意 


义 下 的 导数 ,这 样 我 们 就 引出 了 
定义 3 设 f(z)E 天 (0), 若 存在 一 个 C'(0Q) 西数 序列 15(z) 1 使得 上 一 了 4-0, 而 


县 7 E LO) 有 世 意 名 下 的 家 限 g(x)E LO)i| 2 在 - 


| 一 0, 则 区 为/ 对 于 二 的 


( 胡 ) 廊 义 导 数 并 仍 记 以 3 = 


仿 此 ,可 以 定义 高 阶 的 ( 强 ) 广 义 导 数 . 
于 是 产生 一 个 问题 : 强 弱 广 义 导 数 是 否 一 致 ? 答案 是 肯定 的 ,这 是 一 个 重要 的 结论 . 


定理 2 设 F(z)e Li (9 ) 而 县 具有 强 广义 导数 并 一 g(xz)E Le (0), 则 gi(z) 也 是 


f(z) 之 贡 广 尺 导 数 . 才 将 强加 二 字 对 油 , 结 沦 仍 成 立 以 上 1< p< +m. 
证 前 面 讲 弱 广 义 导数 定义 时 恒 取 p=1, 实 际 上 , 取 1 志 p<+%m 也 可 以 ,这 一 点 下 而 不 再 


玖 


ml 


( 强 ) 一 ( 弱 ) ,任职 8(z)E Ca( 8), 则 由 强 广义 导数 定义 , 先 对 f(z) 使 用 分 部 积分 法 (这 是 
许可 的 ,因为 (zx)E C (2)) 然 后 再 在 积分 号 下 求 极限 (这 里 可 以 应 用 替 尔 德 不 等 式 ) ,于 是 有 


fe gae= 一 [ES 
, 


n 


[Ee 
n M 了 


所 以 &%(z) 也 是 F(z) 的 弱 广 义 导数 ,上 而 要 注意 ,因为 p(z)E Ci(0) 而 在 30 附近 恒 为 0, 故 
fz),g,(zz) 等 仅仅 是 局 部 可 积 也 不 影 唤 计 算 . 

〈 弱 ) 一 ( 强 ). 因 为 &(z) 是 A(zr)} 之 弱 广 义 导 数 , 故 若 令 (2) 中 的 9(?) 为 ain(z 一 3?) 
(x 当 作 人 参数 ) 即 有 


M(g) (zr)= [a (9)9(z -ydy, 
, 
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3 _ fr apr y) 99(r-y) 
MD | 二 | 让， 


元 Me(A)(z)= Me(& 人 z). 
由 前 面 讲 的 L&(Q) 如 何 用 麻 光 算 子 带 近 , 记 Mi(P 门 (z)= 方 (zyEI(G)，Me(g)(z)= 
gs(z)E Lt(Q),P 有 Nf- fl woo 一 0 les -gl >0 KCCA 是 任意 村子 千 ) ,5 全 


ga -所 以 之 强 广义 导数 3 即 & (=) ,证 毕 - 


这 两 部 分 证 明 的 难度 显然 有 区 别 .前 一 部 分 我 们 将 在 以 后 看 到 , 仅 只 使 用 了 泛 函 的 连续 性 ， 
而 这 是 … 个 很 普遍 的 性 质 ; 后 一 部 分 则 用 了 磨 光 技 巧 , 这 并 不 是 处 处 都 能 使 用 的 .因此 在 许多 数 
学 同 题 中 ,一 个 概念 常 有 强 、 弱 两 种 推广 ,证 明 二 痢 相同 是 不 容易 的 事 . 

以 下 我 们 就 只 说 广义 导数 而 不 再 区 分 强 弱 . 

定义 4 定义 

本 ?0)= 1/(z)EL'(0), 且 其 广义 导数 DfEL'C0), jal<k| (6) 
若 称 它 为 Sobolev 窑 间 , 我 们 也 第 用 座 号 Hr*( 9). 

从 强 弱 广 义 导数 一 致 性 的 证 明 中 我 们 看 到 W"…"( 和 ) 之 元 必 可 通过 磨 光 得 到 的 C”( 0) 函数 
在 范 数 


lrlw* = (| 2 Ip 1dr) (7) 


下 求 极限 而 得 . 强 广义 导数 定义 中 的 £ € CCO) 改 成 C" (8) 也 是 可 以 的 (例如 用 三 之 磨 光 
MnCPz)= 关 代替 护 即 可 ). 所 以 我 们 说 Sobolev 空间 是 C" (0) 经 (7) 完 备 化 而 得 . 现在 问 ， 
和 如果 取 一 申 f,。 E W** 再 作 一 次 完备 化 ,会 不 会 得 到 更 多 新 的 东西 ? 结论 是 否定 的 . 因为 在 
1 所 ws 中 取 a=0 的 一 项 可 见 -所 中 所 目 f, 一 所 上 ws 一 0, 所 以 一 定 存在 一 个 函数 


fe 使 上 ff 一 0. 同 理 取 | 全 2 EL fy 


Br dx; 


夺目 一 所 上 wr0, 所 以 3 


be 
有 极限 gE L?*. 由 广义 导数 定义 易 知 g, = 近 . 伪 此 类推 可 知 1 | 必 有 极限 fE W'*. 这 就 是 说 


定理 3 W'"*(0)= 环 ' 9) 是 一 个 完 | 

如 果 用 C? (9) 来 作 完备 化 ,我 们 将 记 所 得 空间 为 H,*?( 0) 或 W。*? (0), 它 也 是 完备 的 . 
但 是 其 中 之 元 并 非 具 紧 支 集 的 函数 . 若 之 1, 可 以 证 明 本 (9) 中 之 元 在 30 上 毛 一 定 意 义 为 
0. 以 上 用 到 的 完备 空间 与 完备 化 的 概念 ,将 在 第 六 章 详细 讨 论 . 

注 1 在 许多 文献 中 ,只 在 p=2 时 才 用 记号 夺 ?(0Q) 或 H,**(Q), 但 通常 都 将 上 标 2 略 去 ， 

注 2 我 们 也 时 常 要 用 到 Wi (0) 或 Hs* (0). 

2. 广 义 函 数 之 定义 ”以 上 我 们 看 到 利用 塌 贝 格 积分 理论 得 出 了 一 系列 空间 .但 与 当代 分 析 
数学 与 数学 物理 的 需要 比较 ,我 们 所 得 到 的 虽 是 很 基本 的 , 却 还 有 更 大 的 范围 有 待 探 索 ,这些 1 
空间 之 元 都 是 函数 ,但 在 第 二 章 $ 4 中 我 们 就 指出 ,为 了 描述 自然 界 , 这 还 是 不 够 用 的 ,并 且 举 出 
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了 著名 的 狭 拉 克 的 3 函数 .这 种 对 象 称 为 广义 函数 ,当代 对 广义 函数 的 处 理 最 常用 的 方法 是 利 
用 对 偶 伯 .下 面 我 们 就 以 此 为 线索 讨论 它 . 

第 二 章 $4 中 已 经 指出 ,广义 函数 就 是 试验 函数 空间 一 一 例如 上 面 讲 的 五 (2) 一 一 上 的 连 
续 线性 泛 函 (但 那里 没有 在 “连续 "二 字 上 做 文章 ). 有 许多 种 不 同 的 试验 函数 空间 .为 简单 起 见 ， 
我 们 就 考虑 D(G) 好 了 .所 谓 泛 函 ,就 是 一 个 线性 映射 :!: D(Q) 一 常数 (这 个 数 可 以 是 实数 ,可 
以 是 复数 ,我 们 暂 定 为 实数 ,于 是 泛 函 /也 就 用 欧 氏 配对 (1, gp) 表示 .在 第 五 章 中 会 看 见 此 常数 
取 为 复数 的 情况 ,于 是 记号 1( gp) 这 时 就 表示 埃 尔 米 特 配 对 (1,p) .有 的 文献 上 用 (gp,1), 这 不 会 
造成 大 的 困难 ) .所 谓 线性 泛 函 , 即 对 p, ,gp;€ D{n), 以 及 常数 C, ,0, 全 有 

ICigrt Cap)= Ci pi) + CC9a). 

所 亩 连续 泛 隆 ,如果 细 讲 就 要 涉及 试验 函数 空间 的 拓扑 结构 问题 ,我 们 将 在 第 六 章 中 作 初 步 讨 
论 , 现 在 就 只 粗略 地 说 :如 果 取 一 串 试验 函数 1 p, ( >)| ,而 且 设 此 序列 在 此 试验 函数 空间 中 趋 于 
0, 则 要 求 Lg,)->0. 这 里 有 两 个 问题 :一 是 什么 叫 在 试验 函数 空间 中 趋 于 0? 我 们 要 指出 ,这 正 
是 广义 函数 理论 之 所 以 有 强大 力量 的 关键 所 在 ,我 们 马上 就 竹 来 讨论 它 .二 是 一 个 数学 对 象 的 连 
续 性 是 否 可 以 用 序列 来 刻画 ? 这 是 拓扑 学 中 的 一 个 -- 般 问题 ,我 们 将 在 第 六 章 中 稍微 涉及 . 

定义 5 DD(Q) 中 试验 函数 序列 1p, (z)i 在 D(Q) 中 起 于 0( 我 们 引入- 一 个 记 导 ; p -0 in 
了 CO)) 即 措 存 在 一 共同 的 紧 子 集 K (ES 使 所 有 gp, (z) 均 适合 supp pi 忆 K ,而且 对 任意 固定 的 
重 指标 a,3'9,( x) 在 0 上 对 z( 而 不 必 而 不 必 对 a) 一致 趋 于 0. 

supp 名 CC 这 个 条 件 是 重要 的 .因为 车 不 如 此 ,可 能 wm 之 极限 函数 并 不 是 在 内 有 紧 支 


集 的 函数 , 因 面 !(p) 可 能 没有 意义 .例如 取 (4) 式 定义 的 户 ( 工 ) 为 pz): 则 内 (xz) = 到 pg(z)>0 


in CR ) ,但 站 (过 四 不 是 在 D(R7) 中 起 于 0, 因 为 supp g[ 主 ] =1e: | 二 不 信 于 共同 的 


紧 支 集中 . 
定义 6 DO ) 上 的 连续 线性 泛 函 ! 称 为 D(D ) 广 义 函 数 (在 不 发 生 误解 时 就 简称 为 广义 
西数 ) 其 集 仿 记 为 D(9)， 0 
所 谓 连 续 性 就 指 : 当 gp, 一 0 in D(0) 时 ,1(g,)-*0. 
下 面 看 一 些 广义 函数 的 例子 . 
例 4 设 Az)ELL(D), 则 对 g(x)ED(0)， 


‘w= fs )p(z)dz= | /eas (8) 


是 有 意义 的 . 它 自然 是 线性 泛 函 .又 车 p(xz)->0 in pin), 则 gs(z) 在 人 上 对 x 一致 地 趋 于 0， 
利用 勒 贝 格 控 制 收敛 定理 有 !( ge) 一 0 ,所 以 (8) 定 义 了 一 个 D (0) 广 义 函数 .粗略 地 说 ,一 个 局 
部 可 积 函 数 就 是 一 个 广义 函 教 , 面 且 称 为 正则 广义 函数 .但 还 有 不 能 上 局 部 可 积 函数 定义 的 广义 
菌 数 , 称 为 奇异 广义 机 数 , 其 中 最 著名 的 是 狄 拉克 的 6 函数 . 
例 5 设 0EQ, 对 于 pe D(D), 我 们 定义 
(8,9)= g(0). C9) 
它 也 是 线性 连续 泛 函 , 称 为 8 函数 .上面 例 2 讲 赫 维 赛 德 函 数 时 就 证 明 了 它 不 可 能 是 一 个 局 部 
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可 积 函 数 .那里 尽管 是 对 QCR' 的 情况 来 证 明 的 ,其 实 对 高 维 的 R" 也 是 成 立 的 .第 二 章 $4 中 
讲 了 ,8 随 数 其 实 是 一 个 测度 .这 不 是 蛋 然 的 .由 (9) 我 们 可 以 看 到 
1¢8,9)|= [pCO lsup| g(x) 
6 函数 可 以 拓展 到 更 大 的 空间 Co。( 0) 防 D(Q) 上 去 .在 C(O) 上 我 们 用 sap| g(x) | 一 0 以 及 
suppgr C 民 来 定义 g(x) 一 0 in Cs (0). 凡 是 适合 这 种 不 等 式 的 D'( 们 ) 广 义 函数 都 是 一 种 测 
度 , 称 为 Radon 测度 .期 贝 格 测度 也 是 一 种 Radon 测度 , 这些 我 们 都 不 能 细 讲 了 .但 我 们 看 到 了 
广义 函数 中 不 仅 包含 局 部 可 积 函 数 ,而 且 还 有 很 大 一 类 测度 .但 是 还 有 更 多 的 东西 ,例如 
例 6 f(x) 一 二 ,wR 不 是 局 部 可 积 的 ,| ， 上 p(z)dz, 当 9(z)E CY CR 时 ,一 般 而 言 
是 没有 意义 的 .但 是 我 们 可 以 定义 这 个 积分 的 哥 西 主 值 : 
v.p. 『 dc | + ] ax. (10) 
注意 到 g(z)E Cr (R'), 利 用 在 x =0 外 的 泰勒 公式 
p(T)= op(0) + rp(z). (11) 
代入 上 式 , 并 令 supppC[-4,4], 有 
ee ff 00 


ABl Ze 


= | pr)dr 


ede 


这 里 我 们 用 到 了 全 四 对 x 为 奇 函 数 因而 第 一 项 为 0. 代 人 (10) 求 极限 ,有 
vy.Pp- 三 2z2dr = 人 pr)dr. (12) 


它 是 线性 泛 函 是 明显 的 ,利用 拉 格 朗 日 公式 可 知 w(z)= pg’ (Br),0<0<1, x€ supp 4. 因此. 当 
锡 (z) 一 0 in D(R') 时 ,y(z) 在 supp p 上 一 致 收 化 于 0, 因 而 (12) 趋 向 0. 这 样 ,由 (10) 记 定义 的 


线性 泛 函 也 是 一 个 PD (2) 广 义 函 教 ,以 下 我 们 记 作 v. p. 二 .很 容易 想象 到 , 它 不 是 一 个 Radon 测 


度 ,因为 在 证 如 其 连续 性 时 我 们 用 到 了 试验 函数 的 一 阶 导数 . 但 是 下 面 我 们 要 证 明 v. pb. 工 = 


(Iin|z1)', 这 里 导数 的 意义 将 在 下 而 解释 ， 

在 物理 学 特别 是 在 量子 力学 中 会 遇 到 许多 “奇异 的 "对 象 而 时 常 都 可 以 用 广义 函数 去 解释 、 
在 数学 中 也 有 许多 结果 在 用 广义 函数 解释 后 更 加 明确 .本 书后 而 经 常 要 这 样 做 ,所 以 更 在 我 们 再 
讲 一 些 广义 函数 的 性 质 . 

首先 所 到 ,广义 函数 由 于 只 是 泛 函 而 不 是 本 来 意义 下 的 函数 ,所 以 问 它 在 某 一 点 的 值 是 多 少 
是 没有 意义 的 .我 们 时 常 也 把 例如 8 函数 写成 3(+) ,这 并 不 是 说 它 当 x 取 何 值 时 应 取 何 值 , 尽 
管 如 第 二 章 54 说 的 那样 ,在 最 早 人 们 是 这 样 理解 过 8(.7). 广义 函数 f(x) 作用 在 g(x) 上 也 常 
写作 积分 ; 


(9)= | flr) g(r)dr, 


pe 
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只 不 过 是 为 了 提醒 一 下 , 它 的 来 源 之 一 是 局 部 可 积 画 数 科 上 p(z) 后 再 积分 .但 是 这 并 不 是 说 广 
义 函 数 没有 局 部 性 质 .例如 0 泛 函 作为 一 个 广义 函数 F(z) 其 定义 就 是 A( <) 作 用 在 一 切 试验 冯 
数 8(z) 上 之 值 为 0, 所 以 车 (P,p) =0 对 一 切 pED( 人 0) 成 立 , 就 说 f=0 in ,这 是 /=0 的 整 
体 定义 . 它 还 有 局 部 定义 ;我 们 说 了 在 ro 日 之 某 个 邻 域 D 中 为 0, 即 指 若 gE DD(0) 之 支 集 在 
口中 :supp 9 局, 均 有 (f.9)=0. 现 在 证 明 

定理 4 车 /{z) 在 Q 之 每 一 点 的 某 邻 域 中 均 为 0, 则 /(z) 刺 体 为 0, 其 逆 亦 真 . 

证 对 每 一 点 zxE 0 ,如 上 所 述 都 可 以 找到 一 个 邻 域 U. C0 对 任 一 p(xz)€D, 任 取 一 点 
zEsuppg, 必 有 其 相应 的 邻 域 U, ,很 明显 这 些 邻 域 构成 supp 9 的 开 覆 羡 , 而 由 有 限 覆盖 定理 ， 
它 必 有 一 个 有 限 子 覆 著 ;| D7, ，，Dv 上 | . 作 从 许 子 它 的 单位 分 解 


1 = > KE), XIIECT NA) ,suppx, CD， 
于 是 令 gp.(2)= (2) ge), 其 支 人 在 岂 的 邻 域 U, 中 .但 由 假设 ,在 U, 上 为 0, 故 


(f ,9)= 3 (f, $9)=0, 
即 f(z) 整 体 为 0. 
逆 定 理 就 不 必 证 明了 . 
定义 7 以 国 数 7 ) 之 支 委 supp / 宗 多 为 
supp 了 |e 之 有 一个 名 名 全 大 其 上 /01. 

supp 显然 是 闭 集 . 

与 此 类 似 还 可 以 考虑 广义 函数 的 光滑 性 . 显然 光滑 函数 都 是 局 部 可 积 的 . 若 在 z€ 0 之 某 
一 都 域 避 中 ,广义 函数 /《z) 与 某 一 C”(U) 函 数 g(z) 相 等 : 即 f(z) - g(z) 作 为 广义 函数 局 部 
为 0, 我 们 就 说 f/x) 在 z 附近 为 C" .车 F(z) 在 某 点 附近 不 是 C" 的 ,就 说 > 点 是 f(z) 之 奇 点 . 

定义 8 fA)ED'(O ) 之 奇 支 集 即 其 奇 点 之 集 仓 : 

sing sopp f= 1z， 7(z) 存 其 全 一人 城中 均 不 汐 C 1 

奇 支 集 sing suppf 显然 也 是 闭 集 . 

3. 广 义务 数 的 代数 性 质 “广义 函数 之 空间 D' (2) 是 线性 空间 这 是 显然 的 .现在 要 间 , 若 “ 自 
变量 "x( 上 面 已 经 说 了 ,x 其 实 是 试验 函数 的 自 变量 ) 经 过 组 性 变换 ,了 (D) 之 元 相应 应 如 何 变 
化 ? 由 于 广义 函数 作为 试验 函数 空间 上 的 连续 线性 泛 函 最 简单 的 形式 是 积分 ,所 以 这 里 讲 的 自 
变量 的 变换 应 谈 推 广 积分 中 的 积分 变量 的 线性 变换 (一 般 的 变量 变换 水 及 很 困难 的 问题 ) , 先 不 
妨 设 /(z) 是 正则 广义 函数 ,p(x)€ DD(Q), 则 车 A:R" -> 有" 是 一 个 非 育 异 线性 变换 ,或 者 说 A 
是 一 个 nx n 矩阵 且 det A 关 0,a ER’, 划 对 yER” 


(f(Ay -a) ,p(y))= [feet 


令 z=Ay-a, 或 y=A 1(z+a), 人 人 下 式 有 


(f(Ay -a),9(y)) = TAT | {904 :(z+a))dz 


-GD "PAT (z+a))). (13) 
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这 里 自然 仍 有 p(A (z+a))=y(z)ED(0,),0, 是 ?中 的 Q 在 映射 z= Ay- a 下 的 像 .这 
里 我 们 村 注意 开 集 与 紧 集 在 非 奇 异 线性 变换 下 仍 变 为 开 集 与 紧 集 ,这 样 才 知 遵 supp %(z) 是 开 
集 Q. 的 紧 子 集 . 

对 于 一 般 的 奇异 的 广义 函数 f(x), (13) 式 中 间 一 项 积分 没有 意义 了 ,但 两 端 凑 项 仍 有 意 
义 , 于 是 我 们 给 出 

定义 和 定理 9 设 f(zx)€D' (0,),A:R"~R" 基 非 奇 蜡 线 性 变换 ,aeR", 则 定义 在 变 
换 z= 4y -aa 下 的 像 F(4y-a)ED(e,) 为 


1 + 
Ay ah = TAT (7) P(A {r+a))). (14) 


我 们 用 “定义 和 定理 "这 个 说 法 是 因为 /{Ay - a)E D'(o) 有 待 证 明 .但 是 上 式 右 方 已 经 是 
一 个 连续 线性 泛 西 ,这 一 点 很 容易 套 出 .所 以 我 们 已 经 证 明了 这 一 点 . 

现在 看 定义 和 定理 9 的 一 些 特例 . 

如 果 A = 了 ,就 得 到 平移 x = y - 2 ,就 是 说 y 坐标 系 是 由 xz 坐标 系 向 左 移动 a 而 来 .这 时 ， 
det = 二 故人 14) 成 为 

f(y -a), p(y))= (f(r), p(x +a)). 
?z+ 4a) 的 图 像 可 由 p(z) 的 图 像 向 左 移动 。 而 得 ,所 以 ,如 果 想 把 f(y) 向 右 移 一 个 a 而 得 新 
的 泛 函 7(y - a) ,只 各 将 被 它 作用 于 其 上 的 试验 函数 p(z) 图 像 向 左 移动 = 就 行 了 .例如 
《8(y-a),p(y)》=《3(z),gp(z+a))》=9p(a). 

从 所 附 的 图 4-6 一 2 可 以 形象 地 看 到 这 件 事 ,而 且 也 可 以 形象 地 理解 “对 个" 是 什么 意思 、 

其 次 看 A4=cf ,a 一 0, 这 里 c>0, 即 线性 变换 是 沿 向 量 x 方向 放大 或 缩小 c 信 , 这 时 det A = 
0, 子 是 (14) 给 出 


(flcy), p(y)) =c "(f(r), gre)). (15) 
A /A 
x=0 0 y=a 好 x=0 
?0 0) 
| =p(x—a) 
~ 
xs0 ye0 
TT pe 
图 4-6-2 


研究 函数 性 质 时 , 齐 性 函数 是 十 分 有 趣 一 是 特别 有 用 的 ,4 次 齐 性 函数 即 适 合 关系 式 
flcr)=0f(x), c>0 (16) 
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的 函数 .这 里 与 通常 徽 积 分 教 本 不 同 在 于 我 们 限制 了 < >0. 这 是 因为 上 式 从 几何 上 讲 的 是 如 果 
自 变量 在 Oz 半 射 线 方向 放大 c 以 ,函数 值 y= /(z) 和 将 在 半 射 线 Oy 方向 上 放大 oc 入, 车 c<0 
则 自 变量 将 在 Ox 的 反方 向 上 放大 = 倍 ,? 放大 的 售 数 c 可 能 是 复数 ,更 重要 的 是 ,我 们 常委 在 
z 空间 以 原点 为 项 点 的 锥 内 讨论 一 个 数学 或 物理 问题 , 沿 Oz 的 反方 向 放大 则 会 越 出 锥 外 ,这 时 
常 在 物理 上 很 难 理解 . 若 附 加 上 c >0 的 条 件 , 齐 性 函数 也 时 常 称 为 正 齐 性 函数 ,但 这 并 不 是 说 齐 
性 函数 限于 取 正 值 . 

车 一 个 DB) 广义 函数 Fz) 适 合 (16) 式 ,这 里 c>0, 我 们 也 说 它 是 一 个 4 次 正 齐 性 DCQ》 
记 义 函数 .这 时 ,我 们 有 ,对 于 PED(D) 


CeoD ,CD)=e (flr), 0 (EP=e CC) go) (17) 


因此 
(fp)=e oe) ,9(E). (18) 
特别 是 ,车 f(y) =8(y), 由 (17) 有 
(BC) ,9(9)) =e "C82),p(E))=e "p(0)=e "(0,9), 


因此 
SB(cy)=e "6(y), 
即 是 说 8 函数 是 - = 次 正 齐 性 D“(Q) 广 义 函数 . 
我 们 知道 ,对 2 次 正 齐 性 可 微 函 数 /=) ,有 欧 拉 公式 成 立 : 


> EE cz)= Ar(z)， (19) 
97, 
£1 1 


对 次 正 齐 性 广义 函数 它 也 是 对 的 .这 与 (18) 相 比较 有 一 点 怪 :在 {18) 中 齐 性 指数 是 c+ ,nn 
的 来 源 自然 是 "积分 的 变量 变换 ". 可 是 到 了 (19) 式 ,这 个 m 一 -积分 区 域 的 维 孝 一 -又 不 见 了 ， 
其 原因 下 面 讲 到 广义 函数 的 求 导 时 就 自然 明白 了 . 
者 f(z)E D'(0) 在 线性 变换 下 不 变 ,就 称 之 为 此 变换 下 不 变 的 广义 函数 .例如 若 A(z)E 
D'() 相 对 于 某 个 固定 的 平移 a 是 不 变 的 ,就 称 之 为 以 a 为 周期 的 广义 函数 ; 
f(x -a),ptr))= (fv) ,p(yta)) = f(y), p(y)). {20) 
当然 表面 上 看 这 似乎 意味 着 p(y+ a)= p(y), 但 其 实 不 是 . 因为 (20) 中 的 9 各 了 (2) 应 该 是 任 
意 试 验 函数 而 不 一 定 有 周期 (再 说 ,一 个 周期 函数 除非 伍 等 于 0, 一 定 不 会 是 紧 支 集 的 ), 所 以 问 
题 出 在 f(x) .我们 可 以 举 一 个 周期 广义 函数 之 例 ; f(z) = er , 它 不 是 可 积 的 ,但 是 是 局 部 可 积 
的 (f(x) 三 1 相应 于 w=0 也 只是 局 部 可 积 的 ), 它 以 a ==2xn/w,n=0, 土 1,+2,… 为 周期 (或 者 


说 以 全 为 周期). 这 是 一 个 很 有 用 的 广义 函数 . 


若 4= - Ta=0, 则 线性 变换 为 zx= Ay -a = -yy, 即 一 个 反射 .在 反射 下 不 变 的 广义 函数 
ff-y)= f(y) 
称 为 偶 广义 函数 ;车 f( 一 y) = - f(y) 则 称 为 奇 广义 函数 . 
4. 广义 函数 的 分 析 运 算 ”因为 广义 函数 建立 后 最 直接 的 应 用 是 在 线性 偏 微分 方程 上 ,所 以 
我 们 首先 要 考察 一 个 线性 偏 微分 算 子 
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P{lz,3.)= a (zr)9: 

如 何 作用 于 一 个 广义 函数 上 .这 里 包括 了 两 个 运算 ,一 是 乘 以 系数 ,它们 是 画 数 a,(x); 二 是 求 
导 . 我 们 依次 来 讨论 . 

首先 讨论 函数 a(x) 与 /x)E DD'(0) 之 乘积 ,仿照 f(z) 局 部 可 积 时 广义 函数 的 定义 

[ Lalx)f(r}]og(r)dr= fc) [af(zyp(z)]dz， 
我 们 应 定义 e(z)7F(z) 如 下 : 
a(T) f(r) g(x)) = (fr),a(r) g(r)). (21) 
但 为 此 就 需要 a(z)p(z)E D(0). 这 就 需要 a(z)EC”(n), 还 需要 当 PT)0 in D(AN)NH 
24{x)gp (zx) 一 0 in D(0). 这 也 是 容易 的 ,因为 suppg, 均 含 于 吕 之 一 个 共同 紧 子 集 民 中 ,所 以 
supp atz)2r(z]CKi 又 因 gp, 的 任 一 固定 阶 导数 一 致 收获 于 0,ap, 的 同一 阶 导 数 当然 也 一 至 
收敛 于 0, 总 之 ae(z)g(z)-0in D(0), 因 此 
加 (et(z)7(z) p(x)) = lim( f(z), a(x) (7z))=0. 

所 以 af€ DD'(N). 总 之 我 们 看 到 ,不 是 任意 函数 都 可 以 与 J/E D'(0) 相 乘 ,我 们 需要 a (zx): 
了 (0) 一 D (2)( 下 面 还 要 证 明 这 是 一 个 连续 映射 ). 适 合 这 种 要 求 的 函数 称 为 D'( 0Q) 乘 子 . 上 
面 我 们 看 到 C” (2) 函数 都 是 D'(0) 季 子 , 也 易 见 , 若 a(z) 和 C“ (9) ,or 就 可 能 不 属于 DCO). 

读者 自然 会 想到 :两 个 广义 函数 可 可 相 乘 ? 一 般 说 来 这 是 不 可 能 的 .问题 在 于 我 们 不 能 随心 
所 和 欲 地 胡乱 定义 菜 个 数学 概念 . 我们 想 要 定义 的 广义 函数 之 乘积 既是 通常 函数 冬 积 之 推广 , 则 它 
自然 应 该 具备 通常 函数 乘积 的 蘑 些 基本 性 质 .这 里 我 们 希望 能 保持 的 是 乘法 的 一 些 基本 运算 律 ， 
面 我 们 会 发 现 恰好 是 乘法 的 结合 律 (4B)C = A( BC) 现 在 不 可 能 保持 - 

如 果 乘 法 要 有 意义 ,我 们 当然 希望 1' f(z) = f(z),fE D'(0), 因 为 1 是 DD'(Q) 乘 子 ;也 项 
望 0.f(x)=0, 因 为 0 也 是 D'(0) 莱 子 ,同时 注意 z6(z)=0 {xzER'), 这 是 因为 z 也 是 D'(R') 
乘 子 , 故 对 p(z)E D(CR') 应 有 

x07), p(x)) = (3(z),zp(z))=[rp(z)] .=0， 


得 这 样 一 来 ,{ 三 ji(z)=18(z)= 8(z), 但 二 (zi(z))=0( 上 面 二 措 vp. 工 , 工 .=1 应 
立 灾 部 于 


该 证 明 , 但 是 很 窜 易 证 , 故 略 去 )- 这 样 一 来 ,如 果 我 们 希 强 去 定义 广义 函数 之 乘积 , 则 连 乘 子 运算 
也 不 能 包括 在 内 .近来 的 研究 表明 ,广义 函数 相 乘 的 “障碍 "在 于 它 的 奇 性 . 时 常 有 人 起 求 8(z)》 
的 “平方 ”, 按 现在 的 知识 水 平 ,还 没有 一 种 公认 的 处 理 方法 . 

其 次 要 考虑 广义 函数 的 导数 ,这 时 我 们 仍然 模仿 分 部 积分 法 面 给 出 如 下 的 


定义 和 定理 10 设 f(z)E DO), 我 们 定义 入 ED (0 ) 如 下 ;对 一 切 g(z)€ D(Q), 有 
(GL,9) = -1.22). (22) 
(E10) -De). (23) 
当然 这 里 要 证 明 (23) 式 以 及 (23) 左 方 确实 是 D(O) 上 的 连续 线性 泛 函 .线性 证 是 容易 大 
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到 的 ,为 了 证 明 其 连续 性 ,我 们 只 限于 (23) 式 ,并 以 p, E D(0) 代 蕉 其 中 的 9 ,而 来 证 明 当 gp 一 0 


刘 D(O) 时 ,(23) 左 方 之 式 也 趋 于 0. 这 是 很 容易 的 . 记 如 = 了 名, 则 易 见 玫 E DC0), 而 生 supp 


人 炬 Csupp pryCK(2 的 一 个 公共 的 紧 子 集 ), 蝶 的 某 一 固定 阶 导 数 35 = 2 5 党 也 是 g, 的 某 个 


固定 阶 导 数 , 故 当 盖 % 时 对 z 一 致 趋 于 0, 因 此 (23) 的 式 右 由 于 JE 六 (这 趋 于 0, 从 而 式 左 
亦 然 .这 还 告诉 了 我 们 ,Da) 广 义 函 数 可 以 求 任意 阶 导 数 . 
下 面 讲 一 些 有 关 导 数 的 性 质 , 有 些 很 简单 的 就 不 证 明了 .首先 讨论 原 函 数 问题 .为 此 ,我们 限 


令 0CR'. 若 fED'(D),eE D'(D), 而 且 入 -= 5 就 说 /是 g 的 原 画 数 (其 实 只 是 广义 函数 ) 对 


于 古典 意义 的 函数 ,并 非 一 切 g(z) 均 有 原画 数 ,其 至 歼 坚 可 积 函 数 也 不 一 定 有 原 函数 .所 以 $1 
的 达 布 定理 只 说 , 当 g(z) 既 是 黎 曼 可 积 又 有 原 函数 存在 ( 著 g(z) 连 续 , 则 两 个 条 件 痢 满 足 ) , 牛 
顿 一 莱 布 尼 艾 公式 才 成 立 ,但 是 广义 函数 给 了 我 们 一 个 惊 育 , 因 为 我 们 有 

定理 5 每 一 个 D'(R') 广 义 函 数 均 有 无 穷 多 个 原 函 数 存在 , 且 任 意 两 个 原 函 数 只 相差 一 个 
常 信函 数 ; 反 之 由 任 一 原 函 数 加 上 和 常 值 函 数 即 可 得 出 全 部 原 函 数 . 


证 证 明 分 两 部 分 .首先 设 g(z)E D'(R' ) 确 有 原 沙 数 F(z)E D'(R: ) 存 在 : 双 = & ,我 们 


要 求 出 f(x) 的 表达 式 .其 次 再 证 明 这 个 表达 式 确实 定义 了 一 个 DD” (六 广 本 下 而 有 区 
&(z) 的 原 函 数 .由 此 , 原 函 数 是 存在 的 - 
先 看 第 一 部 分 ,要 找 D'CR' ) 中 一 个 【xz) ,只 需 知道 它 作用 在 任意 p(z)E DTD(R) 上 之 值 即 


可 .车 Y(z) 有 原 丽 数 %(z)( 这 是 不 成 问题 的 ) 在 DR ) 中 (这 一 点 却 不 一 省):g(z)= 生 ,e 


D(RD), 则 (fp) 一 (J 9)= 一 kf ,8)= ~《g,). 所 以 ,f(z) 作 用 在 这 种 p(x) 上 所 得 的 值 是 
清楚 的 ,那么 ,什么 样 的 g(x) 才 有 DD(R') 原 沙 数 呢 ? 这 种 原 函 数 如 果 存 在 必 是 (zx) = 


人 (de 因为 已 设 sopp PC[- M，M], 至 少 当 4 世 一 放 时 yg(z)=0, 但 我 们 还 备 要 当 研 充 


分 大 时 %(z)= 0, 所 以 应 要 求 | ”p( 5)dt =0. 说 来 也 巧 ,如 果 p(z) 适 合 这 个 条 件 , 则 当 z> M 


,yz)= | p(Ddz= 三 p(t)de+ 三 roa= 三 9(5dt =0. 这 就 是 我 们 要 求 于 g(x) 
的 性 质 .因此 ,我 们 记 
H= je) Ep(R), [plz)dz = ol. (24) 


且 当然 只 是 D(R') 真 于 空间 ,问题 在 于 这 个 g(z) 是 否 在 再 中. pgE CC" 不 成 疝 题 ,但 是 
D{R ) 中 的 元 必 可 分 为 两 项 之 和 , 一 项 在 日 中 , 另 一 项 是 ro(z) 的 信 数 ,这 里 的 go (x)E 


DR ) ,而 | ”wo 人 ede= 1 例如 令 


aexp[1/(z* -1)], zl, 
mo 
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而 a 适当 选取 即 得 .事实 上 , 若 g(x)ED(R'), 令 A= 三 p(z)dt, 则 显然 
gan(T)= p11) Apo rr)}EH, 
或 者 说 ,D(R') 中 任 一 元 均 可 分 解 如 下 ; 
pr}= PH) + Apo (x). {25) 
gm(z) 之 D(R' ) 原 函数 是 


v5)= punde= | pC)de- AI poli)d. (26) 
现在 用 /(z) 作 用 于 (25) 两 端 得 到 
(fp9) = ,9 + ACf, po) 
= (e+ par, (27) 


第 一 部 分 证 毕 ,再 看 第 二 部 分 ,就 用 (27) 式 来 定义 了 , 它 是 线性 泛 函 是 显然 的 ,为 了 秦 它 的 连续 
性 , 取 一 申 g(x) 一 0 in D(R'), supp pCE-M,M], 用 g, 代替 (26) 和 (27) 中 的 ,于 是 多 也 变 成 
相应 的 由 (z) .由 (26) 第 一 个 等 号 易 见 ;supp 加 CE M,,M1], 这 里 Mi = max (M,1), 而 且 当 一 
+ oo 时 其 各 阶 导数 均 对 zE R! 一致 收 伍 于 0, 即 是 说 加 (x)->0 in D(R!), 由 (27) 即 知 ( 了, g,) 一 0. 


所 以 ,(27) 确 实 定义 了 一 个 DCR') 广 义 西数 .我 们 只 需 证 明 绎 =& 即 可 ,为 此 ,用 mw (z) 代 替 (26) 


中 的 9, 则 4= | 8Y(9de= 9(z)| =0, 而 (26) 给 出 4(z)= | ge)d=p(z), 因 此 


fp)= 一 《SP)》 
而 了 确 是 g 的 原 函 数 ,证 毕 . 


推论 6 著 A(z)e D'(R') 县 坚 =0, 则 f(z)=const. 


注 我 们 是 对 D'(R!) 证 明了 这 个 定理 的 .但 实际 上 它 对 D'(0) 也 成 立 , 这 里 QCR" 是 一 
开 和 集 ,但 定理 的 结论 中 “只 相差 一 个 常 值 函 数 " 要 改 成 “只 相差 一 个 局 部 常 值 函 数 ”, 即 在 4 的 不 
同 连通 分 支 中 可 能 取 不 同 的 常数 值 的 函数 .这 里 强调 一 下 连通 分 支 是 必要 的 ,例如 我 们 在 第 二 章 


$4 中 就 已 看 到 4 于 (2 - 3(z)， H(z) 是 再 维 赛 德 本 数 


1， zr 源 0, 
HO) 1 oo. 
于 是 五 (z) 是 85(2z ) 的 一 个 原 函 数 ,而 其 所 有 的 原 函 数 即 丁 (=) + C,C 是 任意 常数 .但 是 这 是 把 
HH(x) 与 8(z) 均 看 作 DR ) 中 元 时 的 结论 , 若 视 它们 为 DD' (四 ) 之 元 ,而 
人 =|z:z>ouUilziz<0， 
情况 就 不 同 了 ,9 现在 有 两 个 连通 分 支 x>0 与 =<g( 它 们 不 是 在 z=0 处 连接 起 来 了 吗 ? 为 什 
么 算 两 个 连通 分 支 呢 ? 第 六 章 中 会 解释 它 . ) 在 其 中 之 一 + >0 处 ,8(x)=0( 上 面 我 们 说 了 不 能 
讲 广义 函数 在 某 一 点 等 于 什么 ,但 是 可 以 讲 它 在 一 点 附近 等 于 0.) 所 以 由 推论 6,3(x) 在 z>0 
处 的 原 函 数 是 FLz) = C, . 同 理 , 它 在 x<0 处 的 原 函 数 是 /(z) = C_ .没有 理由 说 CC, = C .如 


276 第 四 章 积 分 学 


果 把 这 两 个 连通 分 支 合 起 来 ,这 时 得 到 0 =R' \ 101 ,我 们 只 会 得 到 
df (C0, -C8(z). 
dr 


C,. -C- 正 是 上 的 函数 六 rz) 在 工 =0 处 的 夏 度 ， 

这 件 事 绝 非 偶然 ,在 许多 物理 问题 中 ,例如 在 量子 力学 的 散射 问题 中 , 我们 常会 遇 到 在 两 个 
不 同 区 域 中 研究 某 一 个 物理 量 , 而 在 两 个 区 域 的 连接 处 给 出 一 定 的 “ 边 值 条 件 " 把 它们 连接 起 来 . 
在 每 个 区 域 中 我 们 实际 上 并 不 在 D' (好 ) 中 考虑 问题 而 是 在 通常 的 比较 光滑 的 函数 之 空间 中 考 
虚 问题 ,例如 在 古典 意义 下 取 导 数 . 如 果 不 把 这 两 个 区 域 分 开 考虑 ,而 从 整体 上 的 R! 上 来 看 问 
题 ,我 们 应 把 这 些 函 数 都 看 作 DCR ) 之 元 ,而 在 广义 函数 意义 下 求 导数 ,这样 就 会 出 现 6(z). 
因此 ,问题 的 实质 在 于 我 们 究竟 采取 硅 一 种 观点 :DD (R' ) 还 是 x 之 0 处 的 光滑 函数 以 及 连接 二 者 
的 边 值 条 件 . 两 者 实质 是 相通 的 .由 此 也 就 提出 了 一 个 问题 ; 设 有 R' 上 的 函数 f(x), 它 在 x>0 
和 z<0 钼 均 有 一 阶 连续 导数 (这 是 古典 意 文 的 导数 ,我 们 记 必 所 . )f(z) 在 x =0 处 又 有 第 一 类 间 
上 斯 点 , 记 其 聊 度 为 [f], = F(0+) 一 了 (0 一 ) ,我 们 仍 记 了 之 广义 函数 导数 为 了 , 现 问 了,[] 与 及 三 


者 关系 如 何 ? 有 
定理 7 对 上 述 f(z) ,我 们 有 
f(z)=fa(z) tLf] dz). (28) 
证 考虑 函数 


F(x)= yz)-[P(z). 
显然 F(x)E C'(R'\ 0), 因 而 其 古典 意义 下 的 导数 与 广义 函数 导数 一 致 ,但 当 x 关 0 时 , F'= 
,所 以 
F(z)= f(r) -Lf]8(zr), Fr)= f(r), 
因此 当 x 关 0 时 
f(x)= fF - [fe(r). 
此 即 (28) 式 .不 过 这 里 的 f(x) 理解 为 古典 意义 下 的 导数 所 定义 的 广义 函数 .所 以 我 们 不 加 注 
了 天 0. 再 则 ,38(z) 在 某 点 之 值 是 没有 意义 的 ,而 应 看 作 一 个 整体 ,所 以 也 没有 必要 再 注 明 xz 关 0. 
这 是 一 个 非常 有 用 的 结论 ,因为 它 把 “集中 分 布 "( 以 3(xz) 为 代表 ) 与 “ 边 值 条 件 " 连 接 起 来 
了 .我 们 只 在 一 维 情况 讨论 了 它 , 其 实在 高 维 情况 下 也 有 类 似 结论 ， 
古典 意义 下 导数 的 性 质 有 许多 在 D( 0Q) 理 论 中 仍 成 立 , 例如 
(1) 莱 布 尼 芯 公式 , 设 a(x) 为 D'(0) 乘 子 ,f(z)E D(x) 则 
ala(lz)f(r)] =a(r)af(r) + [aa(z)] f(z). 
证 咯 . 
02 2 大 -2 


57z197， 572371 


证 归 也 路 去 ,在 天 党 纹 积 分 教 本 中 会 介绍 一 些 函数 /使 于 2 地 天 玫 0) .但 时 常 只 在 个 出 点 或 
个 别 蝎 线 \ 曲 而 上 如 此 .在 广义 函数 中 , 则 高 阶 偏 导数 作为 一 个 广义 函数 整体 与 求 导 次 序 无 关 ， 
(3) 齐 村 广义 卫 数 的 欧 拉 公式. 设 f(x) E DCR") 为 :次 正 齐 作 广 义 函 数 , 则 以 下 的 殉 拉 公 


式 成 立 
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Dx FE), (29) 
事实 上 , 任 取 一 个 g(x)E D(R") ,我们 有 
CD Dn) 


另 一 方面 ,由 4 次 正 齐 性 广义 阴 数 之 定义 

{Cf,9)=e f(z), p(E)), ce>0. 
双方 对 < 求 导 ,再 令 c=1, 有 

0= -4+ta)(f,p)— > (fx 各 》, 
即 | 

—n(f,9)— 3 (fx 3)=A(f ,9). 


代入 (* ) 式 即 得 (29) 式 ,我们 现在 看 到 ,由 “积分 的 变量 变换 "而 多 出 来 的 n 是 怎样 消除 了 的 . 
$5. 广义 函数 序列 的 收 钱 ”第 二 章 §4 末 尾 , 曾 引 用 了 狄 拉 克 的 话说 3 函数 并 不 是 道 常 意义 
的 函数 ,而 是 它们 的 极限 ,并 且 引 几 了 一 个 例子 ,用 这 种 思想 证 明了 数学 分 析 的 一 个 重要 结论 : 魏 
尔 斯 特 拉 斯 定理 .下 面 我 们 引入 
定义 了 设 Ih1CD'(0),fED'(0), 使 得 对 于 一 切 p(x)E D(0) 均 有 
lim(fi,p)=(f,9), {30) 


就 说 六 > 了 in D'(Q). 

注意 ,这 个 定义 不 只 是 说 jim( 太 ,9p》 存 在 ,还 要 求 极限 是 D(O) 上 一 个 连续 线性 泛 函 ,因为 
我 们 暂时 无 法 肯定 这 个 极限 也 自动 地 定义 (LQ) 上 的 ~ 一 连续 线性 泛 瑞 ,所 以 在 定义 中 事先 明确 
规定 了 fE D'(0). 我 们 可 以 证 明 这 个 极限 确实 自动 定义 了 一 个 D'(0) 广 义 函 数 ,但 是 我 们 不 
去 证 明 这 一 点 , 暴 为 这 素 及 了 D“(B2) 作 为 D(0) 的 对 偶 空间 有 什么 样 的 拓扑 结构 的 问题 .由 于 
宅 过 于 专门 ,我 们 只 好 略 去 不 论 , 而 把 极限 为 一 连续 线性 泛 函 这 一 事实 归 人 定义 11 中 .我 们 只 说 
一 下 ,在 文献 中 这 个 定义 中 的 收 合 称 为 紧 收 售 , 它 是 非常 广泛 的 .例如 : 设 ! P(z) 计 是 正则 广义 画 
数 , 即 每 个 f(x) 者 是 0 上 局 部 可 积 函 数 , 若 此 序列 在 日 的 每 个 紧 子 集 区 CC 均一 致 收 黎 于 
f(z),f(z) 也 一 定 是 上 0 上 的 局 部 可 积 函 数 ,而 且 易 证 lim f(z) = f(x) in D'(). 然 而 它 有 许 
多 古 典 的 一 致 收 伍 性 所 没有 的 人 性质, 例如 

定理 8 车 lim 及 = 了 in DPD'(Q), 则 对 任意 重 指 标 a :有 有 ,lim 39° =0°f. 

请 读者 自行 证 明 . 

这 个 收敛 性 之 所 以 重要 在 于 每 个 D'(0) 广 义务 数 都 可 以 表示 成 为 “很 好 的 "函数 (甚至 
D(D) 函 数 ) 之 D'(0) 极 限 .在 物理 学 上 特别 重要 的 是 3 函数 可 以 这 样 表示 . 实际 上 ,物理 学 家 正 是 
这 样 来 认识 3 函数 的 , 狄 拉克 的 话 就 应 该 这 样 理解 .尤其 重要 的 是 9 函数 有 多 种 表示 法 . 如果 
DR ) 函 数 A(x) 一 8(z) in D'(R!) ,我们 就 称 | 户 (z)| 为 一 个 3 序列 ,第 二 章 和 4 实际 上 证 明了 

L{l~-2)* zls1l， 


/= lz|>1, C31 
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n= ||, -edr] ， 
是 一 个 3 序列 ,而 且 我 们 常 称 之 为 朗 道 序列 (这 里 的 朗 遵 是 指 德国 数学 家 下 . Landau, 而 不 是 前 苏 
联 物理 学 家 L, Landau), 上 一 节 中 我 们 又 指出 正 态 分 布 的 高 斯 核 El ~ zi14D:],t>0 


也 是 一 个 3 序列 .不 过 这 里 没有 指标 上 ,而 以 连续 变化 的 1 (10+ 时 11 一 + oo) 来 代替. 现 
在 我 们 来 证 明 


定理 多 高 斯 序列 ) 当 1:->0+ 时 ， er 
证 尾 给 (zyED(R). 很 明显 ,因为 


expE - x*/4D:] 8(x) in D’'(R!'). 


Pe 


1 ” 四 一 
zs | exp[ — zz4pi]dz=1l， 
所 以 
9g(0) -| Bf0)exp[f ~ zi/4Dr Jdzr . 
于 是 我 们 有 


g(r,t), pr)) - op(0) 
= 二 [eg(z)》- 9(0)]exp[ ~ xz/14Di]dz. 
把 积分 分 为 两 部 分 ,一 部 分 在 [ - 3,3] 上 记 作 六 ,其 余 的 是 在 REN [ - 9, 人 ] 上 的 积分 记 作 五 , 任 
给 一 个 =>0, 因 为 p(z) 在 [ - 3,6] 中 是 一 到 连续 的 , 帮 当 3 充分 小 时 有 | g(x) - p(0)| < 二 ， 
zj 委 3. 因 此 
Inle 


二 

< 了 | 1p(z)- pg(0) lexp[ - zz14Dt]dz 
< As). exp[ xz?J4De]dzx = 二， 
现在 固定 3 并 令 t 一 0,. 央 为 p(x)€ DCR'), 故 有 最 大 值 M, 而 在 1, 中 |g(z) - gp(O)1<2M. 在 
虐 中 |x1 之 8, 从 而 exp[ -zxz?/4Dz ]<<exp[ - 318Drjexp[ -x*j8Di], 因 此 
exp[- 8z/8PDr] 2 
11, :| A ?wuenr- zz18Dre]dz 
Cexp[ - /8De]. 

这 里 我 们 利用 了 积分 的 收 伍 性 ,而 有 


1 2 Cr 2 
2M -x18D: dr 人 ee 一 = 
27 iE 上 exp[ — zx*/8Dz] TE 全 exp( 一 好 )dy= C， 


于 是 可 以 找到 ro>0, 使 当 0<z< re 时 | 了 < 去 -前 面 对 五 的 估计 是 对 一 切 : 都 成 立 的 ,所 以 当 


0<t<am 时 
14e(zz) ,9 7) - p(OI ED +h<e, 
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而 定理 证 毕 . 
上 一 节 中 我 们 说 过 g{.c ,i) 是 扩散 方程 
= ,rete, 1>0 


的 基本 解 .这 就 是 说 , 当 :>0 时 g(x,t) 适 合 上 面 的 偏 微分 方程 {这 一 点 读者 很 容易 自己 证 ) ,而 
当 1>0 时 ,g(7,1) 一 8{x) in D“(Q). 这 就 是 我 们 上 面 证 明 的 事实 ,基本 解 是 偏 微 分 方程 理论 
的 基本 工具 .有 了 广义 函数 理论 就 能 给 出 系统 的 基本 解 理论 .这 是 广义 函数 论 之 所 以 重要 的 一 个 
很 大 的 理由 . 

我 们 不 妨 把 这 里 的 证 明 与 第 二 章 $4 关于 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 比 较 一 下 .立刻 可 以 见 
到 它们 是 十 分 相似 的 .实际 上 ,我 们 常用 的 $ 序 列 常 是 这 样 的 光滑 函数 序列 1K, Cx)|:; 

(2) K,{z)0; 


后 人 Ki(z)dz=1; 


( 洛 ) 不 论 如 何 取 8>0， | ea (Cn 一 oo) ,而 上 code 


ET 


即 是 说 这 个 积分 之 值 “ 集 中 "在 + =0 处 ,这 在 物理 上 与 第 二 章 有 4 讲 的 质量 分 布 是 一 致 的 .但 这 
会 给 人 一 种 印象 , 即 3(x) 的 几何 图 形 总 是 " 钟 形 曲线 ”. 然而 这 是 不 对 的 .下 一 章 就 会 看 到 ,例如 


还 有 极 重 要 的 费 耶 (Fsjer, 匈牙利 数学 家 ) 核 K,(+) = 上 [S232] , 它 在 仿 时 时 级 数理 论 中 


Sin x. 
极为 重要 .我们 将 在 下 ~ 章 解 释 何 以 会 有 这 种 类 型 的 8 序列 .到 那 时 就 可 以 退 一 步 体会 到 广义 
函数 理论 的 深刻 性 . 
适合 以 上 (i),( 记 ,( 面 ) 的 8 序 出 时 常 称 为 正 型 序列 . 
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上 复 变 量 函 数 的 积分 “在 讨论 了 实 变量 函数 的 微分 学 以 后 ,我 们 很 自然 地 进入 了 复 域 . 这 
时 就 发 现 了 :在 我 们 面前 展现 了 一 片 新 天 地 : 即 解析 函数 类 .现在 我 们 也 要 把 积分 学 推广 到 复 域 
中 , 令 我 们 吃惊 的 是 :我 们 又 一 次 歇 到 了 解析 函数 类 .这 样 我 们 终于 认识 到 , 复 变 量 函数 的 微 积分 
是 一 个 新 的 领域 , 它 有 自己 的 问题 和 方法 .因此 ,这 一 节 里 我 们 关心 的 不 再 是 函数 的 可 积 性 问题 ， 
从 面 可 以 限制 于 歼 晕 积分 的 讨论 ,而 把 注意 力 放 在 由 于 进入 复 域 而 产生 的 新 闻 题 .我 们 特别 关心 
的 将 是 如 何 对 待 \ 处 理 一 些 拓扑 学 的 问题 ,拓扑 学 在 现代 数学 的 理论 和 应 用 中 占据 特别 重要 的 位 
置 .本 书 当然 不 可 能 介绍 拓扑 学 ,但 是 在 讨论 复 域 中 的 积分 时 不 利用 机 会 介绍 一 些 拓扑 学 的 思 
想 , 是 令 人 遗憾 的 ， 

正如 在 实 的 情况 下 我 们 习惯 拒 一 个 一 元 函数 写成 y= f(x) 一 样 ,在 复 情况 下 , 自 变量 常 以 < 
一 x+ 记 表 示 , 函 数值 以 ww = w+iv 表示 ,本 书 中 凡 见 到 w= A(z) 就 一 定 是 指 复 变量 的 半数 . 作 


为 复活 数 , 它 是 一 元 本 数 ,作为 实 丁 数 . 它 是 很 特殊 的 二 元 ( 实 自 变 草 ) 函 数 ;图 为 z= iy, 克 
所 以 一 个 一 般 的 二 元 实 自 变量 函数 f(y) 将 写 为 
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Ar)= 几 [于 (=+ 2) ,二 (< 一 2)]= F(z,s) 这样 w= (xz] 只 能 是 一 类 特殊 的 二 元 实 自 变 


量 ( 但 可 能 是 复 值 ) 函数 ( 即 相应 的 F(x, x ) 不 依赖 于 z ) 了 .本章 将 一 直 使 用 这 样 的 记号 . 
实 城中 通 芝 的 定 积分 | 7( =)dz 之 积分 区 域 是 RR 的 一 个 区 z 


间 [4,5], 但 是 Rt 可 以 看 成 是 复 平面 C' 中 的 一 条 曲线 . 因此 ,要 名 
把 它 推广 到 复 域 中 就 有 两 种 考虑 :一 是 考虑 C' 中 某 一 曲线 L 上 

的 积分 .二 是 考虑 C (作为 R* 看 待 ) 的 一 个 2 维 了 区 域 9 上 的 

二 于 积分 | ,>)dzay- 但 在 两 种 情况 下 ,部 融 要 对 工 或 30 之 一 和 本 


边界 的 光滑 性 加 以 限制. 图 47 1 
先 看 曲线 工 , 设 其 参数 方程 为 


zs=z(t)， y= y(t). (1) 
如 果 要 在 L 上 的 4B 弧 段 上 积分 ,仿照 获 泽 积分 的 作法 , 先 选 一 些 分 点 A = zo, zi,-" ,zw 一 B 
(图 4-7-1),(z”% 的 相应 参数 值 为 上 5 ) ,然后 作 积分 和 


忆 An- 02) 


再 求 极限 .因为 =z +iy,， 


Mz = oti, yy) 


所 以 
EA 一 五 下 二 
一 个 便利 的 方法 是 设 z= zx(1),y= yl1)E C! 于 是 
[A | max Vr ty (ti 0) (3) 


这 样 求 积分 和 的 极限 就 化 为 对 实 变 量 ; 的 分 割 志 <z <… < i 求 积分 和 的 极限 , 即 需 令 
max| ,1 一 4 10 并 求 极限 . 


当 x(1),y(1)EC' 时 ,有 曲线 绒 AB 可 求 长， 
se- VT yd. (4) 


但 是 这 只 是 AB 可 求 长 的 一 个 充分 条 件 .常用 的 比较 更 广泛 的 可 求 长 条 件 是 ,相应 于 上 述 分 割 可 
以 得 到 


-1 


Vpr(t)= > [z(t) ~ x ), 
四 


全 


Vpy(t)= Dy 3) ys)l. {5) 


pe 
如 果 这 两 个 量 对 一 切 可 能 的 分 割 P 有 有 限 的 上 确 界 
Ve(t)=supVpr(t) < + 0%, Vy(t)=supVpy(t) < + %, (6) 


8$7 复 积分 281 


就 可 以 定义 AB 之 长 为 
Sas = VIz(t)|= supVe Yr() + yl. {7) 
这 时 我 们 就 简单 地 说 L 是 可 求 长 曲线 . 
如 果 一 个 函数 gt) ,to 所 1 所 ty-1 适 合 (6) 那 样 类 型 的 条 件 : 


spVee a) sp St el.) - PL)|<+%, (8) 


就 称 之 为 有 界 变 差 沙 数 ,所 以 ， 可 求 长 出 线 就 是 具有 其 种 参数 类 示 (1)， 其 中 x(:),y(t) 均 为 有 
界 变 差 的 函数 的 曲线 .关于 有 界 变 差 函 数 详 见 $ 3. 

但 是 在 以 下 见 讲 到 曲线 二 以 及 的 边界 为 曲线 时 ,总 
是 设 它 们 可 分 为 有 限 段 ,而 每 一 段 均 为 C' 曲线 弧 , 有 时 我 
们 会 用 到 封闭 曲线 ,而 且 假 设 它 是 车 和 尔 当 曲 线 . 或 简单 曲线 ， 
也 就 是 不 自 交 的 封闭 曲线 ; 也 就 是 其 参数 表示 (1) 中 中 的 
z(t) ,y(t) 不 会 有 (zxz (y(t ))= (z(t "), 
3 四 一 一 除非 六 = 6412* ”= 一 一 的 曲线 ,这 时 可 以 
应 用 著名 的 其 尔 当 定 再 ,平面 上 的 任 一 着 尔 当 蝎 线 必 将 该 四 4-7-3 
一 部 分 的 芝 点 日 六 入 可 来 的 连续 此 认定 与 该 其 当 册 线 相克 ,这 时 然 是 一 个 署名 的 应 该 证 明 
的 结果 ,但 我 们 不 再 引述 其 元 长 的 证 明了 (图 4- 7 一 2). 


复 积分 的 另 一 个 情况 是 考虑 f(x,y) 在 复 平面 的 某 一 个 区 域 4 上 的 二 下 积分 | (rdzdy- 由 


$1 所 述 ,讨论 二 重 积分 时 需要 假设 02 若 尔 当 可 测 . 为 此 应 要 求 2 之 边界 39 具有 1 勒 贝 格 测 
度 . 若 我 们 已 假定 了 30 是 一 个 分 段 (其 实 是 分 有 限 段 )C: 曲线 ,这 个 条 件 是 自然 会 满足 的 . 这 是 
我 们 约定 便 候 说 39 为 分 段 C! 曲线 的 原因 . 我 们 既然 要 讨论 复 积分 .最 好 是 使 用 复 记号 .上 面 我 
们 已 说 了 A(x,y) 可 写 为 F(=，= ), 为 简单 起 见 以 下 我 们 就 直接 讨论 f(x，z) 在 2 上 的 积分 
dzdy 也 有 复 记号 ;我 们 把 它 写 成 卫 dz dz .“A" 称 为 外 积 ,关于 外 积 及 其 与 dzdy 的 关系 ,本 书 
最 后 一 章 要 详细 讨论 ,我们 目前 只 要 记 住 :第 一 ,两 个 向 量 A 和 B 的 外 积 ,很 像 通 常 微 积分 教 本 
中 讲 的 向 量 积 ,其 大 小 即 以 这 两 个 向 量 为 边 的 平行 四 过 形 面积 ,所 以 dz Adz“ 是 "一 个 面积 .这 
自然 十 分 适合 二 重 积分 的 需要 .第 二 :外 积 运算 适合 分 配 律 和 反 交换 律 ， 
AA{B+C)=AAB+AAC, 
AAB=-BAA, 所 以 AAA=0. 
我 们 目前 只 需 把 它们 当 作 一 种 形式 规律 ,而 且 能 “承认 " 它 * 很 自然 就行 
了 . 它 很 像 通常 微 积 分 教 本 中 讲 的 向 量 积 , 但 是 它 又 比 向 量 积极 大 地 深化 
了 ,这 一 切 我 们 将 在 第 七 章 中 详细 讨论 .有 了 这 两 点 "约定 " ,我 们 可 知 
dzAdz= (dr +idy} A(dz -idy) = -2idx Ady. (9) 
所 以 凡 讲 到 复 的 二 重 积分 时 ,我 们 总 把 dzdy 理解 为 dz A dy, 并 接 上 式 将 


卫 (者 尔 当 曲线 ) 


lzl=1 


图 4-?-3 
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它 窟 成 于 dz Adx. 

最 后 还 有 一 点 要 提醒 ,在 讨论 某 一 简单 封闭 曲线 L 上 的 积分 时 ,时 常 要 在 L 上 规定 一 个 “ 定 
向 ” 道 常 讲 的 顺 、 逆 时 针 方 向 与 左 ,右手 坐标 系 部 是 讲 的 “定向 " 阿 题 一 一 L 上 的 定向 是 相对 于 
工 所 围 的 区 域 而 言 的 ,因为 前 面 介绍 的 车 尔 当 定 理 已 指出 ,把 整个 复 平面 分 成 ( 即 “ 围 成 ") 两 个 区 
域 ,现在 指定 其 中 一 个 ,使 当 一 点 沿 L 运动 时 此 区 域 恒 在 左 方 ,就 说 此 方向 对 于 所 指定 的 区 域 是 正 
向 .例如 单位 圆周 对 于 单位 郴 而 言 送 时 针 方向 就 是 正 向 (图 4-7- 3). 上 上 规定 了 一 个 止 向 后 就 说 
L 是 有 定向 的 .但 有 时 也 要 讨论 L 不 是 简单 曲线 的 情况 ,这 时 LL 上 的 “ 正 向 "就 纯 属 一 种 约定 . 

现在 我 们 可 以 讨论 复 积分 了 .我 们 现在 讨论 第 一 种 情况 , 即 一 维 的 L 上 的 曲线 积分 , 即 要 求 
一 个 连续 函数 /(z) = w+iv 沿 一 分 段 C' 曲线 工 由 A 点 到 B 点 的 积分 .这 里 上 是 有 定向 的 ,而 
由 A 到 B 即 为 正 向 (将 定向 倒转 为 由 B 到 A 为 正 向 的 周记 作 一 工 ). 我 们 给 出 

定义 ! /(<) 没 有 向 中 从 上 电 4 乔 B 的 职 分 宕 义 为 


jos - fa)dz= 上 (z+ioj(dz+idy) 


s an 
= udz ~ vdy+i| dz + udy. (10) 
4 4 


式 右 的 积分 是 通常 的 实 曲线 积分 . 
当然 我 们 也 可 以 仿照 实 积分 的 方法 定义 此 积分 为 积分 和 的 极限 


| fde=lim DY C8) 6) 
名 


这 个 定义 与 上 面 的 定义 1 显然 是 一 致 的 . 

在 我 们 关于 上 的 光滑 性 和 了 (x) 的 光滑 性 的 假设 下 , (10) 中 的 积分 显然 是 存在 的 ,而 且 就 是 
通常 的 黎 曼 积分 .所 以 下 面 不 再 讨论 可 积 性 问题 . 

如 果 工 有 参数 式 (1) , 则 因 其 中 的 z(:)、y(t) 均 为 分 段 C 的 ,而 A,B 两 点 分 别 相应 于 参 
数值 := a 和 #1=6, 着 记 z(2)=zx (tf)+iy (1), 由 (10) 式 立即 有 ; 


s 
{aes ffs) ae (11) 


现在 我 们 将 参数 变 为 :=z(7r), 丽 a=t(a),b=t(8) .并且 也 设 1=1(r) 为 分 段 Cl 旺 数 , 则 由 
上 式 右 方 作 变量 变换 又 得 


BB 
| = | Fle(e(e)e (Derar 
PB 
= [lzC(r))e (rdr. 


其 形式 与 (11) 是 一 样 的 .可 见 积分 人 ro 之 值 与 参数 选取 的 方法 无 关 . 我 们 特别 要 作 一 个 变 


换 := -=, 则 参数 = 之 值 在 -5sr 委 -a 中 ,rt 由 小 到 大 变化 就 相当 于 = 沿 反 向 变化 ,或 者 说 = 
在 - 工 上 变化 .由 上 所 述 有 


[f(az= | fe- dr 
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但 上 式 右 方 是 复 值 函数 的 实 变量 积分 ,所 以 可 以 应 用 实 变量 积分 的 变量 变换 公式 ,把 - x 改写 为 
上 而 有 
a 四 
rodz =| flz(2)]z’ (1)de= -| FLz(r)]z (ad 


I 


一 一 [Ka)ar- (12) 


这 是 一 个 很 重要 的 性 质 ,只 在 L 上 有 了 定向 以 后 才 会 有 它 成 立 . 

积分 (10) 的 许多 性 质 ,例如 对 被 积 函 数 的 线性 性 质 以 及 对 积分 路 径 的 可 加 性 都 和 实 黎 曼 积 
分 一 样 , 现 在 我 们 要 讨论 关于 积分 (10) 的 一 个 估计 . 工 的 参数 式 (11) 中 的 参数 : 自然 是 实 的 ,如 
果 工 的 定向 对 应 于 :上 由 小 变 大 ,出 由 (11) 有 


[fa < Aol as 
但 | 20) 上 = 人 (0)?+y (4, 以 而 当 di>0 时 ,|z()1di=ds= 1qzl. 所 以 我 们 有 
[reaaz <| 1f(z)1laz|= 『 f(s) las. 
这 里 出 现 了 对 弧 长 的 积分 ,这 是 一 种 与 (10) 不 同 的 曲线 积分 ,其 定义 为 
[fa ela [ee 
而 且 规定 参数 + 由 小 变 大 ,这 种 积分 与 (10) 不 同 之 处 在 于 它 不 区 别 了 与 _ 工 ， 
Jam ja = 人 FAC (la. 


a 


= Maas. (13) 


不 论 如 何 取 参 数 , 最 后 成 为 通常 的 定 积分 时 总 是 由 小 的 参数 值 积 到 大 的 参数 值 ,我 们 称 它 是 在 
“不 定向 "的 [上 的 曲线 积分 .许多 常用 的 微 积分 教材 中 则 把 它 称 为 “第 一 类 曲线 积分 "而 把 前 而 
讲 的 称 为 第 二 类 曲线 积分 . 其 区 别 在 于 前 者 适合 (13) 式 而 后 者 适合 (12) 式 .由 于 通常 的 一 维 定 积 
分 是 在 x 轴 上 积分 的 ,x 轴 自 然 是 已 定向 的 ,而且 我 们 都 “默认 "其 正 向 是 x 由 小 变 大 一 向 右 ， 


所 以 它 是 "第 二 类 积分 ”但 通常 的 二 重 积 分 (xy) drdy 由 于 我 们 也 “默认 ”了 dzxdy 作为 面 


积 单元 总 是 非 负 的 .因而 无 所 谓 定向 , 即 无 所 谓 - 0 上 的 积分 .所 以 是 在 “不 定向 "区 域 上 积分 ， 
是 “第 一 类 积分 ”. 这 个 区 别 反 映 在 它们 芍 变 量变 换 公式 上 ,对 前 者 我 们 有 


[psare 站 arcoat， ax(a) ,6 xz(B)， 
过 “() 就 相当 于 (12) 式 中 的 (1). 对 后 者 则 有 
fearay= 和 eol 2 


dsdt. 


|ae Se | 出 相 应 于 1 | .第 二 类 积分 可 以 化 为 第 一 类 积分 如 下 


J 站 eolGan La’) ds, a<s. 
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这 里 出 现 因子 sgn 工 : 当 工 的 正 向 与 y 由 小 到 大 的 方向 一 致 时 就 取 为 + 1 ,否则 就 取 为 - 1. 当然 ， 
这 只 是 形式 上 的 改变 ;把 工 定向 的 改变 转移 到 因子 sgn L 上 去 了 . 

但 是 这 究竟 是 一 个 很 重要 的 区 别 .第 七 章 中 还 要 仔细 讨论 .本 节 中 我 们 则 只 限于 讨论 第 二 类 
的 积分 (10) .由 于 它 的 实 部 和 韦 都 是 形 为 


[Pry)ar + Qe,y)dy (14) 


的 积分 ,我 们 就 从 讨论 它 开始 . 3 
2. 柯 西 定理 ”如果 上 AB 的 两 端 -- 端 4 固定 , 另 一 端 B 为 z 可 以 
变动 , 则 积分 路 径 L 的 选择 ,将 影响 积分 (14) 之 值 .宁可 说 积分 (14) 是 也 
工 的 泛 函 ,而 不 能 说 (14) 定 义 了 一 个 = 的 函数 .为 了 使 此 积分 定义 z 的 
西数 就 需要 它 与 积分 的 路 径 无 关 . 在 通常 的 微 积分 教材 中 都 介绍 了 格林 
je + Qe- 各- 千 dy 国 47 
0 
这 里 ?29 对 于 9 取 正 向 .如 果 (14)} 与 工 无 关 , 作 丙 条 工 , ,上 连接 4 ,5 ,如果 由 A 出 发 沿 L, 到 有 
再 由 吾 沿 一 志 : 返回 到 4 形成 一 个 闭路 包围 了 -- 个 区 域 @, 即 世 -=30( 图 4-7-4), 而 若 
P,Q 在 QUan = 全 上 相当 正规 , 则 积分 (14) 与 上 无关 的 充分 必要 条 件 是 


aQ 3aP 
0 (15) 


二 而 我 们 说 的 “相当 正规 "是 指 忆 和 QQ 在 QUa0=D 上 属于 C1! ,其 虽 的 是 为 了 使 格林 公式 适用 ， 


但 这 显然 是 过 强 的 条 件 .实际 上 ,只 要 和 Q 在 站 上 连续 而 在 0 上 具有 一 阶 连 续 导数 ,39 是 简 
单 可 求 长 曲线 即 可 .但 是 证 明 却 十 分 困难 ,而 对 理解 事物 本 质 助 益 不 大 ,所 以 我 们 宁 取 < 相当 正 
规 " 的 模 类 说 法 以 绕 过 困难 . 

在 条 件 (15) 之 下 积分 (14) 确 实 成 了 z=(z,y)( 即 B 点 ) 的 函数 囊 (xz,y) 了 , 当 1 为 单 连通 
区 域 (什么 是 单 连通 我 们 下 面 再 解释 ) 时 ,@(zx,y) 是 单 值 遂 数 . 第 二 章 中 我 们 明确 指出 , 凡 函 数 
均 应 为 单 值 的 ,而 对 常见 的 多 值 函 数 应 如 何 理解 也 作 了 仔细 的 讨论 ， 下 面 我 们 也 将 对 站 不 是 单 
连通 ,从 而 B(xz,y) 具 有 多 值 性 问题 作出 解释 ,总 之 .Pdr + Qdy 将 成 为 (x ,y) 的 全 微分 ,于 是 


这 样 一 来 就 发 现 条 件 (15) 即 之 多 = 立时 .这 个 似 平 不 引 人 注 目的 事 在 物 理 上 却 有 很 重要 的 全 


ray 355 
意 .如 果 设 有 静电 场 E=(E.,E,), 而 P,Q 是 E 的 两 个 分 量 , 则 积分 (14) 表 示 将 单位 电荷 由 A 
移 到 点 电场 所 作 的 功 .这 个 功 的 大 小 (如 果 固 定 4 点 ) 只 决定 于 B 之 位 置 而 与 由 A 到 BB 的 路 
径 选 取 方法 无 关 . 物 理学 中 有 许多 场 都 具有 这 个 性 质 . 例如 静电 场 与 引力 场 ,这 种 场 称 为 有 势 场 ， 
画 数 和 (z ,?) 称 为 势 函 数 ( 不 过 在 物理 学 中 我 们 却 称 Utx,y)= 一 鱼 (zsy) 为 电位 , 它 与 电场 强 
度 的 关系 是 = - grad U. 对 于 引力 场 ， 如 称 为 势能 .势能 也 叫 位 能 , 即 由 位 置 引起 的 “ 蓄 势 待 
发 "的 能 ) . 势 耳 数 的 存在 是 一 个 在 数学 上 和 物理 上 都 十 分 重要 的 事 ,机 书 中 将 多 次 在 第 七 章 中 诅 
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到 这 个 问题 
现在 我 们 就 回 到 复 积分 的 情况 .首先 我 们 引 人 格 林 公 式 的 复 表述 方法 .现在 我 们 引入 两 个 形 


趟 符号 . 
113 ,3 2 二 (过 -二 ] 
= 二 ( 疗 i 序 儿 冯 = 六 ( 芭 'asyh’ 


dz 
称 为 让 贝 (Pompeiu) 记 号 (Pompeiu 是 罗马 尼 亚 数学 家 ) 而 f(z) = w+iw 为 解析 的 C-R 条 件 即 
=0. 
EE 
现在 我 们 有 
定理 1 车 f(z)EC'(n) 而 30 是 分 段 C! 曲线 , 则 
rodz= [arndz (16) 
an 日 


这 个 定理 我 们 不 加 证 明了 .因为 它 就 是 对 (10) 中 的 两 个 实 曲线 积分 区 -vdy 与 
ja 


rar + xdy 应 用 实 的 格林 定理 的 结果 ， 


但 车 注意 到 


of af, _1 af 一 137 a 
df dr tdy = 让 [3 Caz 1 dz)+ Ta Cae dz)] 
-并 ass 
dz 
再 利用 “外 积 ” 人 的 反对 称 性 :dz A dz =0, 就 可 以 把 (16) 化 为 
| Asydc= | az Aas. (17) 
日 之 


请 读者 决 不 要 对 此 等 闲 视 之 .表面 上 看 这 里 只 有 一 些 简单 的 形式 计算 ,而 实际 上 却 揭示 了 积分 深 
刻 地 体现 了 一 种 对 俩 性 .上 一 节 我 们 说 积分 可 以 看 作 作用 在 被 积 函 数 上 的 泛 丙 ,因而 得 出 了 广义 
导数 妃 至 广义 函数 ,这 是 在 被 积 函 数 空间 的 对 偶 空 间 ( 即 连续 线性 泛 函 之 空间 ) 上 做 文章 ,现在 更 


进一步 看 到 被 积 函 数 与 积分 区 域 之 间 也 有 一 种 对 偶 关系 :对 /的 求 导 运 算 -”( 昌 然 现 在 只 是 一 
日 


个 形式 记号 ) 与 对 0 的 一 个 拓 补 操作 一 一 取 边 缘 一 -3 相对 偶 .(17) 式 只 是 深刻 的 斯 托 克 斯 定理 
最 简单 的 情况 .斯 托 克 斯 定理 是 第 七 章 的 重要 内 容 . 

现在 回 到 F(z) 是 = 在 QCC 中 的 解析 函数 的 情况 . 先 设 0 有 一 个 子 域 0, ,其 边缘 32) 是 
一 个 着 尔 当 曲线 ,其 内 域 即 0, ,通常 我 们 设 Q, 为 单 连 通 的 , 单 连通 的 定义 下 面 寡 给 .这 时 利用 
格 困 公式 (17) 立 即 可 得 . 


定理 2( 柯 西 定理 ,1875) 落 f(z) 在 0 中 角 析 ,DCCQ,30, 是 分 段 C 的 车 尔 当 曲线 ,而 
屋 9, 为 其 内 城 , 则 


| f(z)dz =0. 


286 第 四 章 可 分 学 


证 明 非 常 简单 ;直接 利用 (17) 式 即 可 .问题 在 于 定理 的 陈述 .我 们 没有 说 | /(z)dz=0, 因 为 


(zx) 在 30 上 是 否 有 定义 尚且 不 知 ,更 说 不 上 是 否 可 积 了 - 如 
杂 我 们 将 条 件 改 成 "F(= ) 在 上 解析 ”, 则 由 函数 解析 性 的 定 


义 可 知 , 它 必 在 的 某 一 个 邻 域 中 解析 .把 这 个 邻 域 记 为 0 而 
把 原来 的 改写 成 风 , 即 得 .我 们 对 此 定理 的 陈述 还 大 有 改进 


的 余地 . 例如 设 39 是 分 段 C! 曲线 ,f(z) 在 0 中 解析 ,而 在 人 -如 
上 连续 又 如 何 ? 结果 是 :定理 2 此 时 仍 是 对 的 -实际 上 ,现在 通 Li 和 
用 的 许多 关于 复 分 析 的 书籍 中 ,这 个 定理 的 条 件 都 放宽 了 , 因 
为 人 们 后 来 把 fz) 在 xn 点 解析 的 定义 收成 了 : f(z) 站 zx。 的 
某 一 邻 域 中 可 求 导 , 而 不 要 求 产 (z) 的 连续 住 . 这 冬 一 来 就 不 能 再 用 格林 公式 了 . 古 尔 萨 (E. 
Goursat) 存 解析 性 的 这 个 定义 下 不 用 格林 公式 证 明了 如 我 们 所 陈述 的 定理 ,所 以 在 有 的 书 上 称 
定理 2 为 箱 町 一 古 尔 萨 定理 .最 后 又 经 许多 人 努力 才 把 条 件 放松 到 “0 中 解析 ,石上 连续 ,日 30 
是 可 求 长 曲线 ”证明 复杂 多 了 ,但 对 问题 的 理解 好 处 有 限 . 所 以 我 们 采用 现在 的 讲法 . 

真正 的 问题 有 二 :一 是 积分 路 径 不 一 定 是 若 尔 当 昌 线 ,而 可 以 自 交 .也 不 -- 定 是 某 区 域 的 边 
销 . 对 这 个 问题 的 处 理 的 方法 如 下 :曲线 由 再 线段 构成 ,而 阴线 段 是 闭 间 1= [0,1]CR' 在 某 映 
射 :TI->C 下 的 像 (这 里 C 指 复数 域 ,T 中 的 变 元 就 是 曲线 外 的 参数 ) ,[ 的 两 个 端点 (不 妨 设 为 
= 0,z= ]) 的 像 构成 曲线 段 的 边缘 , 记 作 3(AB) 不 过 起 点 加 上 负 号 ,终点 带 上 正 号 ,以 示 该 曲线 自 
的 定向 :a0( AB) = 8 ~ 及. 每 个 起 线段 称 为 一 个 1 维 单 形 (simplex) ,而 一 条 曲线 则 由 有 限 多 个 1 
维 单 形 “首尾 相连 "而 成 ,我 们 可 以 形式 地 写 为 

L=AAl+tA A t+Ay 1B,A= A B= A,, 


A B=Ay 


图 4-7-5 


3L = 引 (AhA4)+3(AA)+…+a(Aw DB) 

=(B- Aw) + (Awt— Anca) t+ (A -AD+(A -A) 

=B-A. 
其 中 例如 A, 出 现 两 次 ,一 次 取 正 号 表示 它 是 A A, 之 尾 , 另 一 次 取 负 号 表示 它 是 A, A, 之 首 ,这 
就 是 “首尾 相连 "的 意思 一 一 因 首 帅 相 连 , 故 正 负 相 消 . 二 是 ,一 条 曲线 称 为 一 个 1 维 链 (chain); 
链 是 单 形 的 代数 和 .如 果 一 条 曲线 是 封闭 的 , 即 上 面 的 A 与 B 相同 而 又 首尾 相连 ,从 而 2 上 = 0， 
就 称 它 是 一 个 招 链 或 循环 (cycle) .所 以 积分 区 域 L 就 是 一 个 闭 链 . 现 在 我 们 把 1 这 个 闭 链 分 解 
如 下 :如 果 上 有 自 交 点 ,我 们 可 以 把 二 分 成 几 段 ,使 每 一 自 都 从 一 个 自 交点 开始 并 再 回 到 此 点 ， 
但 此 段 之 中 不 再 有 其 它 自 交点 ,于 是 每 一 段 都 是 一 个 闭 链 ; 

L=Li+tLt+L,. 


然后 就 有 
[eae 立 jar， 


Pm 
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而 每 一 个 已 都 是 一 条 封闭 的 若 尔 当 曲线 . 
第 二 个 问题 是 看 L 是 否 和 包围 一 个 区 域 只 .为 此 我 们 叉 把 品 分 8 

成 上 个 小 的 曲 边 三 角形 入 ABC Cj = 1,2,… ,起 ) ,所 以 我 们 形式 地 2 

把 它 记 作 0 = 守 人 入 B,C, 并 称 之 为 一 个 2 维 链 (图 4-7-6) 每 /NX A 

个 这 样 的 三 角形 称 为 一 个 2 维 单 形 , 对 每 个 三 角形 入 ABC ,我 们 

定义 其 边缘 是 


a(AABC)-BC,+CA,+AB,. 
边缘 的 定向 的 要 求 是 :其 定向 必须 与 39 原 有 的 定向 相 容 .因为 把 0 4 
划分 成 三 角形 是 利用 29 再 加 上 一 些 曲线 段 形 成 的 .在 最 简单 的 情况 
下 ,后 加 上 的 曲线 段 一 定位 于 两 个 三 角形 共同 的 边缘 上 . 这 两 个 三 角 
形 一 在 其 左 . 一 在 其 右 . 所 以 这 个 加 上 的 曲线 一 定 要 走 两 次 且 方 向 相 B 可 
及: 第 一 次 保持 茶 一 个 三 角形 在 其 左 方 从 而 定义 了 这 一 次 走 的 是 下 jaggy- Or 人 
网 .第 二 次 一 定 要 走 反 向 以 保持 另 一 个 三 角形 在 左 方 . 这样 一 来 ,如 
果 原 来 的 2 被 划分 成 了 Di + +…+ ,0 = 人 ABC 则 图 4-7-6 


30= >)3(AABC)， 


一 个 区 域 的 边缘 一 定 是 一 个 闭 链 ;因为 池 缘 再 没有 边缘 了 :例如 一 个 加 各 的 边缘 是 圆周 ,但 圆周 
再 没有 边缘 了 ,或 者 说 其 边缘 为 0. 因 此 


PNA=9L=0. 
总 之 ,我 们 有 
=0. 
这 是 一 个 很 深刻 的 关系 式 ,将 来 我 们 会 看 到 , 它 与 微分 学 的 一 个 基本 公式 -2 = 下 是 互相 对 个 的 . 


ray dyadx 
至 此 为 上 上 ,我 们 都 是 在 作 一 些 形式 运算 .读者 会 问 ,边缘 为 零 何不 直接 说 是 边缘 为 一 空 集合 ? 
为 什么 要 说 “ 单 形 之 和 ” ,而 不 说 是 一 些 单 形 的 并 集 ? 我 们 正 是 有 意 不 用 集合 的 语言 ,而 把 几何 问 
题 用 组 合 的 方法 化 为 一 些 形式 运算 .这 样 就 可 以 用 代数 学 的 方法 去 研究 它 .这 个 观点 是 19 世纪 
来 由 法 国 大 数学 家 庞 加 菜 首 创 的 , 它 是 代数 拓扑 学 或 称 组 合 拓扑 学 的 开始 ,是 现代 数学 一 个 重要 
的 支柱 ,而 在 积分 学 中 开始 介绍 它 是 最 自然 的 办 法 . 
在 这 样 处 理 了 这 两 个 问题 之 后 ,我 们 将 得 到 


定理 3( 柯 商定 理 的 一 般 形 式 ) 设 f(z) 在 QCC 中 解析 ,0,Cn 有 分 县 C 边缘 , 则 
[ f(z)dz=0. 


证 将 0, 写成 一 个 2 维 链 如 前 所 述 .为 此 只 需 在 0, 中 另 加 进 有 限 多 条 则 线段, 于 是 0, = 


Q) 几 而 每 个 w 都 是 一 个 2 维 单 形 , 即 一 个 曲 边 三 角形 .对 于 每 一 个 由 都 可 以 应 用 单 连 通 情 况 


2 


下 的 柯 西 定理 , 即 定理 2 ,于 是 
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| roaz=o， 


罗 


我 们 来 分 析 每 一 个 3w, . mw 作为 一 个 曲 边 三 角形 ,其 边缘 是 三 个 1 维 单 形 ,而 且 各 赋 有 正 向 
一 一 即使 得 w 在 其 左 侧 的 定向 
加 的 曲线 眉 . 关 于 第 一 类 ,容易 看 到 整个 30, 都 被 分 成 若干 段 ,而 每 一 段 都 在 某 个 曲 边 三 角形 的 
边缘 上 ,所 以 第 一 类 1 维 单 形 加 成 一 个 1 维 链 30, , 它 当然 是 一 个 闭 链 .再 看 第 二 类 ,它们 来 自 外 
加 的 曲线 ,所 以 每 一 个 都 是 两 个 相 邻 曲 边 三 角形 之 公共 边 .这 两 个 三 角形 分 别 位 于 其 左右 侧 , 所 
以 任 取 一 个 1 维 单 形 =, 它 赋 有 正 向 后 使 某 一 曲 边 三 角形 人 , 在 其 左 侧 .这 样 ,与 它 相 邻 的 曲 边 三 
角形 和 全; 必 使 -a 在 其 边缘 之 中 .这 里 一 定 要 写 - o, 因 为 这 样 才能 使 人 , 在 其 左 侧 .所 以 第 二 类 
维 单 形 必 成 对 出 现 , 一 为 =, 另 一 为 一 =, 这 样 就 有 

Zaw, 一 2 (第 -类 单 形 ?+ a 0) 

=901. 


因此 我 们 有 
| radz= | f(z)dz= 吕 | mdzs0 . 
20 De 人 
定理 证 毕 . 
定理 3 包含 了 多 连通 区 域 的 柯 四 定理 .那么 什么 叫做 单 连通 ,什么 叫 多 连通 呢 ? 如 果 我 们 不 
想 多 用 拓扑 学 的 语言 而 只 来 看 9 是 有 界 连通 区 域 的 情况 ,所 谓 a 为 站 


单 连通 区 域 就 是 说 ?0 把 复 平 而 分 成 两 块 ,一 块 包含 无 穷 远 点 ,不 妨 
称 为 外 城 ，- 块 则 不 包含 无 穷 远 点 , 称 为 内 城 .如 果 30 把 平面 分 成 
+1 块 , 则 说 有 是 n 连通 的 . 这 x +1 块 中 只 有 一 块 含 无 穷 远 点 , 称 为 
外 域 ,其 它 块 就 可 能 是 个 “ 洞 ". 所 以 ,多 连通 区 域 就 是 有 洞 的 区 
域 .每 一 个 “ 洞 "都 有 自己 的 边缘 Pi , m; ,…，P, .外域 由 有 边缘 沁 为 
.它们 都 按 以 前 的 规定 有 各 自 的 正 向 .例如 PT 的 正 向 即 是 把 无益 
远 点 置 于 其 右 侧 的 方向 , 即 逆 时 针 向 ;IT ,…,P, 的 正 向 则 是 顺 时 针 图 4-7-7 
方向 (图 4-7 一 7). 我们 再 一 次 指出 ,这 种 表达 虽然 直观 却 是 不 严格 
的 .但 是 下 面 的 概念 却 是 严格 的 ,而 且 具 有 基本 的 重要 性 ， 

定义 2 车 1 维 闭 链 7 是 一 个 2 维 链 0 之 边缘 , 即 7=30， 就 说 > 后 调 于 0, 记 作 y~0. 车 
两 个 1 维 闭 链 ? 7 与 六 之 姜 是 0 的 边缘 :7 - 7;=30 ,就 说 7 与 ;局 , 同调 , 记 作 司 调 , 记 作 y, ~ y,. 

“1 维 闭 链 " 一 语 中 的 “ 闭 " 字 , 似乎 是 多 余 的 :既然 y 已 是 边缘 ,自然 有 3y = 0( 前 面 已 经 说 
了 ) ,再 加 闭 字 岂非 多 余 ? 确实 如 此 ,但 是 在 为 ~ y, 中 ,我 们 只 知 x, - 六 是 闭 链 而 对 yi 六 分 
别 是 否 闭 链 并 不 清楚 ,但 是 同调 关系 是 用 来 处 理 闭 链 的 等 价 分 类 的 ,所 以 车 Yi,Y; 本 身 并 非 闭 
链 , 说 ,~7, 就 只 是 一 种 方便 说 法 .所 以 在 定义 中 必须 指出 y, ,7, 是 闭 链 . 

现在 回来 看 森 西 定理 .利用 上 图 ,我 们 再 引入 一 些 闭 链 y, ,7y,,…, 7, .这 一 次 加 = T, 即 定 
向 也 不 变 , 但 y = 一 一 2 部 具 部 的 那些 闭 链 也 改 成 以 递 时 针 方向 为 正 向 . 令 了 = 力 
才刚 有 3 有 = 加 一 四) 一 为 -了 所 以 加 局 亩 于 了 ,而 定理 
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3 即 成 为 
rar- | rodz- | redz=0， 
n 加 了 
亦 即 
#2)ae= | ad 


mm 了 


一 般 而 言 ,我 们 有 
定理 4( 柯 西 定理 的 同调 论 素 述 ) 设 F(z=) 在 人 0 中 解析 ,y, ,7 为 2 中 的 两 个 闭 链 ,车 7 一 


72; 则 
| rodz= | f(a 


注意 ,同调 关系 是 一 个 等 价 关系 ,互相 等 价 的 闲 链 形成 一 个 同调 类 .所 以 定理 4 实际 上 是 说 ， 
对 于 固定 的 A(z)dz ,积分 值 决定 于 积分 路 经 的 同调 类 ,下 面 我 们 还 要 指出 ,被 积 表达 式 f(z )dz 
(我 们 不 说 被 函数 7 =) 而 说 被 积 表达 式 , 其 中 有 深意 融 , 详 见 本 书 第 七 章 ) 也 有 某 种 等 价 关系 , 称 
为 上 同调 关系 .积分 值 其 实 依赖 于 f(x)dz 的 上 同调 类 . 这 叫做 斯 托 克 斯 定理 , 详 见 第 七 章 .所 以 
定 积分 实际 上 去 现 了 同调 类 与 上 同调 类 的 对 侦 关 系 . 

有 了 柯 西 定理 就 可 以 回答 复 积分 的 原 函 数 问题 .一 个 复 变量 函数 AP( x) (暂时 不 问 它 是否 解 
析 函 数 ? 的 原 函 数 F(z) 就 是 适合 F'(z) = A(z) 的 函数 , 对 于 实 变量 函数 A(x) ,如 果 它 连续 , 则 


一 定 有 原 函 数 , 它 的 具有 可 变 上 限 的 黎 曼 积分 | f(z)dt 就 是 一 个 原 函数 .但 对 复 变量 = 情况 就 


不 同 了 .这 时 [x 5)d$(& 也 是 复 的 ) 就 不 只 依赖 于 = ,同时 还 依赖 于 由 a 到 = 的 路 径 工 ,所 以 它 
不 是 = 的 画 级 -为 了 讨论 所 =) 的 原画 数 应 设 此 积分 与 路 径 无 关 , 由 此 我 们 容易 想到 , 若 f(z) 是 
吕 中 的 解析 函数 , 则 积分 [x $8)dz 已 经 与 路 经 无 关 (当然 这 时 应 规定 路 径 只 在 0 中 变动 ) , 它 
是 否 为 x) 的 原 函 数 ? 讲 到 这 黑 应 该 提 到 ,在 复 域 中 研究 解析 函数 有 两 种 观点 :局 部 的 和 整体 
的 -局 部 观点 如 下 :首先 在 一 点 附近 定义 fz) 的 解析 性 (利用 广 (z) 连 续 以 及 C 一 RR 方程 ), 然 后 


问 f(z) 在 这 “一 点 附近 "以 外 是 否 解 析 ? 这 时 就 需要 作 解 析 延 拓 . 如 果 作 了 “… 切 可 能 的 " 拥 
析 延 拓 , 则 得 到 一 个 整体 的 解析 冰 数 .整体 地 研究 它 就 发 现 它 可 能 是 多 值 的 ,为 此 就 要 引信 黎 曼 


及 面 的 概念 . 具体 的 解 杭 延 拓 如 何 实现 ? 第 二 章 中 讲 了 一 些 初等 的 方法 如 处 理 Vz 那 样 ,一般 地 
则 可 以 用 震级 数 一 一 泰勒 级 数 . 现在 我 们 指出 ,在 证 明了 [rp 是 扰 z=) 的 原 函 数 以 后 ,这 个 


积分 实际 上 正 是 把 大 活 数 沿 积 分 路 经 必 解 延 拓 的 具体 方法 之 一 .因此 我 们 先 从 了 (5)d5 已 


经 成 为 = 的 函数 F(z) 开 始 . 但 首先 设 Q 是 一 个 单 连通 区 域 , 蔡 至 只 是 | = - e1< r, 它 是 e 点 的 
单 连通 邻 域 ,并 在 4 中 证 明 我 们 的 结论 . 即 我 们 采取 局 部 的 观点 .至 于 如 何 把 这 些 结果 解析 延 拓 
到 整体 去 ,最 后 会 得 到 一 个 什么 样 的 多 值 函 数 , 则 是 另外 一 回 事 了 .由 此 至 定理 8 都 这 样 处 理 , 所 
以 下 面 不 再 说 这 样 的 话 了 . 今 证 F(z) 是 F(=) 的 原 函 数 . 为 此 我 们 来 考察 
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忘 IF(s+Az) - F(z)] .我们 先 取 一 个 路 径 工 联结 a 与 z 这 样 得 出 F(z) = |r(z)ds .在 计算 


F(z+Az) 时 ,因为 积分 与 路 径 无 关 , 我 们 到 一 个 特殊 路 径 L, = 工 +[z,z=+Az], 这 里 [=,z+ 
人 对 宸 示 连 接 这 两 点 的 直线 段 ( 当 | Az | 充分 小 时 ,这 个 直线 段 总 在 人 中). 所 以 


1 = 上 + -flz .在 计 
站 [Peta9-F6)]- 店 | f(b) dt= /02) 本 网 [7 的 -Kaz) ]dt. 在 计算 第 


一 项 时 我 们 利用 了 | d<= a=, 这 二 湾 由 积分 的 定义 算出 而 下 能 用 生 视 - 革 有 尼 志 公式 加 
+ 四] 

为 在 复 域 中 这 个 公式 是 否 成 立 还 不 得 而 知 .至 于 第 二 项 ,利用 (x) 之 连续 性 有 

工人 Cep-Aalaz 


.1 
ST wD- A | laz| 


Axz [eirasl | [>,3+as] 
= ,max If( -f(z)| 0. 
由 此 得 到 下 面 的 
定理 5 单 连 通 区 城 0 中 的 解析 函数 /=) 必 有 原 到 数 F(z)= 了 (yay, 其 中 ae 9, 而 和 
分 路 径 含 在 Q 中 . 


“这 里 要 求 a 是 连通 的 是 因为 这 个 积分 只 能 在 合 a 的 连通 分 支 中 定义 F(z). 至 于 单 连通 间 
题 下 面 再 说 - 

定理 6 单 连通 区 域 9 中 的 仍 析 函数 z) ,车 以 F(=) 为 其 二 个 原 范 数 . 则 F() + C 就 者 
是 几 z) 的 原本 ,而 且 给 出 了 其 全 部 原 是 数 . 

证 与 实 变 函数 情况 一 样 ,我 们 只 需 证 明 若 F'(=)=0, 则 下 (zx)= C 即 可 .但 是 这 里 的 证 法 
与 实 的 情况 不 同 ,因为 复 的 情况 下 没有 拉 格 朗 日 公式 . 这 是 实 的 与 复 的 情况 的 重要 区 别 . 现 令 
Cz)=wu(z,y)+tiv(z,y), 由 于 《xz) 之 秆 应 与 z+ 及 趋向 z 的 情况 无 关 . 令 h 为 实数 , 即 得 
(zx)=w,+iv,, 由 让 (z)=0 即 得 w=wv.=0 于 0 中 .由 C- 民 条 件 又 有 ,三 v, 三 0, 所 区 4， 
v 都 是 常数 ,定理 证 毕 . 

由 此 立即 可 得 复 情况 下 的 牛顿 一 莱 布 尼 芯 公式 . 

定理 7 假设 同上 ,我 们 有 


站 mode= P08) -F(a). 


柯 西 定理 的 逆 定 理 仍 成 立 ,实际 上 我 们 有 
定理 8( 摩 列 拉 (Morera) 定 理 ) 车 f(x) 在 0 中 连续 ,而 0 之 每 一 点 a 都 有 一 个 单 连通 加 


域 ,使 在 其 中 /(5)ay 均 与 积分 响 径 无 关 ( 或 者 说 在 每 一 点 a 均 有 一 个 单 连 通 邻 贼 ,在 其 中 治 


闭 晤 线 约 在 J/ 人 5ya5=0), 风 f(z) 必 在 0 之 每 一 点 a 的 附近 为 解析 的 . 


证 由 上 所 述 | /(5)at 是 a 附近 的 函数 F{*) ,而 且 F(z) = f(x), 所 以 在 0 之 每 一 点 a 


附近 F(z) 均 有 连续 导数 , 故 F(z) 在 0 中 解析 .下 面 我 们 就 要 证 明 ,解析 汕 数 的 导数 仍 为 解析 
的 , 故 f(z) 在 2 中 解析 而 定理 成 立 . 
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涉及 原 函 数 的 定理 5~8 中 均 很 设 了 9 是 单 连通 区 域 ,这 是 有 深刻 的 成 因 的 .如果 0 是 多 
连通 的 ( 即 有 洞 的 ) 区 域 , 原 函 数 将 是 多 值 的 .这 在 物理 学 上 是 有 根据 的 .因为 原 函 数 的 求法 与 一 
个 场 的 势 的 求法 是 很 相近 的 :车 设 f(z) 一 u(r,y)+iv(z,y) 是 解析 函数 ,F(z) = 名 +i 是 它 
的 原画 数 :F(z) = f(z) .如 果 我 们 让 z 是 沿 z 轴 变 化 的 , 则 F'(x)= 更 ,+ ij 更. .于 是 更 . = 4， 
更 , =v .但 由 C-R 有 条件 ,更 .= -更 ,于 是 有 

=u $= -vo 


即 是 说 , B(x ,>} 是 向 量 (x，- =)( 相 应 于 散 数 (x) = xz 一 io) 的 势 函 数 . 势 函数 成 为 多 值 函 数 ， 
这 在 物理 上 有 重要 的 意义 ,为 什么 在 多 连通 区 域 中 原 函 数 会 出 现 9 


多 值 性 呢 ? 试 利用 积分 式 F(z)= | AKC5)dt 把 Fx) 最 终 解析 


延 拓 到 区 域 2 ,直到 不 能 再 继续 延 拓 ,这 时 30 称 为 F(x) 的 自然 
边界 (natural boundary) ,而 0 中 有 若干 个 洞 8; ,…, .我 们 还 
设 在 2 中 可 以 作 一 个 着 尔 当 曲 线 T, 包围 所 有 的 “ 洞 , 又 对 每 一 
个 洞 Q 可 以 作 一 个 车 尔 当 曲线 了 包围 它 .如 图 4-7-8. 于 是 
对 a 点 和 全 中 一 点 * ,我 们 先 作 一 条 路 径 y, 由 a 到 z. 如 果 再 取 
另 一 条 路 径 7; 由 a 到 z, 则 7, - 7, :成 为 一 个 闭 链 - 这 个 闭 链 的 
构造 可 以 十 分 复杂 .例如 图 4 一 7 -8 中 的 y, -7 实际 上 绕 过 
0 和 0; 各 两 次 .总 之 


图 4-7-8 


思 on 


Pew 


这 里 c, 是 正 负 整 数 或 0. 而 由 柯 西 定理 的 同调 论 表 述 (定理 4) 有 
| /War = | (Odt= De, pdf 


an on , 


= 260 
7 


这 里 4 = [ar.m < 是 整数 


L, Dar- 人 f(Ddet > 2 
这 个 式 子 明 确 地 告诉 我 们 ,多 值 的 原 函数 之 生意 值 一 定 是 它 的 某 一 指定 值 再 加 上 4 的 “ 整 系数 
线性 组 合 ”> )c8 .这些 6 称 为 "周期 "其实 我 们 在 第 二 章 中 就 已 见 到 
Ln z=In z+R*(2xi), 

这 里 的 就 是 整 系数 c,, 2mi 就 是 8 -不 过 我 们 看 到 其 实 周期 是 说 的 对 数 函 数 的 反 函 数 = = ev 有 
周期 2xi. 

细心 的 读 省 马上 就 会 看 到 ,上 面 的 讨论 很 不 严格 . 怎样 证 明 7; 一 7 和 >reP 同调 呢 ? 这 
就 涉及 对 有 洞 的 区 域 上 的 闭 链 之 集合 如 何 刻画 的 问题 .由 此 引进 了 同调 群 这 个 代数 所 站 学 中 的 
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中 心 概念 .可 见 ,一 旦 把 积分 引 人 复 域 而 考 霹 解 析 函 数 的 积分 时 ,这 些 拓扑 学 的 问题 就 很 自然 地 
浮 出 水 面 了 ,尤其 令 人 吃惊 的 是 ,在 20 世纪 后 半期 ,发现 了 它 与 物理 学 有 十 分 密切 的 关系 - 

3. 柯 西 积分 公式 ”我 们 不 但 发 现 了 解析 医 数 的 积分 有 如 此 丰 定 的 性 质 ,进一步 还 发 现 了 ， 
所 有 的 单 值 解 析 范 数 又 一 定 都 可 以 表示 为 一 种 特殊 类 型 的 积分 . 它 不 但 与 上 面 讲 的 拓扑 学 问题 
有 关 ,而且 还 与 上 一 节 讲 的 3 函数 有 关 . 

下 面 我 们 介绍 解析 函数 的 这 种 积分 表示 法 一 一 柯 西 积 分 公式 . 它 是 研究 解析 函数 性 质 的 重 
要 工具 ,但 它 的 应 用 范围 并 不 只 限于 复 变量 的 解析 函数 ,而且 对 实 变量 函数 的 研究 也 有 很 大 的 意 
义 . 所 以 ,我 们 将 在 实 的 情况 下 来 讲述 其 基本 定理 ,然后 再 把 它 用 于 复 的 情况 .但 为 此 ,我 们 先 用 
复 沁 号 表示 实 函 数 .例如 QCC 就 看 成 RR 中 一 个 区 域 ,这 时 我 们 用 另 一 个 字母 w 来 表 藉 它 . 因 


此 ,下 面 凡 说 到 Ci(o ) 就 指 实 变量 (z,y) 在 上 的 复 值 C! 函数 ,而 非 z 的 解析 函数 ,而 反之 
CD) 出 约定 表示 复 变量 的 连续 可 微 函 数 ,因此 一 定 是 解析 的 . 同样 ,对 wxE Cr (5)，, 苞 = 


广 ( 苇 1i 她 只 是 一 个 形式 记号 ， 
定理 9( 柯 西 积分 公式 ) 车 xc Ci(w), 则 对 z Ew， 
om | 和 ar es 
证 记 mwm=|z3zEw, lz 一 5l>el, 这 里 *e 是 充分 小 正 数 .对 ut{z)i(z 一 5 应 用 格林 公式 
《17) ,注意 313 = 虽然 是 一 个 形式 记号 ,但 莱 布 尼 获 乘积 求 导 公式 仍 适 用 十 它 , 这 一 点 读者 容易 自 


行 验证 ,又 因 5 当 $ 尖 < 时 对 < 是 解析 的 ,所 以 在 w 中 也 二 5) 0 这样, 由 (17) 注 意 到 


dzAdz， {18) 


1 
az 
9w. =9w-|z:|z 一 8| 一 e|, 妈 得 

Bujaz 一 四 2 pe 。 
于 ds Adz ule)(e 8) qe-i| (E+ ee ) do 


zt o 
这 里 我 们 应 用 了 在 jz- 51=se 上 x 上 =ee”, 面 zt|=e 的 正 向 是 9 由 0 增加 到 2r. 令 <->0 
即 得 (18) 式 . 
(18) 式 无 论 对 实 的 情况 与 复 的 情况 都 极 重 要 ,而 我 们 现在 要 拒 它 应 用 于 复 情况 :特别 限于 v 
在 万 上 解析 面 且 30 是 可 求 长 曲线 的 情况 ,这 时 22 = 0, 于 是 有 
9 
推论 10( 志 的 柯 再 积分 公式 ) 车 u(z) 在 A 上 解析 , 且 30 是 一 可 求 长 的 着 尔 当 曲 线 , 则 对 
z 后 人 ,有 


<- 直 】 外 (9) 


当然 当 30 为 分 段 C: 明 线 ,而 w 在 0 中 解析 ,在 Q 上 连续 ,上 式 也 成 立 . 
在 讨论 它 的 种 种 应 用 之 前 , 先 要 注意 , 当 在 0 之 外 域 中 时 ,上 式 等 于 0. 这 虽然 是 柯 西 定理 


的 一 个 简单 的 推论 ,部 反 映 了 核 了 一 称 为 林 西 核 一 重要 的 折 扑 性 质 ,以 至 于 我 们 要 用 一 


8$7 复 积分 293 


个 特定 概念 来 刻画 它 ， 
定理 11 次 工 为 - 信 民 ct 阅 曲线 ,而 8 工 , 则 


“90 站 | dz (20) 


2nJz—a 
必 为 一 整数 , 称 为 工 对 于 a 的 环绕 数 (winding number). 
证 作为 + 的 函数 其 原画 数 为 In( < 4), 帮 


工 


这 里 所 =) 表示 天 = 在 工 上 的 蛮 旺 : 任 取 xz。€ ,f(z)|, 表示 f(z) 从 f(zo} 开 始 ,再 令 z 沿 工 
解析 延 拓 一 周 回 到 z。 后 的 终 值 之 增加 值 . 记 za =e ,前 一 项 为 ziarj =0, 后 一 项 为 8|; , 即 是 


nL oa) -lnle -ol| +are(= -0) 


+a 的 辆 角 当 = 依 正 向 络 工 一 周 ( 即 < 滑 上 正 向 缮 a 回 到 起 点 ) 的 增值 .所 以 二 4| ， 即 环线 的 次 数 ， 


这 个 定理 虽然 简单 , 却 有 丰富 的 含意 .首先 , 它 告 诉 我 们 ,在 前 面 定 0 
理 5~8 中 我 们 一 再 强调 原 函 数 从 局 部 观点 看 与 从 整体 观点 看 是 不 同 


的 :这 里 正 说 明了 -二 -的 原 函 数 ln( = - a] 从 整体 看 是 多 值 的 .其 次 , 正 CD 


是 这 种 多 值 性 给 我 们 提供 了 一 个 刻画 工 的 拓扑 性 质 的 重要 的 不 变 

重 一 一 环绕 数 , 它 在 拓扑 学 中 有 重要 的 地 位 .本 节 一 开始 就 介绍 了 著名 工 
的 若 尔 当 定理 ,但 未 给 证 明 .不 证 明 并 不 等 于 说 它 不 重要 ,而 是 由 于 证 明 站 

太 长 ,而 且 这 定理 本 身 未 必 能 很 明晰 地 说 明 问题 . 如 果 路 径 比 图 4-7-8 
还 复杂 ,怎么 能 确定 哪里 是 内 ,哪里 是 外 ? 给 了 一 条 闭 曲 线 工 就 把 复 平 
面 划分 为 若干 决 ,但 不 一 定 基 两 块 ,图 4- 7- 9 就 是 三 块 ,这 个 图 形 所 表示 的 正 是 一 个 复 形 , 它 由 
两 部 分 组 成 ,一 是 整个 最 外 面 的 心脏 形 曲 线 所 包围 的 C 平面 上 的 区 域 ,可 以 写成 IT + 下, 另 一 部 
分 虽 是 内 部 的 曲线 所 围 成 的 , 它 也 是 开 ,但 却 不 能 与 C 平面 上 的 工 + 开 混 奖 , 否 则 按 图 上 所 给 的 
正 向 来 分 别 区 域 的 内 、 外 就 会 有 困难 ,所 以 把 它 看 成 一 个 复 形 (1 + I )+ = 工 +2 了 最 好 ,还 有 


一 均 即 含 无 穷 远 点 的 无 界 区 域 O. 由 定理 3, 仍 有 aa-o OO, 工 和 [三 块 之 中 一 定 有 一 块 


即 我 们 这 里 的 O 包含 无 穷 远 点 ,不 妨 称 为 外 域 ( 如 果 工 本 身 就 通过 无 穷 远 点 , 则 要 修正 我 们 的 
讨论 ,在 复 分 析 中 怎样 讨论 无 穷 远 点 有 一 套 办 法 ,并 在 理论 上 有 充分 根据 ,我 们 不 能 在 这 里 讲 
了 ). 我 们 马上 看 出 环绕 数 以 下 的 性 质 . 

0) 车 上 是 不 自 交 的 著 尔 当 曲 线 ( 图 上 的 是 自 交 的 因此 不 是 车 尔 当 曲线 ). 则 当 a 在 外 域 
中 时 a( 工 ,a)=0,4 不 在 外 域 中 ( 即 在 内 域 中 ) 时 n( 工 ,a)=1. 

(ii) 戎 二 是 多 许 自 交 的 闭 曲 线 , 则 昌 然 仍 有 外 域 , 内 域 是 什么 就 难说 了 .图 4_7-9 中 的 工 ， 
工 刀 一 个 在 娜 一 个 之 内 呢 ? 为 了 区 别 各 块 ,我 们 把 n( 工 ,a) 看 成 aEC\L 的 函数 ,容易 看 到 


d 1f dz Idrl 
和 (Lo mr 再 {as} 


这 时 被 积 函数 又 有 原 函 数 一 


图 4~7-9 


上 ,但 它 是 单 值 务 阁 , 面 与 -的 原 函 数 In( = - 。) 为 多 值 了 数 
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不 相同 . 因此 ,起 In( ,a) =0, 从 而 w( 工 ,4a) = const, 只 要 a 在 变化 中 不 触及 上 即 可 .就 是 说 
A( 上 ,a) 是 一 个 分 氛 常 值 机 数 .例如 在 图 4~7-9 中 


0, a€D; 
sa a€l; (21) 
2, a€[. 
当然 也 可 能 有 这 样 的 二 ,对 于 位 于 不 同 * 块 "中 的 a,n(L ,a) 取 相同 秆 ,但 是 不 论 如 何 ,现在 用 一 
个 可 计算 的 积分 来 刻画 工 的 几何 性 质 , 比 之 车 尔 当 定理 ,总 是 更 容易 理解 和 提 找 . 
现在 再 回 过 头 来 看 柯 西 积分 公式 (19). 那 里 我 们 假设 了 30 是 一 可 求 长 着 尔 当 曲线 ,因此 对 何 


处 是 其 内 域 , 何 处 是 其 外 域 是 很 清楚 的 . 但 是 如 果 考 虑 并 | ,而 工 是 一 个 一 般 的 闭 曲 线 , 即 


可 以 自 交 ,可 以 缠绕 0 的 某 一 个 洞 多 次 ,等 等 ,如 图 4- 7-8 那样 , 柯 西 公式 应 如 何 改 污 ? 从 (19) 
看 ,如 果 令 记 39 为 工 , 则 因 把 平 面 分 成 两 部 分 , 即 9 与 其 外 域 ,很 容易 看 到 工 的 环绕 数 是 


0， = 在 Q 外 ， 
RD 一 | 1 z 在 Q 内 
所 以 ,(19) 可 以 写 为 
| (22) 


于 是 我 们 会 想到 , 若 L 为 区 域 9 中 之 闭 链 , 而 且 ~0, 则 对 在 0 中 解析 ,在 0UL 上 连续 的 
Az 如 果 工 C0, 则 了 (x) 在 QUL 中 连续 的 条 件 自 动 成 立 ) ,应 有 (22) 式 . 它 就 是 一 般 的 柯 西 积 
分 公式 ,这 当然 是 要 证 明 的 ,而 为 此 就 得 把 同调 的 横 念 会 仔细 讲 清楚 ,我 们 这 里 就 略 去 不 讲 了 ， 


注 1 以 上 的 讨论 全 是 以 对 数 函 数 的 多 值 性 为 基础 的 ,而 对 数 函 数 In( x - =) 刚 是 于 一 的 原 


函数 in(z- e) = | ;和 + C. 因 此 在 许多 较 新 的 复 分 析 的 教材 中 就 直接 以 | 和 作为 对 孝 冰 数 


外 =In x 之 定义 .这 样 做 最 大 的 优点 在 于 立即 看 出 环绕 数 与 对 数 的 关系 ,但 是 对 数 函数 的 其 它 性 
质 则 不 那么 清楚 ,更 重要 的 是 这 种 作法 的 优点 在 实 变量 的 情况 下 看 不 出 来 .注意 到 这 个 原 函 数 


w= 从 必定 是 以 下 柯 西 何 题 之 解 : 


dw_1 
dz 
w(1)=0, 

我 们 也 可 以 用 上 述 常 微分 方程 柯 西 问题 之 解 作为 对 数 函 数 的 定义 .尤其 是 ,这 个 函数 的 反 函 数 


<=s(w) 是 下 面 的 柯 西 问题 之 解 


x(0)=1， 
而 可 以 用 这 个 常 微分 方程 柯 西 问题 之 解 作为 指数 阔 数 的 定义 .我 们 在 第 二 章 中 就 是 这 样 做 的 .本 
来 ,一 个 两 数 常 有 多 种 不 同 的 定义 方式 .采用 哪 一 个 方式 全 看 我 们 想 要 研究 的 是 此 函数 的 哪些 性 
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质 ; 用 娜 一 种 定义 方式 又 能 更 快 地 达到 目的 ,并 能 更 好 地 对 这 些 性 质 获得 新 的 洞察 ,发现 新 的 联系 . 
正 是 从 这 一 点 出 发 .我们 在 第 二 章 中 对 一 些 最 常见 的 初等 函数 都 采用 了 微分 方程 来 定义 它们 
还 要 提 到 一 点 ,在 上 一 节 我 们 指出 一 个 具有 第 一 类 间断 点 的 函数 ,其 刀 导 数 从 好 是 5x), 即 


H(z)= [ Bla)dr 
现在 则 有 (我 们 把 a 记 作 了 ,尽管 它 仍 是 复 的 ) 
a(L -而 | de 


2riJjz-x 


1 人 外 ， | 
可 见 二 2 一) 多少 号 8 函数 肥 些 类 似 . 再 说 


(二 | 人 sd- 


Til 一 工 


A 工 在 工 内 ， 
0 工 在 上 外 . 
所 以 I(xz) 之 内 .外 极限 之 差 恰 为 “密度 ”是 数 f(z)|,e, ,这 与 了 钞 数 之 “再 生性 ” (reproducing 
property) 
fer)= 人 De zdt 


也 十 分 相似 ,怎样 从 广义 函数 观点 去 看 待 柯 西 积 分 公式 是 一 个 很 诱 人 的 问题 ,而 县 在 理论 物理 
一 一 量子 场 论 的 发 展 中 起 了 作用 . 

把 微 积分 学 引信 复 域 我 们 在 本 书 中 是 分 成 两 部 分 进行 的 .在 第 三 章 中 先 把 微分 学 引入 复 域 ， 
并 且 得 到 了 关于 解析 函数 的 两 个 定义 .一 个 定义 说 所 谓 的 解析 函数 f(z) 就 是 在 一 点 的 某 个 邻 域 
中 连续 可 微 的 范 数 . 由 此 得 到 C- 肛 方程. 而且 从 几何 上 看 ,ww= f(z) 是 内 = 平面 到 w 平面 的 一 
个 映射 ,里 在 产 (=) 天 0 处 ,这 个 映射 保持 角度 不 变 , 因 此 称 为 共 形 映射 . 这 种 几何 的 观点 是 黎 坚 
的 观点 .我 们 不 妨 称 这 样 定义 的 解析 函数 为 C- R 意义 下 的 解析 函数 .第 二 种 定义 的 方式 是 说 所 
谓 /(z) 在 点 解析 就 是 在 a 的 某 个 圆 形 锅 域 | z - a < r 中 可 以 展开 为 蹇 级 数 的 函 教 .用 寄 级 
数 去 研究 解析 函数 是 瑶 尔 斯 特 拉 斯 的 主要 方法 和 页 献 . 由 敌 级 数 的 性 质 知道 ,在 收 全 回 内 f(%) 


= > a, (x 一 a)" 一定 可 以 无 限 阶 求 导 ( 自 然 也 是 连续 求 导 ), 所 以 这 种 解析 机 数 必 为 CR 意 
=0 


义 下 的 解析 甫 数 .那么 ,其 逆 是 否 成 立 ? 好 在 我 们 还 有 第 三 个 途径 .车 (x) 是 C-RR 意义 下 的 解 
析 函 数 ,利用 格林 定理 立即 可 得 关于 积分 的 柯 西 定理 (当然 也 就 适用 柯 西 积分 公式 ) .但 柯 西 定理 
之 逆 摩 列 拉 定 理 也 成 立 .所 以 我 们 还 可 以 说 .适合 柯 西 定理 的 西数 的 就 是 解析 函数 . 这样 一 来, 解 
析 函 数 就 有 了 三 种 定义 .其 关系 如 下 
宏 级 数 意 义 (或 称 犁 尔 斯 特 拉 斯 意义 ) 一 C ~ R 意义 一 柯 西 定理 意义 ， 

所 以 我 们 只 要 能 再 证 明 : 柯 西 定理 意义 = 震级 数 访 义 , 即 证 明 ; 若 F(z) 在 @ 中 适合 柯 西 定理 , 则 
及 z) 处 可 在 9 内 任 一 点 4 的 邻 城中 展开 为 短 级 数 ,就 得 知 解析 函数 的 这 三 种 定义 是 等 价 的 . 特 
别 是 C- 愉 意义 的 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 解析 函数 是 一 样 的 . 

当然 ,上 面 讲 的 都 是 局 部 意义 下 的 解析 函数 . 

现在 我 们 来 证 明 , 若 /(z) 在 a 点 附近 连续 可 微 (从 而 满足 CRR 方 程 ,从 而 是 C- 尺 意义 下 
的 解析 丙 数 ). 必 在 这 点 附近 任意 阶 连续 可 微 . 实 际 上 ,满足 C-RR 方程 , 则 亦 满 足 柯 西 积分 公式 . 
在 a 点 的 这 一 个 “附近 "中 取 开 区 域 0 ,使 30 为 分 段 C! 曲线 工 =30, 则 对 zE Q 有 
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HD 
/= 机 | eet (23) 


因为 =E 0 故 = 生 99 而 上 式 中 的 分 母 #- + 天 0. 用 合 参 变量 = 的 积分 对 4 之 可 微 性 (对 = 


之 可 微 性 在 第 三 章 已 证 明了 ) , 即 知 由 (23) 定 义 的 f(z) 在 0 中 连续 可 微 ,其 导数 是 


(5) = 由 | dt, 
再 用 一 次 舍 参 变量 积分 的 知识 知 广 (z) 在 0 中 连续 可 微 . (我 们 也 可 以 分 开 被 积 函 数 的 实 \ 夫 部 
再 用 实 区 曼 积分 的 知识 ,证 明 广 (x) 之 实 \ 虚 部 的 偏 导数 适合 C - R 方程 ,这 一 切 都 不 再 说 了 .) 
类 似 地 有 


六 -器 | (24) 


所 以 ,车 f(z) 在 0 中 连续 可 微 , 它 必 在 其 中 任意 阶 连续 可 微 . 
现 取 aE 0 而 作 f(z) 在 4 点 的 形式 泰勒 级 数 
名 站 一 _ uf, {z-a) 
D> (za - 记 吕 1/70 古 ide (25) 
并 研究 它 的 收敛 性 ,因为 5 4 到 90 之 距离 +>0, 在 圆 | z -al 志 r,<r 中 任 取 一 点 z, 则 
lz~al&re<relt-a)l, ftEan, 


z—a 


=8<1, 从 而 级 数 


(za) 1 /za 
Sm za (Et) 


所 以 


在 | 一 al<<ro ,E30 上 对 # 一 至 收 策 .这 样 可 以 用 逐 项 积分 求 得 (25) 之 值 ,而 有 

bd my) 

Re Et 

a [ec 
这 个 式 子 在 1z - a [<r 中 成 立 .但 是 我 们 不 能 说 m 或 r 就 是 泰勒 级 数 的 收 伍 半径 有 ,后 考 是 
[BYTFmTaJ17a1] ,是 由 J(z) 在 a 点 "附近 "的 状况 决定 的 .现在 我 们 的 0 选 得 相当 任意 ， 
因此 上 面 的 r, 和 也 相当 任意 .但 是 我 们 决 不 可 能 取 一 个 把 1z a|< R 包含 在 内 的 区 域 先 作 
口 , 不 然 的 话 , 我 们 将 会 得 出 级 数 (25) 在 收 敏 加 |: - a。| < R 外 仍 收 策 的 结论 ,而 这 与 收 伍 半 径 的 
定义 是 巴 盾 的 .这 样 我 们 就 看 出 , 任 一 解析 函数 在 任 一 点 a 的 泰勒 级 数 的 收敛 圆周 上 必 有 其 一 
个 “ 坷 点 ", 要 不 然 的 话 ,就 可 以 取 上 述 更 大 的 Q 了. 
至 此 ,我 们 已 完全 明白 了 ,C -及 意义 下 的 解析 函数 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 意义 下 的 解析 函数 是 完 

全 一 致 的 


第 五 章 ” 傅 里 叶 级 数 与 傅 里 叶 积分 


$1 傅 里 叶 级 数 一 一 从 什么 是 谱 谈 起 


1. 针 么 是 训 ” 傅 里 时 组 数 和 傅 里 叶 积 分 理论 系统 地 首次 出 现在 健 里 叶 (jean-Baptiste 
Joseph Fourier，1768 一 1830) 的 名 著 《 热 的 解析 理论 》(The&orie Analytique de Chaleur ,有 中 译本 ， 
武汉 出 版 社 ,1993) 中 .这 是 一 部 伟大 著作 .可 以 毫 无 疑问 地 说 , 它 开 创 了 19 世纪 数学 和 物理 学 的 
新 篇 章 . 麦克 斯 书 称 它 是 "一 首 伟 大 的 数学 诗 ". 将 近 两 百年 来 它 的 理论 和 方法 渗透 到 几乎 一 切 
数学 物理 分 支 中 ,成 为 一 个 于 分 广泛 的 数学 分 支 一 一 调和 分 析 , 可 以 说 长 盛 不 衰 . 其 实 傅 里 叶 这 
本 书 最 开始 是 为 了 应 征 巴 黎 科学 院 的 基 赏 求解 而 在 1807 年 担 交 的 一 篇 报告 , 到 1822 年 正式 成 
书 ， 书 上 开宗明义 就 指出 ,自然 哲学 (当时 人 位 对 教理 科学 的 称谓) 的 目的 就 在 于 探讨 自然 界 的 
规律 性 . 牛顿 和 他 的 先驱 们 虽然 已 取得 伟大 成 就 ,星体 的 运动 , 光 的 本 性 、 声 的 传播 等 等 都 被 归 
结 为 儿 个 最 基本 的 规律 ,但 是 热 却 末 探 讨 过 . 而 热 现象 又 是 字 宙 中 最 常见 ,最 基本 的 物理 现象 . 
传 里 叶 研 究 它 , 不 只 着 重 于 国计民生 的 实际 应 用 (当然 他 丝毫 也 未 轻视 这 一 切 ) ,而 且 还 有 例如 下 
述 的 种 种 问题 ;地 球 处 于 太阳 的 热 辐 射 中 , 既 从 太阳 豚 热 ,又 把 热量 辐射 到 空中 ,怎样 才能 达到 平 
衡 ? 因为 太阳 的 热 辐 射 而 产生 的 大 气 运 动 , 怎 样 影 响 气候 ? 同样 因 本 阳 的 热 町 射 而 产生 的 洋流 
有 什么 规律 住 ? 情 里 叶 认 为 这 一 切 都 是 牛顿 未 曾 涉足 的 领域 ,可 是 在 这 部 书 中 同样 地 没有 回答 
这 些 问 题 ,而 且 他 关于 热 的 基本 概念 是 错误 的 ,这 一 点 我 们 在 第 三 章 §1 中 讲 过 . 那么 储 里 叶 的 
功绩 何在 呢 ? 他 在 这 本 书 中 引用 牛顿 在 《让 然 哲学 的 数学 原理 ?序言 中 一 段 话 :“ 几 何 学 的 荣耀 在 
于 , 它 从 咽 处 借用 很 少 的 原理 ,就 能 产生 如 此 众多 的 成 就 "这 其 实 也 是 牛顿 的 方法 论 : 把 一 切 机 


械 运 动 归 结 为 几 个 根本 定律 ,并 进而 写成 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 : mi i) 傅 里 


叶 也 力图 采取 这 个 方法 论 , 他 指出 关于 热 的 纷 经 万 象 ,其 实 都 可 归结 为 热 的 贮存 { 比 热 ) 与 传导 
(导热 率 ) ,然后 明确 给 出 一 个 二 阶 偏 微 分 方程 一 -热传导 方程 . 这 个 方程 我 们 已 在 第 三 章 $1 
中 详细 讲 过 ， 其 次 他 为 求解 这 个 偏 微分 方程 提出 了 系统 的 方法 . 这 个 方法 的 要 点 我 们 将 在 下 而 
讨论 . 现在 的 问题 是 ,经 过 将 近 200 年 的 发 展 , 傅 里 叶 的 理论 与 方法 已 得 到 极 大 的 发 展 ,我 们 可 
否 回 顾 一 下 ,从 中 得 到 一 些 有 助 于 了 解 人 人 们 认识 自然 界 的 富有 成 果 的 思想 ? 从 谱 论 的 角度 来 看 
待 储 里 叶 的 理论 与 方法 (以 下 简称 为 储 里 叶 分 析 或 调和 分 析 ) 无 疑 是 十 分 有 教 益 的 . 
那么 什么 是 “ 谱 " 呢 ? 19 世纪 关于 光谱 的 研究 是 物理 学 的 最 重要 的 问题 之 一 . 光谱 学 (spec- 
troscopy) 是 迈克 尔 孙 ( Michaelson) 和 莫 菜 (Morley) 创 立 的 . 当时 他 们 测量 了 饥 的 谱 线 , 并 以 其 波 
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长 作为 长 度 的 标准 . 迈克 尔 孙 因此 获得 1907 年 的 诺 贝尔 物理 学 奖 . 这 个 长 度 标准 一 直 使 用 到 
20 世纪 60 年 代 才 使 用 氨 86 的 栓 色 谱 线 代替 它 . 光谱 学 被 用 来 从 复杂 的 信息 中 获取 有 用 的 信 
息 ,或 者 在 如 有 人 说 的 ,去 寻找 “隐藏 着 的 周 思 性 ”. 这 是 怎么 回 事 呢 ? 让 我 们 用 一 个 历史 早 得 多 
国 而 更 容易 理解 的 力学 模型 来 说 明 . 
第 三 章 中 介绍 的 偏 微分 方程 ,除了 热传导 方程 以 外 .都 出 现 于 18 世纪 中 期 以 前 ,都 是 牛顿 力 
学 对 某 些 具体 情况 如 弹性 体 、 流 体 上 应 用 的 结果 . 丹尼尔 ' 伯 和 努 利 (Daniel Bernoulli) 研 究 了 弦 的 
横 振 动 . 他 的 基本 模型 首先 是 把 弦 看 成 是 由 微小 的 物体 一 一 微 元 一 一 -组 成 的 因而 可 以 应 用 质点 
组 的 牛顿 力学 . 不 过 这 些 质 点 互相 之 间 是 有 联系 的 ,这 种 联系 就 表现 为 弦 的 张力 . 因而 ,一 个 质 
点 的 振动 就 带动 了 其 左右 其 它 质 点 振动 . 振动 于 是 沿 弦 传播 开 去 ,就 成 了 小 . 我 们 把 这 个 思想 
用 于 杆 的 纵 振动 . 虽然 从 几何 上 看 不 如 嘴 的 构 振 动 那么 直观 ,但 其 物理 机 制 更 容易 理解 . 于 是 
设 有 一 杆 , 位 于 x 轴 上 区 间 [0, 工 ] 处 . 我 们 认为 杆 是 位 于 等 分 点 上 的 N 个 质点 组 成 的 ,其 质量 
都 相同 为 m ,间距 也 都 相同 为 4, 而 且 根 邻 的 质点 是 由 相同 的 弹簧 连 接 起 来 的 . 令 g (1+) 表示 第 
个 质点 之 位 移 (从 :=0 算 起 ). i=0 与 i= N+1 则 是 杆 的 两 个 端点 . 设 杆 的 两 端 是 固定 的 , 即 
Qo(2) = qv.1(t)=0, 现 在 我 们 要 求 其 它 的 g,(1) ,这 里 i=1,2,…, 和 第， 个 质点 原来 位 于 = 


志 = 处 ， 在 时 刻 + ,因为 它 有 了 位 称 q(x, ,2) ,所 以 位 于 zx, + g(xz,,t) 处 . 同样 第 4 -1 和 zt+l 个 
质点 更 在 分 别 位 于 z+ g(x st)= (za)+g(z, ~asz) 以 及 Tr t q(Tartst)= (x +a)+ 
9(zs+a,t) 处 - 于 是 例如 弹簧 [zx, ,zi ] 之 长 成 为 (x +a) + g(r, to,t) -zx -g(x ,1)=a+ 


9(z,+ 4a,t) g(x。,t), 其 相对 伸 长 ( 即 长 度 的 增 量 与 愿 来 长 度 之 比 , 亦 即 弹性 力学 中 的 形变 ) 
q(x, ta,t) -g(r,,t) 风 恋 为 2 (Tr y 
为 一 一 一 一 一 一 一 一 . 同 理 , 弹 代 [ x,., ,zz, ] 的 形变 为 = - 弹性 力学 告诉 


我 们 ,x, 处 的 质点 受 的 力 与 形变 成 正比 ,其 比例 系数 我 们 假设 对 名 个 漳 筑 都 是 一 样 的 ,为 玉 , 因 
此 ,第 ”个 质点 的 运动 方程 为 


. 
mg = T(r 29r + qu-1). 


如 果 杆 的 质量 是 平均 分 布 在 杆 上 的 , 列 第 个 质点 之 质量 可 写 为 m= pa ,p 是 密度 , 它 也 是 一 个 
常数 ,于 是 我 们 有 方程 组 


PIs = eg 29 + gs-1). (1) 
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Ece= Kia’,g, = q(xr,,t). 
(1) 是 一 个 二 阶 党 微分 方程 组 ,我 们 可 以 把 它 写 成 矩阵 形式 


p39 = cAg. (2) 
这 里 g 是 一 个 列 向 量 '(q1,… ,gn) ,除了 (2) 以 外 ,本 来 我 们 还 有 两 个 “ 边 值 条 件 ” 
go= 9(0,1)=0, gn =g(i,t) =0, (3) 


但 是 为 了 讨论 问题 方便 起 见 ,我 们 不 妨 用 qo(:) = gx,,() 来 代替 (3), 这 就 好 比 我 们 在 考虑 一 个 
首尾 相连 的 环形 杆 ,虽然 不 自然 , 却 能 更 好 地 说 明 我 们 的 方法 的 实质 . 矩阵 A 是 一 个 三 对 角 和 矩阵 


一 了 1 
1 -2 1 0 
1 -2 1 
A= 和 (4) 
0 1 -2 1 


1 -2 
为 了 求解 这 个 方程 组 ,从 数学 上 说 ,我 们 应 该 设法 把 未 知 向 量 换 成 一 个 新 的 未 知 向 量 a (1) = 
“(a1(),…,an(z)), 而 使 系数 矩阵 成 为 一 个 对 角 和 矩 阵 . 为 此 ,首先 不 妨 把 质点 的 编号 改动 一 
下 : 设 连同 两 端 一 共有 N + 1 个 点 ,重新 编号 为 a，(#),…,an(1),0 和 NN 是 两 个 端点 ,而 边 值 条 
件 是 aol1)= an(t). 这 样 ,我 们 需求 的 只 有 oa (yanw(z)， 
把 (2) 换 成 <(x) 就 相当 于 作 线性 变换 

g(t)= >) as 人 (tt (5) 
注意 ,我 们 这 里 重新 编号 ,于 是 w 和 都 从 1 变 到 N. 这 在 物理 上 是 什么 意义 ? 常 微分 方程 组 
{1) 是 一 个 “契合 "的 (coupled) 上 方程 组 , 意 即 第 i 个 质点 的 运动 受到 第 1 一 1 和 第 ;+1l 两 个 质点 的 
“牵扯 ,而且 仿 此 ,所 有 N 个 质点 都 牵扯 在 一 起 . 把 A 化 成 对 角形 ,得 到 一 个 形 如 


6 
已 三 一 ia 

P 

的 常 微分 方程 组 ,其 未 知 函 数 向 量 是 = (ef ,… ,aiw ) ,是 一 个 对 角 和 矩阵 


而 方程 组 成 为 
AN (6) 


2 
所 有 的 a, 都 互 不 率 扯 , 物 理 上 称 为 “ 解 而 ”Cuncoupled). 一 旦 实现 了 解 看, 解 方程 自然 很 容易 ,可 
是 在 物理 上 重要 的 是 这 个 新 向 量 4 有 特殊 的 物理 意义 ,而 反映 了 这 个 物理 系统 的 物理 本 质 ， 所 
以 在 物理 上 ,这 个 新 的 未 知 函数 向 量 称 为 简 正 模式 Cnormal modes) ,其 各 个 分 量 称 为 简 正 坐 标 
(normal coordinates) : 即 原来 的 位 置 向 量 9fz) 对 于 基 画 数 (basis funetions) xx 的 线性 展开 式 之 系 
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数 ( 对 大 求 和 ,nm 则 是 g(t) 之 分 量 的 标 导 ) ,至 于 在 数学 上 它们 是 什么 ,下 面 可 以 看 得 很 清楚 . 

下 面 我 们 来 研究 如 何 求 x* 和 a(:). 我 们 已 经 说 了 ,为 方便 起 见 我 们 不 妨 讨论 周期 边 值 条 
件 9,(1)= gn (1). 我 们 甚至 不 妨 认 为 9,(t) 对 一 切 n 都 有 定义 ,而 且 适 合 ec,{t)= gw,,(1). 这 
就 相当 于 把 定义 在 区 阿 [0,1] 上 的 函数 周期 地 拓展 到 整个 R 上 . 既然 如 此 ,由 (5) 式 可 见 xz 对 于 
nt 也 应 有 周期 性 志 = 忆 , ,为 了 适合 这 个 要 求 , 我 们 取 


2 (7) 
而 se” =1, 所 以 我 们 令 
ha -名 ， “为 天数 ， (8) 


a=LIN, 所 以 有 上 =2x4L ,至 于 (6) 式 中 的 国 于 -二 是 为 了 规范 化 (物理 学 家 喜欢 说 " 归 一 化 ”， 


其 实 都 是 为 了 把 某 个 向 量变 成 单位 长 向 量 )(8) 式 中 的 整数 ! 限 取 0< :SN 值 ,这 是 因为 et" = 
es 人 Y 对 1 有 周期 N, 当 1 越 出 这 个 范围 时 间 样 的 wt 将 会 重 现 . 这 就 相当 于 物理 上 说 的 "分辨 力 ” 
不 够 . 

现在 再 来 考查 (7) 式 ,ra 实际 上 代表 位 置 , 所 以 是 一 个 空间 变量 , 它 与 e“ 相近 ,而 后 者 是 平 
面 波 ,& 称 为 波 数 ,其 量 纲 为 LL] .7) 中 的 到 也 是 一 样 ,所 以 (7) 实 际 上 是 正 继 形状 的 平面 波 
的 离散 化 , 它 的 重要 性 质 是 
定理 1 纺 隆 U (以) 表示 行 ,n 表示 列 ) 是 一 个 夯 算 隆 
证 ”我们 只 要 证 明 以 下 两 个 等 式 即 可 ， 


= (9) 


i = oe 《10) 


实 它 们 只 是 作 简单 的 三 角 运 算 ( 由 简单 的 三 角 学 公式 可 以 得 到 如 此 重要 的 定理 实在 大 为 值得 


注意 ) .为 证 (9) 式 , 令 刀 = 2z 忆 = 2xt ,网 /天 此 时 


机 
立 好 Dy Ey 
这 里 我 们 应 用 了 等 比 数列 的 求 和 公式 ,因为 ! 与 1 均 在 1 到 NN 中 ,1 -4 不 可 能 是 N 的 整数 倍 ， 
因 面 分 母 不 能 为 0, 但 分 子 一 定 为 0. 

当 1= 时 (9) 式 自然 成 立 . 

(10) 式 的 证 明 与 此 类似 . 

还 要 注意 到 ,a = wu,* ,而 9(e) 应 该 是 实 值 的 ,因此 (5) 式 中 应 取 5 人) =a.4.(1) .注意 到 这 
桩 一 些 事实 以 后 ,我 们 就 完全 转 到 复 城中 去 考查 方程 组 (2). 这 里 A 本 来 是 实 对 称 方 阵 . 现在 看 
作 复 的 埃 尔 米 特 方 阵 . 线 人 性 代数 知识 告诉 我 们 , 它 一 定 可 以 用 一 个 要 答 阵 U 对 角 化 ; 
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ai 
DT AD = = 


hv 是 和 A 的 特征 根 . 故 车 将 向 量 g 变化 如 下 : 
a(1)= Ua(#), 
方程 (2) 就 成 为 (6) 
pU2 =cAUa 即 5 

这 就 是 简 正 模式 所 满足 的 方程 组 (6) . 

现在 我 们 来 求解 方程 组 (2). 为 此 ,以 (5) 式 代入 (1) 右 ,并 把 ($) 中 的 上 换 成 x, 代 人 以 后 ,对 
方程 双方 各 乘 以 wi ,并 对 二 求 和 ,这 时 .利用 (9) 式 ,有 

DE DD Par 2 +t) 
但 是 由 (7) 有 泌 ,， =e**w .利用 (5) 对 + 求 导 二 次 ,再 代 人 上 式 左 ,利用 (9) 有 
二 (9 or ee 


人 


对 上 式 右 方 再 用 一 次 (9) ,上 式 右 方 成 为 


Sle -2te al)= ~ wias tt), 


2c c 
lo | = El- eo0s ka)=2,f 5 
ok Pp cos ka 5 


所 以 简 正 坐标 a (二 适合 一 个 完全 解 帮 的 方程 组 


a + wia(t)=0, w=2 fy 


方程 (11) 即 所 谓 谐振 子 (harmonic oscillator) 方 程 , 它 的 解 就 是 本 书 第 二 章 一 开始 所 介绍 的 指 
数 一 三 角 函 数 


i 和 
Sm 也 


学 |. (1) 


qari)= be "+h re 

= Ae {12) 
这 里 我 们 取 系数 为 b 与 5-; 目 的 在 于 保证 去 (1) = a.,(1), 而 这 是 保证 最 终 4.(1) 取 实 值 之 所 
必 填 ， 这样 我 们 看 到 ,村 的 级 振动 的 离散 模型 表明 :个 N 自由 度 的 物理 系统 的 运动 实 由 一 些 
谐振 子 构成 .这些 谐 振子 的 频率 ww 全 由 这 个 物理 系统 决定 ;决定 它 的 关系 式 由 -2 
sin 笃 | 称 为 急 散 关系 ,在 研究 这 个 物理 系统 的 本 性 时 起 重要 的 作用 。 这些 谐 振子 的 扳 幅 4， 
与 初始 位 相 则 由 初始 条 件 决定 .一 根 杆 的 纵 振动 可 以 是 多 种 多 样 的 ,但 总 是 由 这 些 简 正 模 式 合 
成 的 , 所 以 ,分 析 一 个 物理 系统 的 状况 就 应 该 首先 求 出 这 些 简 正 模式 ,这 些 简 正 模式 的 频率 就 称 
为 这 个 物理 系统 的 谱 (spectrum) , 它 刻画 了 这 个 系统 的 物理 本 质 ， 上 面 讲 到 的 寻求 "隐藏 着 的 周 
期 性 "就 是 这 个 意思 .至 于 一 个 系统 是 否 有 如 上 类 型 的 隐 丫 着 的 周期 性 ,在 我 们 的 例子 中 全 次 定 
于 一 个 算 子 ( 扰 阵 就 是 一 个 算 子 } 可 否 对 角 化 . 如 果 可 以 ,我 们 就 看 到 ,请 就 是 特征 要 、 如 果 不 
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行 , 间 题 将 极为 复杂 . 

重要 的 是 要 提 到 ,我 们 虽然 只 讲 了 一 个 机 械 运 动 的 例子 一 一 杆 的 纵 振动 ,但 是 这 样 的 阿 题 在 
研究 种 种 自然 现象 时 都 会 遇 到 ,特别 是 在 量子 力学 中 - 由 于 不 假设 读者 知道 很 多 量子 力学 知识 ， 
我 们 只 能 限于 经 典 物 理学 中 的 问题 . 现在 只 所 一 下 为 什么 我 们 就 杆 的 离散 模型 讲 这 么 多 ? 一 根 
连续 的 杆 就 是 N 一 c 时 的 极限 状况 , 它 是 一 个 具有 无 穷 自由 度 的 物理 系统 . 当 过 波 到 这 个 极限 
状况 时 ,许多 有 趣 的 性 质 将 会 被 掩盖 ,特别 是 色散 关系 . 但 是 当 傅 里 叶 着 手 研究 热传导 问题 时 ， 
他 确实 是 从 极限 状况 开始 的 . 下 面 我 们 就 仿照 傅 里 叶 的 方法 来 考虑 连续 杆 的 纵 振动 . 我 们 从 方 


程 (1) 开 始 ,并 令 a 一 0, 由 于 《1) 中 c= Kia? 而 二 [et 一 29. + wu-:] "3 等 ,所 以 代替 常 微分 方 


程 组 (1) ,我 们 会 得 到 一 个 偏 微分 方程: 
2 2 
p= Kg, 或 写作 了 芝 一 了 二 
这 里 oz = Kjp, 它 不 是 上 面 讲 到 的 4, 写 成 a? 只 不 过 是 为 了 保证 它 取 正 值 . 除了 方程 以 外 还 应 
该 有 边 值 条 件 ,如 果 研 究 两 端 固定 的 杆 ,就 有 4(0,:) = g(1,:) = 0; 如 果 研 究 周 期 情况 , 则 有 
gC0,z)=g(L,z), 此 外 ,因为 ( 切 是 牛顿 的 动 为 学 方程 ,求解 时 应 知道 初 位 移 与 初速 , 它 的 连续 
极限 ,也 就 成 为 相应 的 初 冶 条 件 gd(z ,0) = gp(z)，g,(z,0)= yr). 总 之 ,我 们 会 有 一 个 如 下 的 
初 边 值 问题 (我 们 把 未 知 函数 改写 为 a(z,1) 了 ): 


lou_Aau 
= 闻 | 
a det20, 


u(0,2)=u(L,t)=0,0<7r<L, (13) 


u(xz,0) = p(xr), u(r,0)= (zr). 
《13) 中 的 偏 微分 方程 道 常 称 为 弦 振 动 方程 , 这 是 因为 ,和 常见 的 情况 一 样 , 数 学 物理 中 同样 的 方 
程 可 以 刻 东 不 同 的 物理 系统 , 汞 的 横 振 动 也 适合 同样 的 方程 . 这 个 方程 也 有 很 长 久 的 历史 了 . 
达 朗 贝尔 研究 过 它 ,丹尼尔 ' 伯 努 利 也 研究 过 它 ,而 且 其 解法 与 傅 里 时 的 方法 是 一 样 的 . 只 不 过 
傅 里 叶 作 了 更 系统 的 贡献 . 这 个 方法 如 下 :我 们 来 看 (5) 式 ,这 里 g(:) 写 成 了 一 和 式 ,其 每 一 项 
都 是 z 的 函数 a,(:) 与 一 个 与 + 无关 ,但 与 x 有 关 的 过 相 乘 ,因为 x 代表 离散 模型 中 质点 的 位 
辕 , 所 以 是 一 个 空间 变量 ,这 样 ,在 连续 模型 中 我 们 试图 求 (13) 的 这 样 形状 的 解 : 
u(r,t)=X(r) TE)., 

这 里 我 们 当然 设 X(z) 关 0, T(t) 半 0, 耕 则 我 们 将 会 得 到 平凡 不 足 道 的 解 :三 0. 以 x 的 这 个 表 
达 式 代入 (13) 中 的 偏 微 分 方程 , 即 有 


Xr)_ 1 Ti) 
Xr) ar TU)? 
所 以 它 应 该 是 一 个 常数 一 4. 于 是 对 XX(z) 和 T(z) 我 们 分 别 得 到 以 下 的 线性 常 微分 方程 ; 
Xr)= -AX(r), T(r)= -ha T(t). 


暂 将 后 一 方程 放 在 一 边 , 先 看 第 一 个 方程 . 我 们 想 求 它 的 一 个 非 零 解 X( z ) 天 0, 但 希望 这 样 作 
出 的 u(xz,z) 能 适合 (13) 中 的 边 值 条 件 ， 因此 要 求 
X” +AX=0, 
X(0)=X(L)=0. 


{14) 
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如 果 4= jp?*<0, 则 上 之 方程 有 解 

Xz)=Ae” + Be *. 
但 因 要 求 X(0)= X(L)=0, 就 必须 有 及 = B=0, 只 能 得 到 无 意义 的 零 解 . 所 以 1= -jy* <0 是 
不 可 能 的 . 着 4=0, 同 样 又 有 XX(x) = A + Br, 而 由 边 值 条 件 又 得 到 零 解 . 因此 为 使 上 式 有 解 ， 
必须 4= py >0, 但 是 又 非 一 切 正 的 4 都 可 以 给 出 非 零 的 解 : 当 -pe?>0 时 ,XC(z)=Acos pr+ 
Bsin jr ,由 X(0)=0, 即 有 A=0, 再 由 X(L)=0, 又 有 Bsin pL=0. 但 是 有 =0 又 是 没有 用 的 . 
因此 py 必须 取得 使 sn pL = 0, 从 而 六 = &r 工 =1.2.3.…,(= 一 1, -2, 一 3,… 给 出 同样 的 
X(z)) 总 之 ,我 们 要 求 参数 4 之 值 使 (14) 有 非 零 解 . 这 个 问题 称 为 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问题 
(Storm-Liouville 简称 S - 王 问题 ), 即 求 4 之 特定 值 ， 人 0 人 有 机 检 和 X(z)， 所 得 的 A= 


(gnfL)? 称 为 其 图 有 值 (eigenvalue) ,相应 的 XX(x) = Bsin Fr 称 为 相应 的 固有 函数 (eigenfune- 


tions). 固有 值 的 全 体 构成 5- 和 问题 之 谱 . 固有 值 与 固有 函数 在 许多 文献 中 分 别称 为 特征 值 与 
特征 函数 . 它 与 什 阵 的 特征 根 实 质 一 样 . 于 是 我 们 看 到 S- L 问题 (14) 之 谱 即 一 组 实 的 、 分 离 的 
固有 值 之 集合 ,所 以 我 们 说 这 个 问题 有 离散 的 谱 . 固有 函数 X(z ) 中 含有 一 个 特定 常数 日 ,我 们 
将 这 样 去 取 它 ,使 X(z) 的 L? 范 数 为 1, 在 我 们 的 情况 下 ,因为 


: 
机 好 za _ re _ 
[sm de = i 人 cos jaz 


故常 数 B= 地 ,物理 学 家 喜欢 称 它 为 归 一 化 因子 . 


在 解 出 了 X(z) 后 ,再 来 看 T(1) 由 TA4? 了 =0 以 及 A=p = (和 2) 即 有 


T(D= C oos tT + D sinkTe 


knat 
= M, eos 习 + 


这 又 是 -个 谐振 子 , 其 频率 是 2 (相当 于 离散 模 型 中 的 ,但 是 现在 的 a 相当 1) 中 的 aeW ) 


在 讨论 离散 模型 时 ,我 们 的 频率 ww 与 两 个 质点 之 间 的 距离 。 之 间 有 色散 关系 w =2 各 


"| 闸 黎 | 如果 >0 因为 sm 部 -公所 以 一 a 5+, 即 在 极限 情况 下 oo 与 成 正比 , 色 


散 关系 特别 简单 , 称 为 韭 色 散 波 . 在 连续 情况 下 , 正 是 wi 一 上 这 个 简单 式 子 把 一 般 的 较为 复杂 的 
色散 关系 掩盖 起 来 了 . 
关于 振动 与 波 的 讨论 我 们 暂时 只 能 停 在 这 里 了 ,下 面 再 加 到 健 里 叶 级 数 的 讨论 . 
初 边 值 问题 (13) 中 方程 与 边 值 条 件 俱 已 满 是 ,余下 的 只 有 初 什 条件. 为 满足 它们 ,需要 把 所 
得 的 X(z)T(1) 辣 加 起 来 ,得 
“(r= 总 (Goo + Disin 公 e js 等， 


工 
这 里 C, 与 D, 都 是 未 定数 .我们 需要 这 样 确定 它们 ,使 得 
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p(z)= DCsin ,g(r)= 立时 spisn 好， (15) 
地 
其 初等 的 微 积 分 教 本 中 我 们 已 熟知 ,它们 正 是 p(x) 和 g(xz) 的 傅 里 叶 展 开 式 ,而 且 


Cs = 工 | p(x)sin fd, 


DAs 
由 此 以 下 我 们 转 入 纯粹 数学 的 讨论 . 

2. 情 里 时 级 数 及 其 收 钱 性 问题 第 四 章 一 开始 我 们 就 指出 了 , 优 里 叶 由 此 提出 了 任意 西数 
都 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 的 问题 ,这 对 于 从 18 世纪 以 来 就 存在 的 何 为 函数 的 争论 正如 火 上 如 
油 . 其 实 从 18 世纪 以 后 ,许多 数学 大 师 都 参加 进来 ,互相 问 难 以 至 “ 沂 般 ", 终 于 有 了 狄 利克 雷 的 
函数 定义 . 黎 曙 积分 的 出 现 与 此 问题 直接 相关 , 蔓 贝 格 积分 理论 也 是 这 样 ， 所 以 许多 人 说 , 传 里 
叶 分 析 是 现代 分 析 数学 的 起 点 , 但 是 它 不 仅 改变 了 整个 分 析 数 学 的 而 萄 ,而 且 与 群 表示 理论 , 代 
数 数论 .概率 论 等 等 都 密切 相关 ,出现 了 调和 分 析 这 个 广大 的 分 支 学 科 . 集合 论 的 研究 也 始 自 这 
个 问题 ,而 集合 论 的 出 现 改变 了 全 部 数学 的 基础 这 是 没有 疑问 的 了 . 

这 个 问题 的 中 心 ,首先 是 函数 所 =) 在 什么 条 件 下 可 以 展开 为 其 傅 里 计 级 数 ” 因此 ,本 节 前 
尘 部 分 主要 是 讨论 傅 里 叶 级 数 如 何 由 谱 的 问题 产生 , 下面 则 要 讨论 其 中 心 问题 一 一 收敛 性 问 
题 , 以 下 为 简单 起 见 ,我们 在 区 间 [ - xx] 上 讨论 A(r) 之 傅 里 时 级 数 ,而 且 采 用 复 记号 : 

f(r)~ 之 Cie™, 


. 
| Pz)sin 和 2dz. 


c- 去 | f(xr)e “dr. (16) 
它 与 常见 的 实 的 记 法 
fz) 2 (ascoskr + bsinkr ); 
| 
人 =- 二 f(z)coskrdr, 扩 -| fx)singrdr (17) 
不 同 ;在 (16) 中 上 从 -~ o 变 到 + ee ,而 在 (17) 中 & 上 则 从 0 变 到 + oo ,而 且 


ot =iC -CD 618) 
所 以 积分 号 前 的 因子 在 (16) 中 是 ,在 (17) 中 则 是 二 


(16) 或 (17) 都 是 适用 于 [ - x,x] 上 的 . 但 其 右 方 则 是 R 上 的 以 2r 为 周期 的 函数 ,所 以 在 
[ ~,r] 外 也 是 有 定义 的 ,而 .Kx) 则 只 在 [ - r,x] 上 有 定义 . 因此 我 们 说 (16) 或 (17) 代 表 f(z) 
在 RR 上 以 2 为 周期 的 周期 延 拓 ， 准确 些 说 则 是 把 f(x) 在 [ - xx] 中 的 一 段 周期 地 重 现 到 愉 
上 .16) 或 (17) 右 方 以 任 一 长 为 2x 的 区 间 为 基本 周期 ,不 论 这 个 基本 周期 是 [0,25] 或 [ - x,r]， 
只 是 平移 一 下 e“ 之 图 像 而 已 . 但 若 f(z) 原来 就 定义 在 R 上, 取 其 [ ~- r,x] 上 的 一 段 或 取 其 
[0,2r] 上 的 一 段 作 周 期 延 拓 ,其 结果 就 可 以 完全 不 同 . 所 以 作 A(x) 之 傅 里 叶 展 开 (16) 或 (17) 时 
必须 先 说 消 是 取 j(z ) 之 " 哪 一 段 "来 作 展开 . 我 们 特别 要 注意 , 即 令 f(z) 在 R 上 连续 , 取 其 
[ x,x] 上 之 一 段 作 周 期 延 拓 后 ,可 能 得 到 不 连续 的 函数 . 例如 若 记 周 期 延 拓 后 所 得 衣 数 为 
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zz), 则 Cx-0)= 了 TD, 了 (r+0)= 玉 一 ,所 以 在 xz=x 处 会 出 现 一 个 第 一 类 间断 点 . 
对 f(x) 之 各 阶 导数 也 是 这 样 . 这 一 点 下 面 应 该 特别 注意 . 
既然 得 出 了 f(z) 之 做 里 叶 展 开 式 (16) 或 (17) ,基本 的 问题 自然 就 是 收敛 性 问题 . 但 我 们 不 
妨 从 更 宽 的 角度 来 看 待 它 ,而 问 这 些 级 数 与 f( x) 关系 如 何 ? 例如 它们 是 否 收 剑 ,车 收敛 是 否 其 
和 一 定 为 头 z) 等 等 , 要 注意 , 收 合 性 问题 只 是 问题 的 一 部 分 ,所 以 我 们 在 (16) 或 (17) 中 都 未 用 
= "号 而 用 “~”. 首先 是 ,我 们 打算 在 什么 框架 下 讨论 这 些 问 题 . 在 19 世纪 中 叶 狄 利克 雷 和 黎 
曼 的 时 代 , 自 然 是 在 黎 曼 可 积 函数 类 中 讨论 它 . 如 果 没 有 适当 的 可 积 性 理论 ,(16) 与 (17) 中 的 健 
里 叶 系 数 公 式 就 无 法 定义 ,而 且 正 如 第 四 章 一 开始 就 指出 的 , 黎 曙 积分 理论 正 是 这 样 出 来 的 . 到 
19 世纪 末 ,有 了 勒 贝 格 积分 理论 ( 它 至 少 部 分 地 也 是 由 傅 里 叶 级 数理 论 引起 的 ), 人 们 自然 会 在 
工 框架 下 讨论 它 ， 民 ”空间 中 的 重 里 叶 级 数理 论 我 们 已 在 第 四 章 $ 3 中 讲 了 一 个 头 . 它 后 来 引 
导 到 泛 函 分 析 ,数学 物理 等 很 广阔 的 天 地 中 去 了 ,我 们 也 就 不 再 讨论 它 了 . 上 ! 与 L? 中 的 健 里 叶 
级 数理 论 都 极为 细致 ,由 于 我 们 分 析 数 学 方 而 准备 不 足 ,只 好 割爱 . 在 本 章 中 ,我 们 较 多 地 从 广 
义 酒 数 角度 来 讨论 它 ,并 适当 涉及 L' 与 二 理论 . 
在 进一步 讨论 (16) 或 (17) 的 收 生性 前 ,我 们 述 要 作 一 个 约定 ,因为 (16) 可 以 直接 由 (17) 经 过 


关系 式 (18) 导 出 ,所 以 若 对 (17) 取 部 分 和 二 = 0,1,…,N, 则 (16) 中 也 只 出 现 3 : 困 此 以 下 凡 
讲 到 (16) 的 部 分 和 时 恒 指 


v 
Sy(7)= Dd) Ce™. (19) 


为 了 讨论 (16) 或 (17) 的 收 策 性 ,一 个 最 直接 了 当 的 办 法 是 估计 C, 的 大 小 . 这 里 我 们 有 一 个 
基本 的 ,然而 很 简单 的 
定理 2 设 f(z) 由 其 定义 域 [ - r,r] 经 过 以 2x 为 周期 的 下 大 后 成 为 一个 Cr (wm >1) 美 画 


数 , 则 其 傅 里 时 系数 C,( 或 a，，6,) 适 合 售 计 式 
[CSM al, lb lM ), (20) 


这 里 M 与 无关. 
证 因为 Kxz) 在 周期 延 拓 后 为 C” 函数 ,所 以 f(x 一 0)= Fr)= f(x)=f(-x+0). 对 
了 的 不 高 于 普 阶 的 导数 ,也 有 这 样 的 公式 . 由 分 部 积分 法 


和 
C = -让 Ar)e | 六 ee dz 


-下 | f(r)e qr 
a [ne er 
上 面 我 们 多 次 应 用 了 分 部 积分 ,由 此 直接 得 出 (20). 
这 个 定理 看 来 简单 ,但 车 加之 2, 由 它 可 以 得 证 (16) 或 (17) 绝 对 而 一 致 地 收 合 ( 有 些 文献 上 
称 为 正规 收敛 ) ,而 这 个 结果 对 于 很 一 般 的 S-L 问题 也 是 适用 的 ,在 那里 我 们 没有 办 法 应 用 指 
数 函 数 和 三 角 画 数 那么 丰富 的 性 质 . 但 是 即 令 是 如 此 简单 的 定理 ,也 还 有 许多 值得 挖 据 的 地 方 ， 
例如 , 如 果 f(z) 在 z= 处 有 第 一 类 闻 断 点 , 则 C, 的 表达 式 的 第 一 项 是 
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_C-D 
和 


而 C = O (二), 反 过 来 ,着 C, = O (二 ) , 我 们 可 以 犹 到 ,函数 会 有 第 一 类 间断 点 .本 节 下 面 的 合 


学 说 明确 是 如 此 ,因此 产生 了 一 个 根本 思想 : (+) 的 光滑 性 与 其 侍 里 叶 系 数 衰减 速度 直接 相关 . 
这 个 重要 思想 将 在 本 章 最 后 一 节 中 详细 讨论 . 现在 我 们 先 要 再 讲 一 下 L” 函数 的 一 个 性 质 . 

我 们 在 上 一 章 中 已 经 看 到 , 任 一 个 L 函数 (1] 迄 P< + oo) 部 可 以 用 一 个 连续 函数 去 按 三 
系数 禹 近 . 但 我 们 没有 详细 证 明 ,这 不 是 因为 这 一 性 质 不 重要 ,恰好 相反 , 它 是 极为 重要 的 ,因此 
我 们 将 在 下 一 章 在 子 空间 的 稠密 性 的 背景 下 去 讨论 它 . 我 们 这 里 只 指出 , F(z)E L? 不 但 可 以 
用 连续 沙 数 去 表 近 ,而 和 且 可 以 通过 例如 磨 光 算 子 , 用 C3 函数 , 即 D 中 的 函数 去 作 L? 明 近 .不 但 
如 此 ,我 们 还 可 以 用 阶梯 活 数 去 着 近 . 所 谓 区 间 工 上 的 阶梯 函数 , 即 把 ! 分 割 成 有 限 多 个 小 区 
间 : 


0)]( 注 意 f(z) 以 2x 为 周期 ), 从 


lia=a aar=b ( 即 fa.p])， 
而 阶梯 函数 即 在 每 个 小 区 间 上 各 取 常 数值 的 函数 : 
G7)= A dxEa, 12 NT 
此 外 还 可 以 证 明 f(x)E L* 有 所 谓 平均 连续 性 , 即 对 任 一 。>0 必 可 找到 一 个 58, 使 当 |41<$ 时 


MA) (pri) Far) <e. 


这 些 性 质 不 仅 对 有 界 的 了 成立, 对 “a 可 测 " 的 了 例如 1- R 也 是 成 立 的 .下 面 我 们 将 自由 地 应 用 
这 些 结果 . 
首先 给 出 一 个 重要 的 定理 ， 


定理 3( 黎 里 - 勒 由 格 引 理 ) 着 7(z)E L(B) 风 | 7(zjewdz0 (eroo) 
证 因为 Ar)E LOR), 故 对 任意 se>0 必 可 找到 正 数 M ,使 
广 nlaz, [~ nldr< 志 ， 
所 以 
。 a 
[fea [+f jewarr fnewar, 


其 中 前 两 项 绝对 值 均 小 于 e/3, 现 在 看 第 二 项 . 由 前 述 L* 函数 的 性 质 ,可 以 找到 一 个 阶梯 函数 
ww(z) ,使 


-wldr<s, 
而 如 定 更 2 前 所 太 w(x)e “dz 由 有 限 项 he。 “dz = Te “一 。 1 ] 相 加 而 得 ， 
当 充分 大 时 它们 可 以 变 得 任意 小 .所 以 只 要 充分 大 , 必 有 


[Ane ar] 60- wt) le war 


。 
' 


和 


A 下 edr| < 上 
了 


a 
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因此 当 上 充分 大 时 
feels [ef ee iar Ae war| <e. 


特别 是 ,车 A ) EL [一 x,#]), 则 f(x) 之 全 里 叶 系 数 C, 当 k 王 9 时 , 必 趋 于 0. 
由 于 这 个 定理 的 重要 性 ,我 们 不 妨 分 析 -… 下 其 要 点 何在 . 实际 .上 ,重要 的 是 右 方 第 三 个 积分 
的 估计 :我们 用 zw(z) 去 逼近 f(z) ,而 w(x) 至 少 在 一 个 小 区 间 [a,-1,4,] 上 是 不 变 的 . 而 另 一 


个 因子 e* ,因为 其 周期 为 红 , 这 个 小 区 间 中 包含 了 它 的 许多 周期 每 一 个 周期 中 ef = cos kr + 


isin Rr 之 实 庶 部 都 是 止 导 地 变 一 段 , 义 完全 同样 地 反 号 肯 变 一 段 , 因 此 乘 上 w(x)= A, 后 , 平 
均 地 完全 抵消 了 ，/(z) 昌 然 不 如 zw( 工 ) 一 样 在 某 区 间 中 不 变 , 但 既 可 用 xzo(r) 通 近 ,也 就 可 以 说 


是 组 变 的 . 所 以 | (zaed 中 既 有 组 变 因子 /(z) ,又 有 急 变 因子 e 六; 二 者 相 蘑 又 相 加 ,就 


好 像 是 使 六 z) 之 值 加 "“ 权 " 正 负 相 消 了 (这 里 用 语 不 太 准确 ,因为 “ 权 " 一 般 总 是 正 的 ). 这 实际 上 
是 健 里 叶 级 数 的 一 个 “ 诀 窃 ”: 例 如 在 症 Cte* 中 e*' 当 充分 大 时 是 急 变 的 , 即 高 频 成 分 . 我 们 证 
明定 理 2 时 只 利用 了 关于 | C, | 的 估计 ,而 对 e* 之 振荡 特性 用 到 不 多 ,所 以 得 到 的 结果 必然 是 比 
较 粗 糙 的 . 


但 是 即 令 如 此 ,我 们 副 过 分 部 积分 以 及 | er dr= 二" + 人 仍然 利用 了 e 信 之 振荡 特性 . 话 


已 至 此 ,索性 多 讲 风 名 在 今后 可 能 会 对 读者 有 用 的 话 . 
3. 阿 贝 尔 变换 和 第 二 积分 中 值 定理 ”我 们 处 理 的 级 数 是 形 如 荆 ai5 的 ,分 部 积分 讨论 的 是 


国 
所 了) ql) 的 积分 ,如 果 暂 时 不 谈 极限 , 则 也 是 >) zip 类 型 的 和 式 . 关于 这 类 和 式 有 一 个 著 
Ee 


名 的 阿 贝尔 变 痪 :如 果 我 们 记 B= 1 加, 则 -局 - B, (规定 B=0), 因 此 


四 
S= Yab= NalB- BL) 
1 Es 
yi 
= >) (ar ~ ai)B, t anBy. (21) 
加 | 


现在 ,把 这 个 变换 用 于 无 穷 级 数 》， ait, . 为 了 证 明 它 的 收 策 , 只 需 应 用 柯 西 准则 , 即 对 >0 找 
一 个 M ,使 得 对 任意 的 N 


My 
| B37 26 |= | 5 aay |<e. 
,A A 

对 此 式 则 可 再 应 用 上 述 阿 贝尔 变换 而 有 以 下 两 个 判别 法 ， 


定理 4 () 阿 贝尔 判别 法 。 若 3 bu 收 久 而 14, 是 单调 有 界 序 列 , 则 上 述 级 数 收 全 


(ii) 儿 利克 备 判别 法 车 > 5 的 部 分 和 序列 有 界 ,而 1a, | 单调 直子 0, 则 上 过 级 数 收 伍 . 


wy ， 
证 我 们 把 (21) 应 用 于 ob ,于 是 令 B= 5 by.，. 先 看 
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对 于 (站 ) ,这 时 只 要 M 充分 大 则 一 切 B, ,Bv 都 适合 | Bi <e, 又 因 |a, i 有 界 ,所 以 |ai | 二 A， 
从 而 1ai 一 ov1| 委 ja | +1ast| 寺 2A ,|an| 圭 A, 应 几 柯 西 准则 ， 


2 Ae + Ae = 3Ae. 


wy 
1S1= | 已 ob， 


反而 原 级 数 收 策 . 
在 (这 的 情况 ,一 切 1 Bi | 过 B, 而 iaw. |<, 应 用 柯 西 准则 ,又 有 
LS|&2Be + Be =3Be. 
定理 证 毕 . . 
阿 贝尔 变换 在 积分 中 有 什么 类 比 吗 ? 首先 就 是 分 部 积分 法 . 现在 我 们 不 要 太 闫 格 ,这 样 可 


以 自由 地 在 积分 和 和 定 积分 之 间 随 意 变换 . 考虑 Gg(x)dz ,通过 把 I 分割 成 许多 小 区 间 


[zo JULziozs]U…U[zy 4,xw] 把 它 变 成 积分 和 5) (6 Jp( 名 )Aiz, 令 四 = (6) 下 = 
(Az 则 =D4+ b= 了 p(6D)Auz, 我 们 又 把 它 写成 B(z ) = 六 gc)az (注意 


B(x。)=0), 于 是 阿 贝尔 变换 成 了 
ra)s(zaz= 吕 [a(®) a)] ”zjds 


talxw) | ph)dr. (22) 


a eS) | findr, 
本 


忽略 一 些 “ 可 以 忽略 的 "误差 ,还 注意 到 B( ro) = 0, 并 把 rw 写成 r, 阿 贝尔 变换 式 (22} 立 即 成 了 
分 部 积分 公式 


eyetoaz=mz)B(e)| “ - 了 f(a B(x)dr. 
3 


我 们 在 第 四 章 中 就 说 过 积分 { 黎 曼 积 分 ) 其 实 就 是 组 合 学 公式 “加 上 一 点 极限 ”. 达 布 关于 站 
顿 - 莱 布 尼 蒋 公式 的 证 明说 明了 它 ,分 部 积分 法 又 一 次 议 明 了 它 . 可 是 ,把 阿 贝尔 变换 用 于 积分 
学 对 我 们 当前 讨论 的 伟 里 叶 级 数 最 重要 的 贡献 在 于 它 给 出 了 第 二 积分 中 值 定理 . 

定理 5( 第 二 积分 中 值 定理 ) 设 f(z) 与 9(x) 均 定义 在 [a,6] 上 ,f(x) 单 调 而 9(z) 连 续 ， 
则 必 存 在 sE [a ,6], 合 


warczyaz= Fa 40 CDdz+ 65-0) | Conar (23) 


证 不 和 失 一 般 人 性 可 以 设 六 z) 单 调 下 降 (否则 考虑 - F(z )). 单 调 函 数 最 多 有 可 数 多 个 第 一 
类 间断 点 而 且 必 可 积 . 于 是 g(x) f(z) 可 积 . 对 单调 画 数 F(z) ,f(a +0) ,f(b -0) 均 存在 ,我 
们 又 可 设 /C5 一 0)=0, 和 否则 可 以 用 F(7)= f(z)- /C50) 代 替 (zx). 如果 我 们 证 明了 
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mreoaz = +0) oz)azrFG -0 | (zhdz 


= Fla+r0 [otz)dz, (24) 

将 F(z)= fx) 一 f(5 一 0) 代入 上 式 即 可 得 到 {23). 
现在 作 人 ,6] 的 一 个 分 划 ,a= zo<z1<…< zw=b, 并 令 GUz)= glx)dz 为 g(x) 的 一 
个 原 函 数 , 则 G(xz) 是 [4,5] 上 的 连续 函数 ,从 而 有 最 小 值 m 和 最 大 值 M. 我 们 要 作 
EE 的 一 个 积分 和 了 FS&)op(5)Az. & 的 取 法 如 下 :对 下 式 应 用 积分 中 值 定理 ， 


Glz)- Gr)= | pz)dz=e(elax， 


并 且 利用 这 样 定 出 的 & 作 上 述 积分 和 ,于 是 对 3 F(&)y(&)Azr 应 用 阿 贝 尔 变换 , 而 以 


下 (名 ) 作 为 a ,9(8)Aiz 作为 ,于 是 B= 61+…+ b= 站 vis)de= | rtz)dz= 
2 “ 
G(z.) ,应 用 阿 贝尔 变换 有 


3 F(8) 9(&)Ar = 5 [FC&) -FO IB + FS)By. 
因为 F(z) 是 单调 下 隆 而 且 非 负 的 ,B, 与 B。 均 为 Ge) 之 值 ,从 而 光 达 Bi ,Bw<M, 代 人 上 式 
有 


m[ 3 FG) POG) + FE) SE DD Fs) pS) Ar 


EM| TS (F(E) -FCN) + FC)], 


亦 即 

mF(é,)& 立 下 (So(E)JArsMFCE )， 
取 极限 后 即 得 

mF (a+0)< [ Fes) ge) dre MF(a +0). 


由 十 mw,M 分 别 是 g(x) 在 [a,5] 上 的 最 小 与 最 大 值 ,由 连续 函数 的 中 间 什 定理, 一定 存在 eE 
[4,5] 使 g(&) 之 值 适合 


J Fé)p( ar pe) F(a+0). 
此 即 (24) 式 ,从 而 定理 成 立 。， 
与 关于 无 寡 级 数 的 收 知性 相应 ,关于 积分 | A(z)g( jd ,我 们 也 有 相应 定 


定理 4 (i) 阿 贝尔 判别 法 车 积分 | 天 xz)dx 收 仇 , 但 不 一 定 绝对 收敛 ,而 9(z) 单 调 有 办 ， 
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则 三/(z)g(z)dz 履 煞 - 
(i 狐 利 克 管 判别 法 ”车 f(z) 在 [a, + om ] 的 任 一 于 区 间 [。,A] 上 可 各 ,而 县 | /Cz)dz 对 


4 有 加;p(z ) 当 =- + oo 时 单调 趋 于 0, 则 | ”7(zyp(z)dz 收敛， 


这 个 定理 的 证 明 我 们 略 去 , 但 要 指出 ,对 其 它 类 型 的 反常 积分 ,也 有 同样 的 结果 成 立 ， 

4, 从 广义 画 数 观点 看 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 ”下 而 我 们 再 加 到 对 傅 里 叶 级 数 的 讨论 . 我 们 
来 看 级 数 (16) 或 (17) 是 否 在 x€[ x, 可 处 收敛 于 f(:). 这 里 假设 已 对 f(x) 作 了 周期 延 拓 . 
把 (16) 中 C, 的 公式 (积分 变量 换 成 4 ) 代 人 (16) 中 的 级 数 , 则 其 部 分 和 是 


1 六 
Su(z)= 去 | fu) > ee du 


= bb eosktz—u) + ]du, 


但 是 
sin 1 (z— 
ks + Se 0 T(z 2 
i =! sin (Tu) 
_ 总 so[ (+) nl) ,1 
‘1 2sin F(z w) 2 


La 二 


2sin (x ~ u) 
令 w-z=t 代 人 上 式 , 有 
sin| 六 + 厅 
so 二 | 合计 计 f(z+ 1)de. 

2sin 到 

为 了 证 明 lim Sw(x)= f(z), 只 需 证 明 当 Nm 时 
"le 

Suz) -Atz)= 二 | [A(z + 0- f(z)]dt (25) 
2sin 广 


赵 向 0 名 ,这 时 我 们 和 要 人 用 上 血 的 求 和 各 这. 而 


He Be 


2sin 所 


迄今 为 止 ,我 们 对 f(z) 之 光滑 件 未 加 限制 . 为 简单 计 , 暂 时 固定 x ,并 令 f(1)€ C" 且 支 集 在 x 
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附近 , 则 有 


站 
2sin 去 
因此 利用 黎 曼 ~ 勒 贝 格 引 理 即 知 lim Sw (x) = f(z). 这 样 做 似乎 没有 得 到 好 处 :我 们 的 结果 还 
未 超过 定理 2, 而 且 还 没有 考虑 到 当 工 接 近 i - r,x] 的 端点 时 因 f(z) 周 期 延 拓 而 可 能 产生 的 新 
1sn{N+ 壮 j: 
的 第 一 美 间断 点 .但 县 它 告诉 我 们 ,R 上 的 以 2x 为 周期 的 C”" 函数 Du(1)= 工 一 上 -三 构 
2sin 万 
2 
成 一 个 人 序列 ,Duv(i) 称 为 狄 利克 雷 核 ,于 是 我 们 有 
定理 6 本 
D(H() in 了 (R)， (26) 


这 个 定理 给 了 我 们 一 个 新 的 视角 :注意 到 Dw(1) 是 由 Be ”用 几何 数列 求 和 得 出 来 的 


(我 们 只 是 为 了 不 在 复 域 中 寺 回 , 才 把 它 直接 化 为 余弦 之 和 并 用 了 积 化 和 差分 式 ,其 实 使 用 几何 
数列 求 和 结果 是 一 回 事 ,读者 自己 不 妨 一 试 ) ,所 以 可 以 写成 

去 ,> r=6(t) in D'(R). 
如 果 再 注意 到 《6(1),e*》=1, 则 上 式 左 方 又 可 以 说 成 是 8(z) 的 傅 里 时 级 数 ,定理 6 就 可 以 收 述 
为 8(7) 之 傅 里 时 级 数 在 D'(R) 中 收 化 于 8(2). 这 样 说 法 听 起 来 固然 类 有 新 意 ,但 追究 到 底 , 轿 
为 了 广义 函数 是 五 (了 R) 上 的 连续 线性 泛 画 ,所 以 我 们 还 只 是 证 明了 D(R) 函 数 F(z) 之 傅 里 时 级 
数 必 收 伍 于 f(z) 一 还 远 远 没有 超出 定理 2! 

但 是 8(#) 不 仅 是 D(R) 上 的 连续 线性 泛 孙 ,在 第 二 章 84 中 就 措 出 了 8) 甚至 是 连续 函数 
空间 上 的 线性 泛 函 :65,f) = f(0) 对 和 连续 函数 即 已 成 立 , 上 面 说 的 (3(1), e* ) =1 就 是 用 的 这 个 
结果 - 于 是 情 里 时 级 数 收敛 问题 就 变 成 :Dw《:) 在 什么 样 的 空间 中 可 以 看 成 5 序列 ? 为 了 回答 
这 个 昭 题 ,我 们 还 是 认为 /(z) 定 义 在 [ -x,x] 上 ,并 经 周期 延 朱 到 R' 上 ,于 是 在 x = 土 x 处 会 
有 多 余 的 间断 点 . 现在 来 考虑 


Sv(z) -BLf(z +0)+ f(x -0)] 


-1 x el 


o 


[Flr+2)— f(z+0) -1f(s 0)]dz 


2sin 二 去 


| sin( (SN 二 
+ Js- Ar+0- 二 FLz-old 


2sin 到 万 


{f(z+0) -fritOI+[tf(z mt) -Fr -0))hd. 


312 第 五 章 ” 健 里 叶 级 数 与 博 里 时 积分 


更 (z .1 二 TF rr FrtO +t [fr fr- 0)]). 


2rsin 万 

于 
固定 x 并 杭 下 为: 的 函数 ,于 是 若 四 (zz) 为 L' 函数 即 可 利用 歼 受 - 勒 贝 格 引 理 证 明 级 数 
(16) 收 策 , 而 且 其 和 是 去 [F(z + 0) + f(z 一 0)], 即 左 、 右 极限 的 均值 . 注意 到 sin 于 一 亏 ,所 以 
只 需 并 全 人 x 人 ) Ey: 即 可 .但 是 有 许多 情况 可 以 保证 这 一 点 ,例如 设 At) 在 上 = 了 处 
适合 赫 尔 德 条 件 

[f(z+h) -Fr EClhl",0<agl 
(《e = 工时 称 此 条 件 为 利 普 希 获 条 件 ) 即 可 ， 


从 今天 的 角度 来 看 ,我 们 自然 知道 ,真正 的 问题 在 于 在 一 个 尽 可 能 宽 的 西数 恋 间 中 寻找 一 
5 序列 , 就 是 找 一 个 含 参数 的 核 . 这 种 核 为 数 众 多 ,我 们 下 面 还 可 以 看 一 个 很 类 似 的 核 


1 sin( N+ 去 
x t . 


Wut{t)= (27) 
它 与 狄 利克 雷 核 相近 ,因为 
， 1 , I 
«Sin IN + 二 «Sin| N+ | 
[| ( > my, | I 2 Blt) p(t)dt, 


2sin 志 


其 中 由 (D= -经 二 , 它 在 [ -可 中 是 很 光滑 的 . 我 们 用 参数 代替 N+ 二 ， 下 面 证 明寺 Si zz Wa 
sin 广 
当 关 一 co 在 满足 狄 利克 雷 条 件 的 函数 类 中 是 3 序列 ,所谓 狄 利克 雷 条 件 即 
(D) :者 九 z) 在 [ - rm] 上 最 多 只 有 有 限 多 个 第 一 类 间断 点 ,而 且 可 将 [ - xx] 分 为 有 限 多 
个 区 加 ,使 (+) 在 每 个 区 闻 上 均 为 单调 , 则 称 /(z ) 适 合 条 件 ( 厂 ) 一 一 狼 利 或 重 条 件 . 
定理 7 核 Wxv(i) 在 卡 述 函数 类 中 是 8 序列 , 即 是 说 ,车 f(z) 适 食 条 件 (DD), 则 有 


lm Wee) de =) + 0-)). C8) 
在 证 明 此 式 前 ,我 人 先 要 提 到 一 个 著名 的 积分 公式 
Sin t,o 
oo 2 


值得 注意 的 是 这 个 积分 收 伍 但 是 并 不 绝对 收 伍 - 因为 比较 详尽 的 微 积分 教材 都 有 这 个 例子 ,我 
们 就 不 来 重复 证 明了 . 现在 我 们 回 到 定理 7 的 证 明 . 
我 们 考 串 


二 |t 
二 | 一 Ce+DD- 二 Her0 -了 KGz-0)]dt 


-一 一 Urol 
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J fix -0)]dz. 


1 
sin(N+ 汉 
+ — 
Ti 


sin( N+ 讨 ): < sin( N+ 立 上 1 
这 里 我 们 已 利用 了 一 一 一 和 是 :的 偶 国 数 ,从 而 | 一 一 一 记 f (x +0)di = 
sin(N+ 去 j 
一 /+0)de .在 后 一 积分 中 作 变 量变 痪 :一 -+, 则 上 式 可 化 为 


二 [feta +t Flr) fr+0) f(z-0)]dr. (29) 
由 条 件 (DD) 知 ,只 要 取 3 到 分 小 ,J 在 工 之 左 侧 [z - 8,zx] 和 右 鲁 [xz,，zx - 6] 中 均 为 单调 的 ， 
sin( N+ 二 1 ) 在 [ 了 sm{N+ 去 ): 
一 一 在 [9.3] 中 总 是 可 积 的 ,所 以 例如 对 积分 开 = 
-f(z +0)]dz 应 用 第 二 积分 中 值 定理 , 知 此 积分 


-v7): 


2 
又 由 于 [f(z+t) 


1 
sin| N+ 二 ]: 
llf(r+e) -f(r of) 


Eft Kao fH) ea, 


后 面 的 积分 当 N 宫 时 极限 为 子 ,所 以 不 论 NN 和 3 如 何 取 , 它 总 是 有 界 的 . 再 由 f(z) 在 
[z,z+ 8] 中 为 单调 的 假设 (单调 函数 只 有 第 一 类 间断 点 ) ,对 任意 。>0 必 可 找到 一 个 3(e) 使 


ICz+ 人 -zt+O<jM=sapj 去 二 [smea ; 
所 以 
11< 和 车 : 
同 理 当 $ 充分 小 时 
1 
Inj= ,sin{N + 到) 


<E 


f(z- ) -pr -0 < $. 


1 
寺 
现在 男 定 这 个 8 , 它 与 N 无关, 而 (29) 中 的 积分 化 为 


1 2 让 


[F(z+2) + F(z- 0) f(rt0) ~- f(r-0) dtl +t 1 
对 前 _ 积 分 可 以 应 用 可 要 - 勒 贝 格 引 理 而 知 当 N 充分 大 时 ,其 绝对 值 小 于 sj/2. 由 此 知 


三 mwsin| 六 + 万 
le) warou = 有 2 1) "ls NE) ,je 0)]dz 
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=4[f(z+0) + x-0)]. 
但 这 只 是 证 明了 W (4) 是 序列 ,还 未 证 明 级 数 (16) 是 溃 在 条 件 (D) 下 收 化 于 f(z). 于 是 我 
们 还 需 证 明 


ae = +0) + fz-0)]. (30) 
证 ”前面 已 经 证 明了 左 方 之 和 为 
lim| Ds (#2) f(r +1)dt, 
N=>m rr 


定理 7 则 证 明 了 上 式 右 方 为 jm| Wu(DA(z+ dt 所 以 现在 需 证 的 只 是 


lm| [Dy (0) -WI Ar+ de=0. 


但 是 
1 
owned) 
2sin 可 
二 二 在 4E [~ xm] 中 只 有 一 个 奇 点 != 0, 但 是 
2sin 丈 
1 -二 -去 [ 1 -1]- 守 Mr 
tt 2lsinr 7t 2rsin r 
2sin = 
2 
3 5 
T rT 
二 一 te 四 
_ 7 _ ， 
J Tl 


这 里 5 一方, 而 级 数 在 +=0 即 4= 0 附近 收敛 ,所 以 D4) 一 Ww( 习 = (nOsin[ N+ 二 直 , 而 殉 


在 [ 一 x,x] 上 光滑 ,因此 L' 可 积 . 利用 黎 曼 - 勤 贝 格 引 理 即 得 定理 8 的 证 明 . 

上 面 我 们 详细 地 讨论 了 级 数 (16) 的 收敛 性 问题 并 且 利 用 了 很 细密 的 数学 分 析 方 法 ， 当 然 痰 
者 会 问 ,能 不 能 找到 更 精密 的 方法 来 证 明 Ds(:) 即 在 连续 函数 空间 中 也 是 一 个 8 序列 昵 ? 答案 
是 否定 的 ,因为 早 在 1876 年 就 有 人 找到 了 一 个 连续 函数 ,其 傅 里 叶 级 数 (16) 可 以 在 某 点 不 收敛 ， 
甚至 有 这 样 的 例子 , 邑 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 可 以 在 “许多 点 "上 不 收 合 , 如 果 对 F(z) 只 假设 可 
积 性 , 即 f(z)&€ Li, 科 尔 莫 哥 洛 夫 甚 至 构造 出 几乎 处 处 (其 至 处 处 ) 发 散 的 例子 . 如 果 假设 
f(z)EL? ,重金 在 1915 年 就 猜测,L? 函数 f(z) 的 仿 里 叶 级 数 必 几 乎 处 处 收 合 于 f(x》( 此 级 数 
必 在 L? 意义 下 收 伍 则 上 一 牵 $4 就 已 讲 过 了 , 是 一 个 非常 简单 而 又 基本 的 事实 ). 这 个 荞 测 在 
到 1966 年 才 由 瑞典 数学 家 卡尔 孙 (L. Carieson) 证 明 . 总 之 ,我 们 遇 到 的 是 这 样 一 个 问题 . 既 刻 
夯 一 个 函数 类 ,又 刻画 一 个 级 数 (16) 之 类 ;即刻 画 出 一 类 ic] ,使 二 者 相互 一 一 对 应 . 由 此 出 现 
了 许多 结果 ,使 我 们 看 到 傅 里 叶 级 数理 论 是 一 个 内 容 非常 丰富 而 叉 十 分 困难 的 理论 . 但 是 我 们 
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不 能 不 同 ,是 否 能 走 另外 一 条 路 呢 ? 我 们 想 走 广义 函数 的 路 . 下 一 节 我 们 再 详细 地 讲 , 现 在 只 简 
单 说 几 句 . 

我 们 现在 加 到 定理 3, 并且 先 作 一 些 不 严格 的 讨论 . 上 面 我们 已 经 说 了 ,8(z) 的 傅 里 时 级 数 
是 


S(T)= >) 去 加 
4 
它 在 D 意义 下 收 仇 .如果 应 用 狄 利 克 雷 定理 ,应 有 
2 4 _ _ | 1 0<z 委 r， 
册 了 二 TARsin kr 1， re0. (31) 


不 过 ,在 间断 点 +=0, 土 x 应 该 按 狐 利克 雷 定理 对 级 数 的 和 作 必 要 的 修改 . 其 实 , 由 8(z) 的 展开 
式 逐 项 积分 也 可 得 到 它 . 这 个 级 数 可 以 与 定理 2 的 证 明 联系 起 来 看 :车 函数 本 身 有 第 一 类 间断 


点 ,对 其 候 里 时 系数 6 = O { 天) 把 (31) 看 成 一 个 波 (在 信号 处 理 中 人 们 时 常 这 样 看 ,而 且 把 x 


解释 为 时 间 ), 则 (31) 是 一 个 “ 方 波 ", 在 信和 号 处 理 中 它 是 很 重要 的 . 其 实 第 四 章 一 开始 就 有 类 似 
结果 , 见 第 四 章 8$1I 图 4-1-1. 


0s ~ BE 15 - 
4 5 


它 与 (31) 形 状 不 同 只 是 因为 它们 是 同一 个 函数 在 不 同 区 间 上 的 展开 式 . 

级 数 (31) 在 物理 上 就 表明 方 波 可 以 用 不 同 频 率 的 正 驶 波 之 到 加 来 收 近 .由 于 方 波 是 很 有 用 
的 ,所 以 物理 学 家 自然 想 办 法 造 了 种 种 仪器 去 生成 正 驶 波 (这 是 很 容易 的 ) 并 把 它们 合成 ,其 实 
这 些 仪器 都 可 以 看 作 是 专门 用 于 调和 分 析 的 计算 机 . 有 了 现代 的 计算 机 以 后 ,这 更 是 不 成 间 题 
的 小 事 了 . 本 闻 开始 说 到 的 迈克 尔 孙 就 设计 了 一 个 “计算 机 " 玉 用 (31) 的 部 分 和 生 政 方 波 . 可 是 
试用 的 结果 总 是 不 能 满意 . 他 生成 的 波 在 喇 断 点 处 总 会 有 些 地 方 超出 方 波 , 高 度 约 为 半路 度 的 
9%. 这 个 现象 称 为 吉 卜 斯 (1. W. Gibbs 就 是 第 四 章 $ 5 提 到 的 著名 的 统计 物理 学 家 ) 现 象 ,因为 
吉 卜 斯 在 1899 年 “自然 "杂志 上 致 信 迈 克 尔 末 指 出 这 是 一 个 -- 般 现象 ,这 个 缺点 显然 是 (31) 不 
一 致 收敛 造成 的 ,因为 癌 果 (31) 的 部 分 和 Sv( 户 在 [ -x,x] 上 一 致 收敛 , 则 其 极限 讽 数 一 定 连 
续 , 而 现在 极限 函数 显然 是 不 连续 的 . 所 谓 一 致 收敛 性 就 是 说 在 f(z) 的 曲线 上 下 各 划 出 一 个 宽 
为 。 的 带 形 , 当 入 >N(e) 时 , Sy(7) 的 曲线 一 定 在 [ - r,x] 区 则 中 
全 部 位 于 此 带 内 ， 吉 上 斯 现象 则 指出 ,只 要 e< 半 瞻 度 的 9% 则 不 
论 N 取 多 大 , Sv( 7) 的 曲线 在 间断 点 附近 一 定 会 "导出 "这 个 带 形 
之 外 . 当 我 们 讨论 不 一 致 收 伍 时 ,注意 到 在 几何 上 什么 是 不 一 致 
收敛 是 很 有 必要 的 . 从 实际 上 生成 方 波 来 说 ,克服 青 上 斯 现象 以 
改善 收 伍 性 是 很 有 必要 的 ， 为 此 ,我 们 可 以 采用 无 穷 级 数 的 求 和 
法 以 改善 收 敏 性 . 

无 穷 级 数理 论 中 有 许多 求 和 法 ,我 们 下 面 要 讲 的 是 所 谓 C 一 1 
求 和 法 (C 是 指 意 大 利 数学 家 切 萨 罗 (Cesaro) ,把 它 应 用 于 傅 里 叶 国 5_122 
级 数 的 则 是 匈牙利 数学 家 渴 耶 (Fejer))， 其 法 如 下 : 设 有 级 数 


Sy 


oo 
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3 tw ; 记 其 部 分 和 为 ,= 5 2 我们 考虑 序列 Uo, U,,…,U, 的 算术 平均 值 并 记 为 o, = 
计生 (Uo + Us + m+ 串 ,) ,现在 间 a 之 极限 是 什么 ? 如 果 U,>U, 用 一 点 比较 简单 的 极限 计 


算 可 知 o, 一 U ,但 其 逆 并 不 成 立 . 所 以 fa. 1 的 收 全 性 “好 "于 {U1 ,车 om 一品 , 则 说 级 数 如 ws 


为 C 一 1 可 求 和 (summable) ,而 其 C 一 1 和 为 U. 现在 把 它 应 用 于 级 数 《16) ,前 面 我 们 已 多 次 计 
算 过 它 的 部 分 和 可 写 为 


去 六 Po Da Aat) Da 


各 们 说 里 的 号 是 它 入 了 分 和 Sv, 尽 管 实际 上 它 是 2N+1 项 之 和 - 计算 它们 的 算术 平均 值 会 
得 到 


N 
Kvt)= 六 人 - NT)e”. 
Kn(z) 称 为 费 耶 核 ,可 以 证 明 


1 2 
SI ft 
Ky(0) = |— | 
3 
证 法 要 点 如 下 : 
注意 到 
sos 09=- -于 e+ 于 -于 ee， 
所 以 ,经 过 简单 计算 即 有 
2 fl l,l [Rl Yi 
si 
一 _ 上 1 YN+DI 十 1 工 KN+DDt 
N+ Fi(- 下 一 ) 
2 N+1, 
一 sin2 村 


值得 注意 的 是 , Kx) 即使 在 连续 函数 空间 中 也 是 9 序列 ,实际 上 ,对 任何 [ - x,x] 上 的 连续 机 
数 F(z) 


Nm] /Kyu du= f(r). 


这 里 的 证 明 不 难 ,我 们 都 咯 去 了 ,总 之 ,连续 函 教 F(z) 的 傅 里 时 级 数 (16) 必 为 C 一 1 可 求 和 而 
以 f(x) 为 其 C 一 1 和. 看 一 下 图 4- 1 -2 中 标注 了 费 耶 和 的 曲线 ,就 看 得 出 它 克 服 了 吉 卜 斯 
现象 . 


$2 傅 里 叶 变换 


1. LWCR" ) 函 数 的 全 里 叶 变 换 ” 傅 里 叶 级 数 出 现 后 不 久 ,就 有 了 傅 里 叶 积分 一 - 傅 里 叶 变 
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换 . 前 者 把 [ -r,r] 上 的 周期 函数 f(z)“ 写 成 ” 之 ctes ,或 者 也 可 以 说 是 把 一 个 函数 “ 变 成 "一 
个 序列 | …,e -ecoyclycz，…| 所 以 它 是 函数 空间 到 序列 空间 的 一 个 映射 也 可 以 说 是 一 个 
物理 过 程 有 了 两 个 不 同 的 “表示 ?”: 一 是 表 为 z( 可 以 是 时 间 , 所 以 下 面 改写 成 ;) 的 函数 ,一 是 家 
为 频率 & 的 函数 ,不 过 时 间 * 是 取 连 续 值 的 , 面 频率 是 取 整 数值 的 (因为 我 们 使 用 了 指数 函数 表 
示 正 茧 省 ,所 以 这 些 整数 也 可 以 是 负 的 ). 但 是 一 个 自然 现象 很 少 是 真正 周期 的 . 例如 上 面 我 们 
说 A(z) 是 周期 函数 ,其实 它 原来 可 以 定义 在 R 上 ,只 不 过 我 们 取 了 它 的 在 [ -x,x] 上 的 一 段 青 
作 周 期 延 拓 ,这 样 才 得 到 周期 函数 的 . 由 上 节 的 例 , 在 有 限 区 间 上 的 S- 问题 又 时 常 是 有 离散 
谱 的 ,这 是 把 周期 函数 F( zx ) 在 一 个 周期 内 展开 为 固有 函数 的 级 数 ,就 是 傅 里 叶 级 数 一 一 的 问题 
的 来 源 , 因此 自然 要 问 ,如 果 考 处 的 是 定义 在 一 个 无 穷 区 间 上 的 函数 ,那么 会 得 到 什么 ? 事实 上 
当年 傅 里 叶 就 是 从 研究 一 个 半 无 限 长 的 村 上 的 温度 分 布 得 出 情 里 叶 积 分 的 . 具体 情况 下 如 : 设 
在 杆 [0, + oo], 上 有 温度 w(x,t) 分 布 ,由 第 三 章 第 一 节 知 ,w( zx,t) 满 足 热 传导 方程 

19u_oFu 

ri (1) 
我 们 设 村 上 初始 时 刻 的 温度 分 布 是 已 知 的 ,而 在 杆 的 左 端 + =0 处 温度 又 保持 丰 (0,1) =0, 于 
是 除 方程 (1) 以 外 还 有 边 值 条 件 和 初 值 条 件 
40,t=0，a(z:0)=o(z) (已 知 函 数 ). (2) 
可 以 仿照 上 一 节 求 解 弦 振 动 方程 的 办 法 来 解 它 , 令 u(z,t)== 久 (zx)T(z) 代 入 方程 (1), 化 简 后 
有 


TlA)fat T(1)=X (xr) R(x)= 4. 
于 是 和 前 面 一 样 , 试 由 它 以 及 边 值 条 件 X(0)~0 求 出 天 (x), 我 们 仍 设 A4= p>0, 于 是 
X(z)=Aen + Be ~. 
但 是 , 若 4 天 0, 则 当 了 + oo 时 会 有 X(z) 一 co. 这 在 物理 上 是 说 不 通 的 . 因此 ,必须 有 A 二 0. 
得 由 XX(0)=0, 又 得 XX(0) = Be = B=0, 于 是 又 归结 为 一 个 平凡 解 . 这 样 ,我 们 否定 了 4 =A2 的 
可 能 性 . 这 里 有 一 点 十 分 值得 注意 :物理 上 合理 性 的 要 求 限制 了 函数 在 无 穷 远 处 的 性 状 ， 面 后 
者 又 起 了 边 值 条 件 的 作用 . 这 种 限制 可 以 是 例如 X(z) 在 z- + oo 时 为 O(1fz), 可 以 是 X(x) 
SEE ([0,+ece)) 或 X(z)ELX[0,+ 00)) 等 等 . 所 以 我 们 看 到 ,限制 在 某 个 函数 空间 的 框架 内 
研究 菜 个 数学 问题 不 只 是 有 数学 上 的 意义 ,而 且 常 有 物理 上 的 意义 。 我 们 暂时 只 能 讲 到 这 里 为 
止 . 总 之 ,二 生 已 被 排除 同样 ,我 们 也 会 排除 4=0, 而 余下 的 具有 4 = = 一刀, 从 面 
X{z)}= Acos jr + Bsin per. 


由 XX(0) =0 可 得 
R(x)=sin pr， 《3) 
我 们 覆 去 了 常数 (系数 B 取 为 1), 但 是 我 们 不 能 说 一 切 ER 都 是 固有 值 面 (3) 为 其 固有 函数 
我 们 只 说 以 下 的 边 值 问题 
X (xz) -AX(r)=0, zEL0,+co)， 
X(0) =0， 久 在 rz>+ oo 时 趋 于 0 0%) 
(最 后 一 个 要 求 也 可 以 是 X(z)E L'([0, + o) ) 等 等 ,现在 只 是 作 一 个 例子 来 提出 问题 ) 的 - 谱 。 
是 4= -pe(1ER). 什么 时 候 说 图 有 值 ,什么 时 候 只 能 说 * 详 ”这 是 羽 于 庶 论 的 问题 .我们 更 在 
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只 说 问题 (4 有 "* 连 续 谱 ”, 相应 于 4= 一 py* ,有 
Ta) +a pT()=0, 

所 以 

T()= Be "’, pER,t>0, 
而 问题 (1),(2) 之 解 现在 不 是 对 w 求 和 ,而 是 对 pz 求 积分 : 

u(r,t) = 三 Be rsin prdp. 
问题 就 在 于 如 何 选择 (jy) ,使 当 :=0 时 得 到 

p(T)= 三 Dp) sin prdp. (5) 


自 傅 里 叶 以 后 , 以 上 形状 的 积分 (还 有 将 正 艾 改 为 余 豌 所 得 的 积分 ) 通 称 为 傅 里 叶 积 分 . 但 
是 我 们 还 要 从 更 广泛 的 视野 来 看 它 . 首先 我 们 引 人 复 记号 ,这 样 写 出 一 个 与 ($) 相 应 的 式 子 


1r” io 
?x)= 却 | Dp)erdp (6) 


积分 号 前 多 了 一 个 因 于 站 自然 无 关 紧 要 ,双方 乘 以 8 ,并 对 zx 求 积分 ,如 果 我 们 免 许 任意 地 交 
换 积 分 次 序 将 有 

三 P(r)e dzr= [ ode 让 [。 err Hrdz. (7) 
我 们 提出 ; 
ergr -8(p- Ee). (8) 


这 个 式 子 看 起 来 令 人 吃惊 ,但 是 很 有 道理 - 如 果 把 积分 写成 和 ,把 x 变 成 R( 由 -- oo 到 + co) 的 分 
点 工 = 大 ,为 整数 , 则 上 式 左 方 成 为 


< 了 ee (09) 
127 
但 是 上 一 节 (27) 式 中 我 们 讲 过 38(z) 之 傅 里 叶 级 数 正 是 
6(z)= >， 二 (10) 


那 是 离散 详 的 情况 . 现在 换 成 了 连续 赠 , 级 数 应 该 变 成 积分 .在 (10) 中 把 z 写成 (~ 6) ,注意 到 
Az = (上 + 1) 一 上 =1,《10) 式 立即 变 成 (8) 式 ,于 是 


[ee qr- 厂 00a0 -dn= oe). (1) 


这 样 我 们 得 到 一 对 公式 (6) 和 (11). 

上 上面 的 证 明 当然 算 不 得 还 明 , 但 是 它 确实 是 物理 学 家 考虑 问题 的 办 法 ,而 且 它 揭示 了 十 分 重 
衷 的 思想 . 我 们 以 为 (6) 和 (11) 是 一 对 变换 和 逆 变 换 ,(11) 式 把 函数 p( z ) 映 到 和 (8) ,而 (6) 式 
就 是 它 的 逆 . 如 果 我 们 把 p(z) 看 作 一 个 信号 ,z 表示 时 间 , 则 (11) 表 示 它 是 由 各 种 不 同 频 率 & 
的 谐 波 e* 构 成 的 , @() 就 是 在 谐 波 构 成 p(z) 这 个 信号 时 , 谐 波 ee 占 了 多 少 分 量 . 所 以 (11) 式 
是 一 个 谐 让 分 析 的 公式 - 把 它们 县 加 起 来 ,(6) 则 是 表示 这 些 谐 波 的 合成 的 公式 . 但 是 不 论 是 
9(z) 或 (8) 都 表示 同一 个 信号 ,前 者 我 们 称 为 该 信和 号 在 时 域 的 表示 ,后 者 则 是 它 在 频 域 中 的 
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表示 . 更 重要 的 是 在 量子 力学 中 它们 含意 还 更 深刻 . 这 时 p(z) 是 波 函 数 , 它 是 用 粒子 的 位 置 x 
来 表示 的 . 在 量子 力学 中 出 表示 粒子 的 动量 .下 (8) 则 是 波 函 数 用 粒子 的 动量 来 表示 的 - 但 是 
它们 都 是 同一 个 状态 的 不 同 表示 (物理 学 中 称 为 “表象 "). 前 者 是 zx 表象 ,后 者 是 表象- 但 是 
在 经 典 物理 学 中 决定 一 个 粒子 的 状态 应 同时 了 解 其 位 置 x 与 动量 $= mv( 所 以 也 就 是 速度 ) ,二 
者 互相 独立 . 现在 位 置 x 与 动量 上 之 间 是 “有 联系 的 ”人 馆 今 为 止 ,人 们 可 能 会 有 一 个 错觉 ,以 为 
两 个 变量 之 间 的 "联系" 大概 总 是 一 种 函数 关系 . 可 是 在 量子 力学 中 却 不 能 说 一 个 粒子 的 位 置 与 
动量 间 有 函数 关系 . 二 者 之 问 的 关系 就 是 著名 的 " 测 不 准 关 系 " 呈 . 对 前 者 的 测量 会 影响 到 后 者 
的 测量 . 反 过 来 也 是 一 样 这 在 经 典 物 理学 中 是 不 可 想像 的 . 而 这 种 测 不 准 关系 正 是 (6) 与 (11) 
这 样 一 对 变换 与 逆 变换 的 必然 推论 . 如 此 说 来 ,信号 的 时 域 与 频 域 表 示 之 间 也 有 (6) 与 (11) 这 样 
的 “联系 ", 嘻 么 二 者 之 闻 是 否 也 有 某 种 测 不 准 关 系 呢 ? 结论 是 肯定 的 .从 物理 学 角度 看 ,“ 测 不 
淮 原 理 " 是 微观 世界 的 物理 学 一 一 量子 物理 与 宏观 世界 的 物理 学 一 一 经 典 物 理 的 分 水 岭 . 但 是 
从 数学 角度 来 看 则 是 ; 某 一 类 函数 空间 中 ,只 要 有 (6) 和 (11) 这 样 的 变换 关系 就 一 定 有 测 不 准 关 
系 . 不 但 有 量子 的 测 不 准 关系 ,也 有 经 典 的 测 不 准 关系 . 因此 ,(6) 与 (11) 这 样 的 变换 关系 是 十 
分 深刻 的 . 我 们 称 (11) 是 某 一 函数 空间 中 的 g(x) 到 另 一 函数 空间 中 的 B(&) 的 傅 里 叶 变 换 , 而 


56) 则 称 为 其 逆 情 里 叶 变 换 . 在 下 面 我 们 规定 采用 以 下 的 记号 , 记 @(8) = 人 (8) 而 (6) 式 的 道 变 
换 则 记 为 (F !@)(xz)= f(z) 有 的 书 上 则 记 多 (4) 为 P(gp)(#)). (6) 与 (11) 形 状 不 太 对 称 , 因 
为 (6) 式 中 多 了 一 个 因 于 直 ， 为 了 对 称 起 见 , 许 多 文献 上 常 把 它们 写作 


P(E)= 三 9(z)e sdz， 


g(r)= 三 更 (Eee de. 


这 相当 于 把 频率 换 成 了 回 频率， 

我 们 下 面 的 任务 就 是 讨论 这 种 变换 的 性 质 ,特别 是 给 它们 以 严格 的 证 明 (由 此 也 就 给 (8) 式 
以 明确 的 合意 ). 但 是 这 时 首先 要 问 ,在 什么 框架 下 讨论 它们 ,也 就 是 上 面 说 的 “ 某 一 应 数 空间 ” 
中 的 p(x) ,究竟 是 指 尤 -个 函数 空间 . 

首选 的 空间 自然 是 L'. 因为 (6) 式 中 出 现 了 积分 , 面 从 傅 里 时 级 数 的 情况 来 看 黎 曙 积分 是 
不 够 用 的 .下面 我 们 不 限于 L'(R') , 面 用 一 般 的 L!' (R") ,因此 我 们 给 出 

定义 1 设 f(z)E LICR") ,我 们 称 


= {f(r)e “qz (12) 


为 其 健 黑 时 变换 ,这 时 zt = 了 了) -6 时 常识 作 x<. ,tr，6) 或 人 4.x)， 


但 我 们 暂时 还 未 宣称 
I 


Az) = 0 


| Feeras 


名 ”全 辐 自然 科学 名 词 审定 委员 会 1988 公布 的 《物理 学 名 词 ) 上 ,改称 “不 确定 [ 度 ] 关 系 ” 下 文 提 到 的 “ 测 不 准 原 理 "在 { 物 
理学 名 词 ) 上 改称 “不 确定 [性 1 原理 ”. 
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为 道 傅 里 叶 变 换 , 因 为 F(zJE LI(R" ) 时 ,六 (6 在 什么 空间 中 并 不 清楚 ,所 以 这 个 积分 暂时 也 没 
有 定义 . 

给 出 了 这 个 定义 后 ,我们 要 讨论 它 的 种 种 性 质 ,其 中 最 重要 的 是 它 关于 7 的 线性 变换 的 性 
质 以 及 关于 f(x) 之 代数 与 分 析 运 算 的 性 质 , 其 中 有 一 个 是 在 上 一 节 已 经 还 明 的 定理 3, 即 

蒙 曼 - 勒 中 格 引 吾 车 /(z)EL'(R") 则 

limf (#)=0. 

这 个 定理 下 而 我 们 就 只 直接 使 用 而 不 再 证 明了 ， 

但 是 ,从 物理 学 的 角度 看 来 ,LI(R" ) 是 不 合用 的 . 因为 例如 信号 处 理 问题 中 ,| 广 (5)12ds 代 
表 频 率 在 $ 到 $+d$ 中 的 谱 波 成 分 之 功率 . 因为 一 个 信号 的 功率 总 是 有 限 的 ,所 以 必须 有 


| [FC(e) lde< +o. 


再 看 量子 力学 的 情况 . 这 时 p( z) 作 为 波 函 数 其 物理 解释 是 :| p(x)1 dz 是 粒子 位 于 z 到 z+ 
dz 之 间 的 概率 . 既然 是 概率 , 则 必 有 


f loa Par=1. 


此 ,从 物理 学 的 角度 来 看 ,(6) 和 (11) 应 该 看 成 是 由 L?(R") 到 L*(R' ) 的 映射 ， 上 一 章 中 我 们 
指出 L?(R") 有 特别 重要 的 结构 ,因此 这 时 我 们 除了 要 再 点 明 L'(R") 中 传 里 叶 变 换 的 性 质 外 ， 
更 要 从 L?(R") 特 有 的 结构 来 考察 它 . 

然后 ,我 们 又 要 在 广义 函数 框架 下 去 看 傅 里 叶 变换 , 到 这 里 我 们 才 最 后 完成 (6) 与 (11) 的 证 
明 , 到 那 时 (8) 式 的 意义 也 就 明确 了 . 我 们 得 到 了 一 个 比较 完整 的 理论 . 其 实 广义 函数 理论 的 出 
现 主要 理由 之 一 正 是 为 了 传 里 叶 变 换 理论 的 需要 - 

现在 我 们 在 L'(R") 中 讨论 傅 里 叶 变 换 . 

定理 1 车 f(z)E LR"), 则 (5) 必 在 R'" 上 有 界 ,一 致 连续 ,而 且 在 无 穷 远 处 为 0. 

证 易 见 


(P01< [lr)e dzl= [irdar= 7 hs, 


所 以 (8) 之 有 界 性 自明 . 又 
IG [fCz) le ™ -1ldz 


=21 4600s 要 |ar= n+ 


我 们 将 此 积分 分 为 两 部 分 ,其 一 是 


n=2 | 


rr 有 Try 只 


故 对 任意 6。>0, 必 可 找到 一 个 与 x,h 均 无 关 的 民 , 使 上 面 的 积分 小 于 ej2, 由 此 固定 玉 . 再 着 


EE | [f(x) dr, 
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1.=2 | 
if 


sn 他 |< 到 Las 有 六 | (注意 这 里 xh 是 内 积 , 故 | 站 | 委 下 过 外 天 外 委 及 下 上， 


zsa 汪 |4、 


因为 


上 有 = 如 ,但 以 下 维 向 景 的 长 仍 党 以 | .1 表示 ) , 故 
i111l&R | Cn ldz hl < 


只 要 | 天 外 充分 小 即 可 (注意 现在 R 是 固定 的 ), 所 以 , 当 1&| 一 % 时 了 (8)-*0 就 是 黎 旺 一 勒 贝 格 
引 理 . 
但 是 广 (8) 一 般 并 不 可 积 . 向 如 设 
1，|zl<1l， 
0, Jzl>1. 
f(x)EL'(R')( 我 们 没有 规定 |x| =1 时 f(x) 之 定义 ,但 这 没有 关系 ,因为 L! (Ri ) 函 数 只 要 几 
乎 处 处 有 定义 即 可 ) ,但 是 它 的 伟 里 叶 变 换 是 
f(8)= 三 f(r)e dr= 人 edz = -tk. (13) 
它 虽 然 连 续 ,而 且 当 15| -ee 时 趋向 0, 但 它 并 不 属于 L'(R'). 因为 勒 贝 格 可 积 一 定 是 指 绝对 可 


积 , 而 这 个 函数 却 不 是 绝对 可 积 的 . 因此 ,对 这 个 A(z),(6) 式 不 可 能 成 立 . 由 f(x) 色 了 (&) 的 变 
换 称 为 傅 里 叶 变换 ,而 当 f(x)E 工 ! 时 , 它 可 以 用 (11) 表 示 . 那 么 由 六 (5) 到 了 (x) 就 应 称 为 逆 傅 


里 叶 变 换 . 上 面 我 们 用 形式 的 办 法 “推导 ”出 来 它 应 该 写 为 (6) 式 ,但 实际 上 , 工 然 连 F (8) EL! 
都 不 能 保证 ,(6) 式 又 有 什么 意义 呢 ? 上 一 节 讲 储 里 时 级 数 时 , 先 给 出 了 F(z)ELII -Am)， 


然后 就 可 以 算出 它 的 傅 里 时 系数 6 = 去 | (zjerw dz. 传 里 叶 系数 序列 ja 1( 看 成 是 定义 在 


fz)= 


整数 集 忆 上 的 函数 ) 就 相当 于 了 (4). 在 上 一 节 , 我 们 开始 先 说 /(7) 的 情 里 时 级 数 F(z) 一 
2 oe™ 是 形式 级 数 ,并 因此 使 用 了 记号 一 其 实现 在 的 道 变换 公式 (6) 也 只 是 -个 "形式 的 * 


= 


对 象 、 上 一 节 我 们 用 了 很 大 力量 去 讨论 传 里 时 级 数 的 收敛 问题 ,其 实 还 只 接触 到 这 个 重大 问题 
比较 滥 层 的 结果 ,也 就 是 说 ,L' 函数 fz) 之 己 里 叶 级 数 收 合 于 F(z) 即 由 [cs1 可 以 通过 5 


ce 恢复 J(z) 的 必要 充分 条 件 没有 我 到 . 也 就 因此 , 才 产 生 了 诸如 费 耶 求 和 等 各 种 方法 以 恢复 
玉 ) 的 问题 . 现在 的 问题 也 是 一 样 ,如 果 我 们 记 R*" 上 连续 而 无 穷 运 处 为 0 的 函数 之 空间 为 
Ce(R"), 则 定理 1 售 诉 我 们 (用 下 表示 傅 里 叶 变换 ,并 看 作 一 个 映射 )F，LI(R“)- Co(R*) ,而 
且 下 的 “ 像 " 其 实 是 Co(R") 的 一 个 真子 空间 ,而 数学 家 们 迄今 未 能 完全 刻画 它 . 所 以 问题 在 于 ， 
如 何 找到 一 个 空间 了 , 它 要 足够 宽广 ,包括 工 ! ,1? 等 等 ;在 上 又 可 定义 傅 里 叶 变 换 F, 使 下: 下 
一 了 是 一 个 双方 单 值 的 观 射 ,广义 函数 理论 很 大 程度 上 正 是 为 了 回答 这 个 问题 而 出 现 的 . 
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下 面 来 看 当 A(z) 变 化 时 , 广 (5) 怎 样 随 之 改变 . 一 个 明显 的 结果 是 /( x) 一 了 (8) 是 线性 映 
射 , 若 f(z)ELI'(R"),c, 是 复 常数 ,i =1,2, 则 


一 全 ~ 机 本 
(oftefr (te)=e f(t) +t es 户 (5)- (14)》 
工 :(R") 函 孝 的 乘积 一 般 不 再 在 L'(R" ) 中 ,但 是 有 一 种 运算 称 为 卷 积 ,其 形式 的 定义 是 
(fx gtr)= | fer- d= | f(z- Dandr. (15) 


首先 的 问题 是 , 当 [,gE€ L'(R") 时 ,上 面 的 积分 是 否 仍 是 L!'(R") 函 数 . 当 f,g 为 黎 曼 可 积 时 ， 
上 述 积分 仍 是 一 个 黎 曼 可 积 函 数 ,这 可 以 用 富 比 尼 定理 来 证 明 , 对 于 L'(R") 函数 , 宣 比 尼 定 理 
我 们 已 在 第 四 章 中 讲 到 ,现在 再 把 结果 陈述 如 下 : 

定理 2( 富 比 尼 (Fubini) 定 理 ) 车 f(z,y) 是 L'(R" x R") 丽 数 , 则 对 几乎 所 有 < (或 y)， 


fw)EL(R)( 吉 f(x)EL' (RI), 而 且 [f(z,y)dyeL'(&) (各 Treesoae 
Li )), 且 
{#62,34rdy = ll dz [f(ay 


= jw Mt, ar. (16) 


托 乃 利 (Tonelli) 定 理 “车 FLz,y)>>0 为 可 测 函 数 , 则 敬 (16) 式 中 的 三 个 积分 中 只 要 有 一 个 
存在 ,另外 两 个 一 害 也 在 在 而 且 (16) 式 成 立 - 


现在 把 这 个 定理 用 于 卷 积 (15) ,为 此 ,我 们 考虑 1F(z - 1)g(z) |. 显 然 J [f(r-i)g(i)ldr 


-lao [es Dlde= tec) ffs)1drE LR) Ne, | late)ldr | raids 
RR” [a ™ 


< + ~, 由 托 乃 利 定 理 即 知 | | f(r- gl) ldrd< + o,f(z-n) a(t) EL (RR) 应 


用 托 乃 利 定理 , 即 知 (15) 所 定义 的 (fx g)(z)E (Re) ,而 且 重 复 前 证 的 步 机 即 有 有 
| Gr aa |< istoldr J 1A)lar, (17) 
是 


或 写作 
[AA 07) 
卷 积 很 像 是 一 个 乘法 . 它 适合 交换 律 (这 一 点 由 定义 (15) 式 即 知 )、 结 合 律 
(fxrg)*h=f*(gxh) 
和 分 配 律 
(ftfo rg= frrg+ frg. 
所 以 志 (R") 不 但 是 一 个 线性 空间 ,而 且 其 中 还 有 适合 以 上 运算 律 的 “乘法 ", 这 就 称 为 一 个 “ 代 
数 ”. 再 考虑 到 其 中 的 范 数 适合 不 等 式 (17) ,就 称 为 一 个 巴 拿 将 代数 . 但 是 这 个 莱 法 又 与 “普通 ” 
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的 乘法 有 些 不 同 , 例 如 ,其 中 没有 单位 元 1( 即 与 任 一 L' 函数 之 卷 积 均 等 于 了 本身 的 L' 函数 
“1":f# “1”= 万 ,8 画 数 适合 此 式 , 但 $ 又 不 是 一 个 L' 函数 .又 例如 有 些 乘 法 是 没有 零 因子 
的 , 即 由 fg=0 必 有 /=0 或 g=0. 卷 积 就 没有 零 因 子 .这 就 是 梯 其 马 希 (Titchmarsh) 定 理 ; 若 
fg8EL'(R") 而 县 /x g=0, 则 f,g 中 至 少 有 一 个 几乎 处 处 为 0, 但 这 并 不 容易 证 明 . 

着 积 是 很 重要 的 运算 . 我 们 实际 上 早已 见 过 它 了 ,例如 磨 光 运 算 就 是 函数 与 磨 光 核 的 卷 积 ， 
6 序列 K,.(r) 了 8(z) in DD' 就 是 fx 开矿 对 一 切 FEDD 成 立 (由 此 可 以 想到 8 函数 是 卷 积 的 单 


位 元 . 即 上 述 的 “1”), 柯 西 积分 关 ; | far 即 / 与 丈 ; 志 的 卷 积 ( 复 的 ) 不 过 我 们 现在 最 关心 的 


是 卷 积 与 传 里 叶 变 换 的 关系 . 
定理 3 若 记 gEL'(R") 则 其 卷 积 6(z)= (CA* 3)(z) 之 刍 里 叶 变 换 等 于 /与 & 之 健 里 
吐 变 换 之 积 : 
A(€)= 7(8):2 (8). 
证 应 用 富 比 尼 定 理 即 有 
及 (6 = [Gat [ar [fg ~ eeq 


R R 


= je rosetz- te edge 


= J Yew sr)e ede 


人 


=/ (8)"8(8). 
对 于 了 与 5 之 卷 积 其 伟 里 叶 逆 变换 也 应 有 类 似 公式 . 但 是 现在 连 广 * 号 暂时 都 无 法 定义 ,所 以 只 
好 在 后 面 用 广义 炒 数 去 讨论 . 

这 个 定理 不 但 在 数学 理论 中 有 重要 意义 ,而 且 在 实际 工作 中 很 有 用 ， 设 有 一 个 信号 f(2) 
(我 们 使 用 它 的 时 域 表示 ) ,我 们 已 经 明白 , 它 是 由 各 种 不 同 频率 的 谱 波 合成 的 ， 所 谓 滤波 就 是 希 
望 从 这 些 成 分 中 删除 某 些 成 分 为 了 从 数学 上 考查 这 个 过 程 ,我 们 转 到 此 信和 号 的 频 域 表示 , 即 
(EEER'. 现在 我 们 要 求 删除 其 中 的 高 频 成 分 , 例如 删除 1 81 之 R。 的 一 切 高 频 成 分 ,能 完成 
这 个 任务 的 设备 就 叫做 低 通 滤波 器 . 为 此 ,我 们 考虑 一 个 函数 

1 lel<R,, 


F = 
人 1 外 宇 Ro， (18) 


并 考 虚 新 的 信号 F(8)#($), 它 就 是 从 原来 信号 中 删除 了 高 频 成 分 的 结果 , 如果 F(é)=w(é), 
则 


、 -人 个 
POIEYF(E)= wxf (6). 
因此 回 到 时 域 即 知 


(wr f(D)= | A we ede. 
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实际 上 ,如 果 逆 变换 公式 (6) 成 立 的 话 
wli) | Fé)e" dé 


一 ear 


-去 放 F(t)erde= a 


_ sin Rar 
= 
就 是 (18) 的 时 域 穴 示 , 而 从 数学 上 看 ,上 述 滤 波 器 就 是 一 个 完成 卷 积 运算 


Corp- FD Dar 


《19) 


sin et 


的 装置 . 所 以 函数 可 以 称 为 这 个 滤波 器 的 仪器 函数 . 


(19) 也 称 为 全 式 仿 时时 查 换 (window Fourier transtorm). 
不 过 我 们 要 注意 上 面 我 们 并 没有 规定 信号 的 时 域 窜 示 /(:) EL'(R,), 而 下 (8) 上 面 已 说 过 
了 不 一 定 是 工 (R,) 郑 数 ,因此 即使 北 变 换 公式 (6) 对 L'(R,) 函 数 得 到 了 证 明 , 也 不 能 应 用 于 此 . 
所 有 这 一 切 都 表明 了 完全 有 必要 在 广义 函数 框架 下 讨论 傅 里 时 变换 此 外 ,在 上 一 节 中 我 们 正 
是 针对 “ 窗 吉 函数 "(18) 提 出 了 表 卜 斯 现象 . 同样 ,在 复式 全 里 时 变换 (19) 中 也 一 定 会 出 现 这 种 
sn (we 
上 


sin 也 


2 
N 
将 部 分 和 Sr 改 为 ov = (1- 区 和) 来 实现 的 ,现在 也 一 梯 , 我 们 只 要 把 窗口 画 数 改 为 


(A)(1 一 1&17R), 从 而 把 (19) 疏 为 (sin Rot /人 Ro)? * 上 也 能 实现 癌 样 的 虽 的 . 
现在 回 到 傅 里 叶 变换 最 引 人 注 吓 的 性 质 , 即 微分 运算 在 傅 里 叶 变 换 下 成 为 什么 . 我 们 先 形 
式 地 看 一 下 会 有 什么 结果 ,然后 再 去 证 明 它 . 为 简单 计 只 看 RR 的 情况 . 


情况 . 正如 在 傅 里 叶 级 数 时 我 们 采用 费 耶 核 来 代 直 狄 利克 雷 核 ,而 且 这 是 通过 


由 (12) 
了 (6) = f(r)e dz, 
双方 对 & 求 导 即 得 
基 7(8)- 革 了 zf(r)e wdr= (a2) (4). (20) 
再 由 (5) 
7z)- 夫 | (eerdt， 
双方 对 x 求 导 , 有 


(x)= 去 | iéf (€)erde, 
注意 到 (6) 式 实际 上 就 是 道 变换 的 公式 , 仿 此 我 们 可 以 想到 应 有 
1 (8)= 三 f(r)e dz, (21) 
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(20) 与 (21) 表 示 , 对 原来 的 函数 “ 乘 以 自 变量 "(或 对 自 变 量 求 导 ) ,导致 对 健 里 叶 变 换 “ 对 新 
的 自 变量 求 导 ”或 乘 以 " 自 变量 ") , 反 过 来 也 是 一 样 .〈 但 还 应 该 适当 地 加 上 因子 +i. ) 这 是 一 种 
新 对 偶 关 系 ,我 们 就 简单 地 说 :同一 物理 过 程 的 x 表象 乘 以 自 变量 (或 求 导 ) 就 得 出 该 过 程 的 & 


表象 的 求 导 ( 或 乘 以 自 变 量 ) .更 简单 地 说 就 说 在 傅 里 叶 变换 下 十 3， 与 4( 乘 以 $) 是 对 侦 的 ， 


-于 ?与 是 对 偶 的 , 这 个 论断 在 量子 物理 中 有 极 大 的 意义 ,因为 量子 物理 与 经 典 物理 有 一 个 


根本 区 别 , 即 在 经 典 物理 中 ,物理 量 用 孙 数 米 表 示 , 而 在 量子 物理 中 ,物理 量 用 算 子 来 表示 (当然 
究竟 是 作用 在 什么 空间 上 的 何 种 算 子 涟 要 详 加 说 明 ) ,而 傅 里 叶 变 换 实 现 了 二 者 之 间 的 对 应 . 
放下 物理 的 解释 来 看 数学 ,就 发 现 上 面 的 "推导 ? 确 有 许多 问题 . 例如 它 要 用 到 f(x) 的 税 


分 , 则 应 该 有 (>)E 工 ' ,同样 还 应 有 zf( =)E L! ,六 (8), 各 F(8)E L! 等 等 , 通 芝 , 要 求 一 个 本 


数 属于 L' 可 以 归结 为 对 它 在 无 穷 远 处 衰 碱 速度 的 限制 . 例如 ,车 了 (6) 当 $co 时 为 O(8-?-)， 
则 f(z) 可 求 导 . 于 是 我 们 又 看 到 对 了 (8) 增长 速度 ( 即 是 衰减 速度 ) 的 限制 导致 了 f(x) 的 某 种 程 


魔 的 可 微 性 同样 , /=) 在 无 穷 远 处 的 增长 速度 决定 了 广 (6) 的 可 微 性 . 这 个 现象 我 们 已 在 上 一 
节 讲 到 香里 叶 级 数 的 收 伊 性 时 强调 过 其 重要 性 . 在 广义 函数 框架 下 处 理 傅 里 叶 变 换 也 是 以 此 为 
基础 的 . 现在 我 们 正式 提出 和 证 明 相关 的 定理 . 


定理 4 (i) 设 fz)EL'(R") ,f(zx)E LR"), 则 F(5) 对 可 求 时 ,而 且 


(二 DC -1g 8). (22) 
(0) 蓝 g(x)EL'(R") 而 安 对 基 一 自 认 量 x, 的 不 定 积分 f(z) 次 (R") 丽 数 , 则 f(x) 
~ g(r)dz ,而且 


了 人 
二 9- (Ta7) (0 -6 fe). (23) 
证 (史记 为 为 第 ; 个 分 量 为 而 其 他 分 量 为 0 的 # 维 向 量 . 我 们 有 
Pern)= | /Cr)e ee hdr, 
所 以 " 
UC Cr)e me ml 
万 = | A(r)e de 
因为 


zh 
2 


le ™ -1|=2 


sin | x, |ih,|, 


| 


所 以 积分 [EE 之 被 积 函 数 绝对 值 丰 大 于 (CR* ) 函 数 ] xf(x)| ,于 是 我 们 可 
以 应 用 勒 贝 客 控 制 收 全 定理 在 积分 号 下 求 极 限 而 (22) 得 证 . 
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(由 假设 f(z) = 『 &(z)dz ,现在 我 们 利用 f(x)EL' 这 一 条 件 来 确定 积分 下 限 . 对 任 
意 有 A 与 4 有 
fA) -fla)= | glx)dz,. 


因为 假设 了 g(x)EL'(R"), 所 以 当 A 一 wm 时 (A) 有 极限 M:F(A) 一 朵 , 同 理 当 ua 一 - oo 时 
f(a)>m. 又 因为 假设 了 f(x)ELI'(R"), 所 以 必 有 M =0,m =0, 而 得 


fz)=— | elddz,. 


对 于 勒 贝 格 积分 ,我 们 知道 不 定 积分 在 几乎 处 处 意义 下 是 原 函 数 , 所 以 g(z) = 六 【zy 几乎 处 处 
成 立 . 分 部 积分 公式 
uvdz = ev - 『 Vurdz (六 为 w 之 不 定 积分 ) 


在 勒 贝 格 积分 理论 中 当 。 与 均 为 可 积 时 是 成 立 的 ,现在 令 o= 8, 从 而 了 = -g(x)dw = 


f(r) 以 及 =e ,我 们 有 
[ete wa = | £me was, 
=f(xr)e ee 
令 a 一 -o ,4 一 +oo, 前 面 我 们 已 经 证 明了 Fa)0,FCA)-0, 所 以 立即 得 到 


和 bp 
+ié | f(r)e dr. 


个 
sn| 于/ ) (0-8, 
从 而 (23) 成 立 . 
注 1 在 黎 曼 积分 理论 中 ,我 们 是 在 两 个 条 件 下 证 明了 | 7(z)dz 是 7 ) 的 原 函数 的 ， 
是 f(z) 黎 曼 可 积 , 其 二 是 了 (x) 有 原 函 数 存在 ( 即 处 处 适合 F(x) =- F(z) 的 F(x)) 存 在 . 在 勒 
贝 格 积分 中 我 们 也 不 能 说 只 要 7(z)E L', 则 (x)dz 一 定 是 f(x) 的 原 丁 数 ,而 只 能 得 到 


| dz 在 几乎 处 处 意义 下 是 了 (x) 的 原 函 数 . 就 是 说 , 即 令 用 勒 贝 格 积分 理论 ,也 不 能 完全 回 
答 有 可 变 积 分 限 的 积分 ( 即 不定 积 分 ) 与 原 函 数 这 两 个 概念 是 否 完全 一 致 ,因为 这 里 涉及 一 些 比 
较 细微 问题 ,这 是 在 这 个 定理 证 明 中 留 下 的 一 个 "陷阱 ”. 

注 2 在 本 定理 前 ,我 们 说 了 一 句 话 :“ 通 赏 ,要 求 一 个 函数 E 1! 可 以 归结 为 它 在 无 穷 远 处 
误 正 速度 的 限制 “实际 上 ,事情 当然 不 这 么 简单 .例如 我 们 知道 若 R 上 的 连续 函数 FLx ) 在 jz| 
一 co 时 有 f(x)= O (去 ] ,24>1, 则 J(z) 在 及 上 绝对 可 积 ， 人 们 常常 不 自觉 地 以 为 其 着 也 是 真 


的 . 完全 不 然 , 甚 至 所 了 ) 当 |z1 一 o 时 没有 极 眼 ,甚至 也 不 有 界 , 仍 有 六 xz) 在 R 上 绝对 可 积 , 这 
都 可 以 找到 例子 . 这 个 定理 的 证 明 中 .我 们 是 在 假设 f(x)&L! 同时 又 是 某 也 函数 g(x) 的 不 
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定 积分 条 件 下 才 得 知 im f( A) =0，lim f(a) =0 的 . 顺便 说 一下 ,从 这 里 还 得 知 .着 g(x) € 
也 5 出 三 g(z)dz=0 时 才能 得 到 [ g(r)dr€L!. 在 这 方面 还 有 一 个 很 有 起 的 结果 (我 们 


只 对 R' 的 情况 来 陈述 它 ); 若 fx)EL ,A(z)EL! ,7>1, 则 f(r) ,o,f ?C(x) 都 EL!. 
但 是 证 明 并 不 容易 . 

以 上 我 们 看 到 一 个 基本 思想 很 清楚 , 面 物 理 上 又 很 重要 的 结论 : 求 导 与 乘 以 自 变量 是 对 介 
的 ,而 且 通 过 传 里 叶 变 换 来 实现 . 但 是 如 果 在 L' 框架 下 来 讨论 ,会 引起 多 少 麻烦 事 . 因为 广义 
王 数 框架 在 这 方面 显得 更 直观 ,物理 学 家 和 工程 师 很 可 能 会 乐于 接受 ,以 为 这 样 就 不 需 任 何 条 性 
了 . 但 是 情况 并 非 如 此 , 见 下 一 节 , 而 且 这 丝毫 不 能 说 明 L! 和 L? 框架 下 的 傅 里 叶 变 换 理论 只 
是 烦琐 哲学 , 俭 好 相反 , 它 是 内 容 十 分 让 富 的 . 

最 后 我 们 再 讲 凡 个 与 自 变 量 的 线性 变换 有 关 的 性 质 . 首先 ,也 是 最 常用 的 是 “反射 ,即将 x 
变 为 - 工 , 或 上 变 为 -#, 我 们 用 一 个 专门 记号 来 表示 它 ,我 们 定义 


F(mD=AF(-z)，5(8)=9(- 晤 . 
首先 讲 一 下 如 果 了 (8) 仍 在 LI(R") 中 .对 它 再 作 一 次 传 里 叶 变 换 又 如 何 ? 事实 上 
Fz)= Feede 
由 


= 20)" Dr je ar Gy 天 
注意 这 里 自 变 重 记 号 的 变化 ,所 以 至 少 从 形式 上 说 ,有 
f(r) = (nz)， (24) 
另 一 个 重要 的 变换 是 平移 算 子 .我们 定义 平移 算 子 rn (1 ER ) 为 


r(x)= rk). 
很 容易 看 到 ,车 FE L'(R") ,显然 rfE Li(R'), 易 见 


八 
C07)(8= | fz -he dr 


[ 


二 -地 Ga Ah)e rd 


=e *f(¢). (25) 
我 们 知道 6 的 就 是 相位 ,所 以 自 变量 的 平移 造成 傅 里 叶 变 换 相位 变化 .再 看 车 对 Fr ) 添 加 
一 个 因 于 e™, 则 当 AE LI(R") 时 ,eeP(z)ELICR" ) ,容易 看 到 


八 

(ef)(8)= [rode verae= p(t-h) 
=r, f (8). (26) 
2. L*(R") 中 的 博 里 叶 变 换 首先 过 到 的 问题 是 L?(R" ) 函 数 不 一 定 可 积 , 因 此 (6) 起 中 的 
积分 目前 无 定义 . 但 是 1*(R") 是 一 个 “很 好 "的 空间 : 它 有 内 积 以 及 由 内 积 导 出 的 范 数 (内 为 现 


328 第 五 章 ” 情 里 叶 级 数 与 博 果 叶 积 分 


在 讨论 的 函数 是 取 复 值 的 ,如 e ,所 以 我 们 应 该 讨论 复 的 内 积 , 即 埃 尔 米 特 内 积 ), 它 有 正 交 
性 ,因此 可 以 定义 其 中 的 o.n. 系 . 当 我 们 考虑 有 限 区 间 例 如 [ - xx] 上 的 工 * 空间 时 ,还 可 以 授 山 
可 数 的 完全 o.n. 系 如 |e “1 为 整数 ,而 任 一 L*[( 一 x,x)] 函数 都 可 以 按 它 展 为 傅 里 叶 级 数 , 且 
在 12[( 一 x,r)] 中 收敛 . L*(R") 空 间 又 是 完备 的 . 这 样 一 些 性 质 使 它 在 数学 的 许多 分 支 和 物理 
学 中 十 分 有 用 . 它 是 所 谓 希 尔 伯 特 空间 最 常见 的 代表 . 因此 ,我 们 将 着 重 从 希 尔 伯 特 空间 的 角 
度 来 研究 LCR" ) 中 的 傅 蛙 叶 变 换 . 我 们 先 从 其 定义 开始 ,而 暂时 认为 (6) 只 是 一 个 形式 的 记 法 ， 

我 们 的 作法 是 先 取 L*(R") 的 一 个 称 密 的 子 空间 ,使 对 于 其 中 之 元 可 以 定义 仁 里 叶 变 换 ,再 
应 用 L?(R" ) 的 完备 性 把 这 个 定义 推广 到 整个 L?(R"). 现在 我 们 选取 L”(R" ) 中 具有 紧 支 集 
[-4,4] 的 函数 (为 方便 起 见 ,我 们 只 讨论 一 个 自 变量 的 情况 ,但 是 其 结果 易 见 可 以 适用 于 
R“) ,并 认为 这 些 函 数 仍 定 义 在 上 不 过 在 [ - A,4] 之 外 便 为 0, 记 此 空间 为 L?(R, ) ,很 明显 
工 (RA)CE:(R) ,所 以 可 以 在 其 上 定义 博 里 时 变换 . 我 们 可 以 作 一 个 相似 变换 


= 人 ,= = 和 4 
z= 个 y=-Ay，4= 全 ， 


使 [ - A,A] 中 的 = 与 [ - rr] 中 的 y 相对 应 ,而 f(ay) 之 傅 里 叶 变 换 
Fate= | fo)e edy= 玉 | (seadz 
1 
-人 
这 当然 不 会 影响 下 面 的 讨论 . 我们 要 注意 现在 我 们 是 在 7(| -.#]) 中 讨论 问题 .在 17[ <] 中 
有 om 系 | -二 ee | =0.+1,+2， 在 第 四 意 就 指出 ,这 个 。 An 系 是 完全 的 ,但 未 证 明 下 
1v2f | 


面 我 们 将 把 证 明 补 出 来 ,现在 则 承认 这 个 结果 . 于 是 任意 的 f(z)E LL:([ -xsr]) 均 可 展开 为 了 
意义 下 收敛 的 传 里 时 级 数 . 于 是 任意 的 f(x)EL*([ - xx]) 均 可 展开 为 在 工 : 意义 下 收敛 的 伟 
里 叶 级 数 : 


fr) 7 
这 里 
of .1 -1 CG 
“= /7) “4 声 | ft) dz 六， 
而 且 


C = 「 (zje dr 
正 是 通常 说 的 傅 轩 叶 系数 ,而 je“ | 之 完全 性 给 出 了 以 下 的 帕 赛 瓦尔 关系 式 
f= Dar | Aaeedz| 
但 右 方 的 积分 正 是 | 六 (4)|*. 所 以 我 们 有 
1 = 起 B71 (27) 
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如 果 我 们 用 e “f(z), 0O<A<1, 代替 A(x) 则 其 信里 叶 变换 成 为 (Ck+ 4). 但 是 | e PCz) 3 
= ‖ f(z) 上 条. 因此 又 有 


Wi (28) 


这 是 一 个 极 重要 的 关系 式 . 双方 对 4 由 0 到 1 积分 ,立即 知道 ,对 于 支 集 在 [ -x,m] 中 的 L? 函 
数 ,有 


N71 = 去 人 170ePas= 去 17 1 (29) 


利用 它 ,首先 我 们 就 可 以 定义 工 ?(R") 函 数 的 傅 里 叶 变 换 . 仍 令 # =1, 作 
[f(z), |z|&N, 
fr(z)= i, Ii|>N, 
考虑 gp(z)= fr(z)- fv (zz), 不妨 设 N'<N, 于 是 记 (z)- fv (xz) 之 支 集 在 [- N,N] 中. 如 


上 所 述 , 作 相 他 变换 == 六 y = hy, p(2y) 作 为 》 的 函数 , 支 集 在 [ - xx] 中 ,其 伟 里 叶 变 换 则 成 
121 
了 735 人) 
cA [pCa)ldz=af lp hdy 


二 去 | | 地 全 中 


AGA 


df= 和 | 15(91dt 


但 是 1/w(z) 1 是 L*(R,) 中 的 柯 西 序列 ,而 且 其 L? 极限 就 是 f(z)EL*. 所 以 | 了 (4$) 1 也 是 
二 (Re) 中 的 柯 西 序列 .我们 就 以 它 的 极限 作为 /xz) 之 傅 里 时 变换 ,并 仍 记 为 (8). 于 是 我 们 
得 到 了 
定义 3 设 f(z)EL*(R'), 则 
六 (后 一 三 flx)e wd 
在 CR) 中 有 极限 ,我 们 称 之 为 A(z) 之 亿 里 叶 变 换 , 并 仍 记 以 (8) , 显 热 六 (8)€ L2(R。)， 
PF(8)=Lim. [se dz. 


1i.m. 是 limit in mean( 平 均 收 剑 ) 的 缩写 . 

用 这 样 的 方法 需要 补足 上 - 章 $4 中 留 下 的 一 个 漏洞 ， wm | 二 使 =0, 土 ], 土 2,… 是 
工人 [一 rz]) 中 的 一 个 完全 on. 系 ,证 明 如 下 . 取 [ -A,A]CIL - Xz], 这 里 x 一 和 A>8>0, 而 且 
作 一 个 新 的 L*([ - rr]) 函 数 ， 

Mn rE[-A,A], 


PD, aclrl<a 
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然后 用 麻 光 核 hz 一 切 二 可 户 [ 夺 >] 对 太 (z) 作 户 光 ; 


-f(r)- 击 |. (S32) dy. 
这 里 9<8, 而 C 的 选取 使 
去 | jr)dr=1. 


于 是 g,(5)E C" ,而 且 g,( 工 ) 之 支 集 在 [一 和 一, 丰 二 本 之 内 ,所 以 g,( 工 ) 是 [一 x,x] 中 的 CY 
函数 , 且 由 前 面 的 说 明 ,g,(x) 在 L? 中 收 化 于 /(z), 故 对 任 一 >0, 必 有 ,使 


ss 一 < 本 
现在 我 们 固定 9 
因为 g,(x)E CY ,所 以 gj(z) 的 傅 里 时 级 数 一 致 收 伍 于 g,(z)， 于 是 必 存 在 一 个 No, 当 NN 
> Ni 时 
四 2 e 
| 六 海王 


这 里 gi 是 g, 对 o.n. 系 -ee 的 傅 里 叶 系数 . 


志 
E 由 贝 塞 尔 不 C=|/ -到 Se <| -er 
但 由 贝 塞 尔 不 等 式 ,车 大 .1) 时 ， | 六 2 Te 了 2 
_ | CG we 

Wa sl+le 2 8 e- 由 < 之 任意 性 , 知 马 -内 在 工 中 收 敏 于 f(x), 这 


ea 
(28) 式 的 另 一 个 应 用 是 以 下 极 重要 的 
定理 5( 普 兰 会 利 (PlanchereD) 定 理 ) 股 f(z)E I?(R,), 则 (8)EL*(R.), 而 且 二 者 范 数 
“相等 ” 
A = 去 1 (30) 
证 “证明 极 简单 :对 (x) 应 用 (29) 式 ,如 上 -所 过 会 有 
A 去 | Fv (8) ae. 
这 就 是 说 ,对 紧 支 集 的 L? 函数 ,普兰 舍利 定理 是 成 立 的 , 令 No ， 即 有 
1 = 


定理 中 说 二 者 范 数 “相等 ,实际 上 相差 一 个 因 于 头 , 只 要 我 们 改 用 回 频 宰 2x6, 而 有 


f (8)- j. f(r)e wdr, f(z)= | fF (Eee dg, 
四 了 
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这 个 因子 就 消失 了 ,或 者 在 Re 空间 中 用 元 d 作为 其 测度 亦 可 . 这 只 是 一 个 习惯 问题 . 但 我 们 


宁愿 用语 上 "马虎 一些. 例如 下 面 要 讲 的 "等 距 "变换 等 等 ,其 实 也 有 时 差 一 个 因子 ,读者 在 计 
算 时 小 心 一 点 就 行 了 .又 如 上 文中 我 们 作 积分 时 有 时 是 把 x 作为 一 维 变量 ,而 积分 限 又 写 为 
R" ,都 是 如 此 ,总 之 ,这 是 一 个 习惯 问题 

普兰 舍利 定理 意义 重大 , 它 告诉 我 们 全 里 叶 变 换 ( 我 们 暂时 改 用 一 个 记号 F:(EP) (6 = 
了 (87) 是 由 L*(R,) 到 己 (Rs) 的 线性 变换 ,而 且 使 得 范 数 不 变 (其 实 差 一 个 因子 藉 ). 不仅 如 此 ， 
它 还 保持 内 积 不 变 ( 注 意 现在 用 复 值 系数 ,所 以 内 积 各 的 是 埃 尔 米 特 内 积 ,其 记号 也 采用 埃 尔 六 
等 配对 )， 


(f= (31) 
由 范 数 不 变 推导 出 内 积 不 变 的 办 法 是 标准 的 , 称 为 极 化 关系 式 (polar relations) 如 下 : 令 F.gE 
LCR") 则 
Hr+rgl?= /H+ lel te,g)+(g,f), 
frigl:= Fr Lgl:-if.g) tiCg,f). 
用 ji 戏 后 式 再 加 到 前 式 ,有 
20¢ ,0551+al | eh:Itilyrigl: llgl. 


把 /,g 分 别 变 成 ,并 在 双方 都 加 一 个 因 于 字 , 再 用 (30) 即 得 


(fg) -FE). 
一 个 希 尔 伯 特 空间 (如 L*(R")) 到 其 自身 的 线性 算 子 ,如 果 是 此 空间 的 线性 同 构 , 且 能 保 
特 志 尔 米 符 内 积 不 变 (在 候 里 叶 变 换 的 情况 下 要 加 中 一 上 因子 ,如 (31) 式 ) ， 


(Tf, Tg)=(/,g) (32) 
就 称 为 一 个 西 算 子 (unitary operator) ,所 以 ,普兰 会 利 定 理 启发 我 们 , L? (R") 上 的 伟 里 叶 变 换 是 
一 个 西 算 子 . 其 实在 线性 代数 中 我 们 已 经 看 过 了 什么 是 西 算 阵 : 例 如 ,如 果 /,g 是 n 维 复线 性 空 
间 中 的 = 维 向 量 ,了 看 成 > x 复数 元 矩阵 , 则 由 伴随 矩阵 T' = (4 ) ”= (已 ) 之 定义 ,(32) 告 诉 
我 们 


T* T=1,7TT" =1, 
亦 即 工 = 了 . 所 以 在 有 限 维 情况 下 , 西 算 子 一 定 可 道 . 现在 转 到 L*(R'), 它 是 一 个 (可 数 ) 无 
限 维 希 尔 伯 特 空间 ,一 个 复 希 尔 伯 特 空间 中 的 丁 算 子 即 一 个 保持 落 数 不 变 的 线性 同 构 . 那 
么 , 情 里 叶 变 换 作 为 复 希 尔 伯 特 空间 L*(R" ) 到 其 自身 的 线性 变换 ,是 否 是 一 个 西 算 子 呢 ” 当 然 
它 是 一 个 线性 算 子 ,而 且 普 兰 舍利 定理 又 保证 了 它 保持 范 数 不 变 . 余下 的 只 有 " 同 构 "待考 . 同 
构 包 含 了 两 个 意思 ,一 是 单 射 , 即 只 有 0E 工 ?(R' ) 才 被 映 为 0EL?(R). 这 样 就 不 会 有 两 个 


L*(R* 函数 f(x) 和 [,(x) 被 映 为 同一 个 (8). 因为 如 果 f(z) 和 f(x) 有 相同 的 户 (&) = 
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六 (6), 则 g(x)= f(z) -所 (zx) 之 埔里 叶 变 换 5 (8)= 了 ,($) -六 (5)=0. 但 由 定理 5, 这 时 
2 1 ~ 
ol Bi Cary 1g 0 =0. 
所 以 p= 方 (z) -天 (x)=0. 其 次 要 证 明 它 是 满 射 . 即 任 一 L2(RI ) 函数 p(e) 必 是 某 一 
LL?(R! ) 函 数 /(z) 之 情 里 叶 变 换 . 我 们 来 证 明 
-_l i 
f(z) -ye p(k) ds 
从 好 合 于 所 求 . 但 这 正 是 反 演 公式 ,我 们 现在 对 n =1 的 情况 来 “证 明 ” 它 ,(31) 左 方 是 
[bere 
而 右 方 为 


rc | at Fly)e dy etre de ] 


1 
{27)" 
= [| erd#| f(y)e wdy' gla) dz. 
比较 双方 ,利用 g(xz) 之 任意 性 即 有 
__ 1 
f(z)= Cry 
这 就 证 明了 (6) 确 实 是 (11) 的 逆 变 换 公式 . 

这 个 “证 明 " 是 不 合法 的 ,因为 交换 积分 次 序 还 需 论 证 ,我 们 将 在 下 一 节 讨 论 它 . 

以 上 我 们 只 是 对 二 (R") 中 的 傅 里 叶 变 换 之 定义 及 其 基本 性 质 ( 它 是 西 算 子 ,并 有 普兰 舍利 
定理 ) 作 了 详细 讨论 - 但 还 留 下 了 一 个 漏洞 , 即 着 傅 里 叶 变 换 公 式 未 严格 证 明 , 傅 里 时 变换 的 另 
一 些 初 等 的 性 质 ,对 于 工 和 工 : 是 一 样 的 ,有 待 证 明 , 但 其 中 有 一 些 我 们 仍 留 待 下 一 节 用 广义 画 
数 来 处 理 . 

首先 来 看 卷 积 , 若 FLz) ,g(xz)E L*(R"), 则 若 视 x 为 一 参数 ,f(1)g(: -xz) 作 为 + 的 函数 
是 LI《R" ) 函 数 . 因此 | f(g(t 一 x)dt 是 有 意义 的 , 它 定义 了 一 个 工 的 函数 A(z) ,但 是 关于 


有 h(x) 的 性 质 ,除了 易 证 它 是 有 界 的 : 


EE 


| eat | fC)e ay. 


a onece-zldes( Ueopat 和 六 lt- a)ldt 


= flegl,: 
以 外 ,我 们 实在 所 知 不 多 ,所 以 我 们 不 考虑 如 何 定义 两 个 L?(R" ) 函 歼 的 卷 积 . 
其 次 看 一 下 求 导 问 题 , 有 一 些 很 细致 的 定理 ,例如 (我 们 只 讲 一 维 情况 ,=* 维 的 不 说 了 ) 
定理 6 设 /(x)E 二 (R) 是 绝对 连续 的 ,而 且 六 z)E L?(R) , 则 和 8) =igF(8), 它 自然 仍 
在 己 (R) 中 ， 


定理 7 其/(z),g(z)EL?(R) ,而且 (和) 一条 (8), 则 g(z ) 为 局 部 绝对 连续 ( 即 在 每 一 
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个 有 限 区 间 上 为 绝对 连续 ) , 且 


g(r)=f (x); 
f(r)= -| gdy. 


这 些 定理 我 们 都 未 证 明 ,留待 用 广义 函数 来 讨论 . 

3. 傅 里 叶 变 换 与 量子 力学 ”现在 我 们 从 量子 力学 角度 来 看 一 下 普兰 舍利 定理 . 首先 ,我 们 
想 关于 量子 力学 稍微 说 几 句 . 19 世纪 来 的 物理 学 的 许多 新 的 实验 事实 与 经 典 物理 学 的 基本 概 
念 相 矛 盾 ,使 得 普 朗 克 在 1900 年 提出 能 量子 息 说 , 即 能 量 不 是 连续 的 ,而 是 由 一 些 极 小 的 离散 单 
位 一 一 即 能 量子 一 一 构成 的 , 爱 因 斯 坦 在 研究 光电 现象 时 进一步 发 展 了 这 个 思想 ,提出 光量 
子 一 一 即 光子 一 一 不 但 能 量 EE 是 分 立 的 ,而 生动 量 p 也 是 分 立 的 ,而 且 能 量 与 动量 与 光 作 为 一 
种 波动 的 宏观 的 物理 量 频率 "及 波长 人 有 关 : 

E=hy, p=hiA, h=6.626xX10 * Js. 

这 一 些 都 经 过 了 实验 的 验证 , 这 里 的 称 为 普 朗 克 常量 ,是 量子 现象 中 最 重要 的 普通 常量 . 另 
一 个 重大 问题 是 原子 的 构造 . 人们 曾经 认可 的 原子 行星 模型 一 一 中 间 有 核 , 外 层 有 电子 ,而 且 服 
从 开 普 勒 的 行星 运动 规律 一 一 是 1911 年 卢 瑟 福 (E，Rutherford) 提 出 的 . 然而 按 经 典 物理 的 定 
律 ,这 样 的 原子 是 不 稳定 的 ,其 寿命 的 数量 级 只 有 10-" 秒 . 原子 辐射 的 光谱 又 有 明显 的 明 线 与 暗 
线 , 这 也 与 经 典 物理 不 相 容 . 波 尔 (N. Bohr) 对 此 有 解释 :外 层 电 子 的 轨道 并 不 是 任意 的 ,而 只 能 
处 于 一 系列 固定 的 能 级 上 . 当 电 子 在 一 个 轨道 上 运行 时 ,一 切 都 很 正常 ,也 不 会 辐射 能 量 . 但 着 
它 从 一 个 轨道 取 迁 到 其 它 能 级 的 轨道 , 则 将 吸收 或 辐射 出 一 定 的 能 量 , 等 于 两 轨道 能 级 之 差 .这 
时 就 产生 光谱 中 的 明 线 ( 发 射 能 量 ) 或 暗 线 (吸收 能 量 ). 但 是 当时 物理 学 家 的 方法 论 还 是 承认 经 
典 物理 的 定律 ,不 过 要 在 某 些 特定 情况 下 吉 以 修正 . 所 以 波 尔 称 这 种 理论 为 “ 旧 量 子 理论 ”. 

到 了 20 世 纪 20 年 代 , 人 们 开始 认识 到 微观 世界 有 自己 的 物理 规律 . 所 谓 微观 世界 ,人 们 当 
然 都 知道 ,例如 亚 原子 世界 当然 是 微观 世界 . 但 是 我 们 更 准确 地 可 以 说 ,量子 力学 处 理 的 问题 即 
普 朗 克 常 量 h 不 能 忽略 的 问题 . 人 们 把 微观 世界 的 规律 归结 为 若干 要 点 ,而 在 20 世纪 30 年 代 
由 汉 : 诸 依 曼 (J. Von Neumann) 归 结 为 几 个 公设 作为 从 数学 上 处 理 量子 力学 的 基础 . 与 牛顿 时 
代 提出 三 大 定律 (牛顿 也 是 把 它们 当 作 数 学 公理 看 竺 的) 不同 ,量子 力学 的 公设 更 具 抽象 性 与 某 
项 具体 的 物理 实验 距离 更 远 . 我 们 下 面 就 提出 几 条 “公设 "而 不 加 “证 明 ”， 我 们 没有 用 几 个 基本 
命题 的 形式 来 陈述 这 些 公设 ,而 是 就 我 们 所 讨论 的 问题 作 了 一 些 解释 . 

1. 量子 力学 系统 的 状态 可 以 用 状态 空间 中 的 波 函 数 殉 (Xx ,二 来 刻 区 . 更 取 复 值 市 与 < 更 
(ce 天 0 是 一 个 复数 ) 表 未 同一 个 访 . 在 每 一 时 刻 1 ,WE L2(R"), 所 以 加 可 以 规范 化 , 即 适 合 
目 到 ||z = 二 但 即 令 如 此 , 理 仍 不 能 唯一 决定 ， 多 与 e" 炎 (8 为 实数 ) 仍 表示 同一 个 态 . 态 空间 
是 一 个 复 希 尔 伯 特 空间 ,具体 说 来 即 是 L7(R"). 

2. 我 们 只 研究 可 以 观测 到 的 物理 量 . 所 以 量子 力学 讲 的 物理 量 都 称 为 可 观测 量 (observ- 
ables). 例如 粒子 的 位 置 .动量 ,能 量 等 都 是 可 观测 量 . 但 是 时 间 / 则 作为 一 个 参数 处 理 而 不 算是 
可 观测 量 . 

微观 世界 的 对 象 如 此 之 小 ,要 观测 它们 就 不 能 忽略 观测 仪器 对 于 对 象 的 作用 . 观测 的 结果 
一 般 的 是 一 个 随机 变量 ,就 是 可 以 取 许多 值 的 量 , 但 是 它 取 某 个 范围 中 的 值 的 概率 是 一 定 的 ， | 
如 , 若 波 函数 为 于 (x ,7) , 则 粒子 位 于 z 与 z+dz 之 间 的 概率 为 [各 (x ,2) |?dz， 
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以 上 是 讲 的 观测 结果 . 至 于 上 可 观测 量 本 身 , 在 经 典 物理 中 是 用 实数 来 表示 的 ,但 若 子 力学 中 
的 可 观测 量 则 用 态 空 间 1.“(R") 上 的 自 伴 算 子 来 表示 .例如 粒子 的 位 置 在 经 典 物理 中 用 坐标 x 
表示 ,在 量子 物理 中 则 是 乘 以 x : 它 作用 在 波 菠 数 p(xz)E LCR") 上 给 出 x. g(xz). 所 以 xz 很 像 
线性 代数 中 的 记号 zf ,但 我 们 仍 习惯 地 用 x 来 表示 这 个 算 子 . 动 硬 算 于 则 为 二 9。 ;我 们 常用 p 
或 & 表示. 这 里 就 出 现 一 个 问题 ,以 算 子 x 为 例 ,g(.z)EL*(R") ,但 zp(z) 不 一 定 仍 在 L7(R") 
中 . 因此 , 凡 讲 到 算 子 ,其 定义 域 不 一 定 是 整个 态 空 间 Lz(R" ) .从 数学 上 讲 . 至 少 我 们 需要 这 些 
算 子 的 定义 域 在 1L*(R") 中 稠密 . 至 于 动量 算 子 更 有 问题 了 : pp(z) = 于 9.p(z) ,而 P(r) 不 一 
定 可 微 甚至 不 是 广义 可 微 ,所 以 p 的 定义 域 更 不 可 能 是 整个 L*(R"). 这 一 点 我 们 在 下 面 讲 测 不 
准 原理 时 就 会 遇 到 . 在 那里 ,我 们 不 去 追问 例如 为 什么 不 要 求 g(z) 适 合 zg (zx)EL?(R")? 我 
们 既 把 g(x) 放 在 算 于 x 的 作用 之 下 ,就 是 承认 了 g(x) 在 x 的 定义 域 中 , 亦 即 承认 rp{z)E 
LCR"). 

所 谓 自 伴 算 子 A: (RR") 一 L*(R"), 简 单 说 就 是 对 子 定义 域 中 的 p(x) 与 $(z) ,适合 关系 


式 
(ap,g)=(P,AW)， 
J (Ag)(r)glrjdr= | pCOTATI a 


的 算 子 ,由 此 易 见 (4p ,9g) 必 定 取 实 值 . 
3. 前 面 说 了 观测 的 结果 是 一 个 随机 变量 ,例如 我 们 要 在 波 函 数 p(z) 所 表示 的 状态 下 问 粒 
子 位 置 =( 现 在 的 z 可 不 代表 算 凶 了 ), 则 因 z 的 值 在 * 与 z + dz 之 间 的 概率 为 | p(x)l dz, 所 
以 考虑 一 急 可 能 的 测量 结果 , 应 该 有 一 个 平均 值 . 这 在 数学 上 称 为 数学 期 望 值 , 它 应 该 是 
六 1 9(z) 1 dz= (zp,g)( 最 后 一 项 中 的 x 是 代表 算 子 了 , 它 作 用 在 波 函 数 p(z) 上 的 结果 是 
"p(x)). 同样 ,在 状态 p 之 下 ,可 观测 量 4 的 平均 值 即 数学 期 望 值 (4g,p) 记 作 a,. 由 上 面 
的 自 伴 算 子 的 性 质 ,a, = (Ag ,gp) 取 实数 值 . 在 物理 上 这 是 唯 … 可 接受 的 :观测 值 必须 是 实数 . 
既然 观测 的 结果 是 随机 变量 ,而 又 有 一 个 平均 值 . 那么 ,观测 结果 与 平均 值 的 偏离 程度 或 者 
说 ,观测 结果 分 散 的 程度 就 应 该 用 方差 { 或 称 离 差 ,其 平方 根 称 为 标准 差 ) 来 刻画 在 上 一 章 讲 高 
斯 积分 时 就 讲 到 ,方差 应 该 是 每 一 次 观测 结果 与 平均 值 ( 即 数学 期 望 值 ) 之 差 的 平方 之 平均 值 
用 在 我 们 的 情况 , 则 在 状态 p 之 下 ,可 观测 量 A 之 方差 6.4 应 该 为 
BA (入 -a,)》 之 平均 值 
=((A-a,) yp,p)=((A ~as)p(A- a,)p) 
= | (a-ad)pl’= 1 (4-aD el’. 
上 式 中 的 4。 本 来 是 一 个 实数 ,但 这 里 要 把 它 看 作 一 个 算 子 ,正如 在 线性 代数 中 我 们 若 写 A -X 
就 必须 理解 为 A - MI 一 样 .否则 A 是 算 子 ,a, 是 数 ,4 -ar 是 没有 意义 的 . 现在 问 在 什么 条 件 
下 8A=0. 很 明显 ,其 充分 必要 条 件 是 
(A- al)p=0,0 Agp= a,g. 
这 就 是 a, 为 4 之 固有 值 而 g 为 相应 的 固有 向 量 . 由 此 可 见 我 们 又 回 到 了 谱 的 问题 . 
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4. L*(R") 上 的 西 算 子 U 即 适 合 U" U = 工 的 线性 算 子 . 这 时 因为 UU = U" 作用 在 
L2(R") 上 ,所 以 U 的 信 域 是 L*(R") 金 空间 ,同时 UU “的 存在 ,又 说 明 U 是 1--1 的 ,是 -- 个 线 
性 同 构 . U 算 子 又 保持 内 积 不 变 ; 

{Ug Up)=(U" Up,p)= (9,9). 
所 以 ,L*(R") 在 经 过 U 的 作用 后 ,其 线性 构造 与 度量 都 不 变 , 因 此 工 :(R* ) 没 有 改变 . 现在 看 伟 
里 叶 变 换 在 工 "( 丸 " ) 上 的 作用 . 普兰 舍利 定理 已 证 明了 铺 里 叶 变 换 保 持 内 积 不 变 . 在 证 明了 道 
变换 定理 后 (上 面 我 们 只 是 “形式 地 "推算 了 一 下) ,又 知道 傅 里 呈 变 换 保 持 L*(R" ) 的 线性 构造 
不 变 ,而 且 是 1- 1 的 从 而 是 一 个 西 算 子 . 这 样 ,p(z) 是 一 个 波 函 数 而 表示 一 个 量子 系统 的 一 个 
状态 , 则 9 (6 也 应 该 表示 同一 状态 . 前 者 称 为 该 状态 的 * 表象 ,后 者 称 为 其 5 表象 . 按 波 函数 
的 概率 解释 ,| gp ($) 1? 应 该 表示 & 的 观测 值 在 é 与 + dé 之 间 的 概率 密度 一 一 | p 《6)1*dé 表示 
概率 - 现在 要 问 ,& 在 物理 上 表示 什么 ? 为 此 我 们 来 看 动量 算 于 3。 在 全 里 叶 变 换 下 表示 什么 . 
至 少 , 形 式 的 计算 告诉 我 们 ,通过 分 部 积分 
{33,p(z)e dr (zye war- $8), 


积分 号 外 之 项 变 为 0 ,前面 我 们 已 对 L1(R" ) 证 明了 ,车 p(x) 和 59(z) 均 为 可 积 则 当 1z, 1 > 
时 , g(x) 一 0.L*(R") 的 情况 下 则 需 另 证 ,所 以 在 这 里 我 们 得 到 的 只 能 算是 形式 推导 , 即 是 说 & 
表象 下 的 乘 以 & 与 表象 下 的 动量 算 子 填 3。 是 一 样 的 . 所 以 表 篆 又 称 动 重 表象 . 


5. 在 经 典 力学 中 粒子 的 位 置 和 动量 (或 简单 地 就 说 是 速度 ) 共 同 决定 了 该 粒子 的 状态 . 量 
子 物理 中 却 只 用 z(z 表象 ) 或 &(# 表象 ) ,这 至 少 是 因为 .如 果 x 与 共同 才 决 定 粒子 的 状态 , 则 
必须 要 能 同时 观测 x 与 #. 但 是 这 是 不 可 能 的 . 因为 量子 力学 的 基础 公设 之 一 就 是 两 个 可 观测 
量 要 能 同时 观测 的 充分 必要 条 件 是 它们 所 对 应 的 自 伴 算 子 A 与 B 要 可 交换 , 即 AB- BA = 0， 
这 里 我 们 引进 一 个 在 数学 文献 中 常用 的 概念 “交换 子 "(commutator) :两 个 算 子 4,B 的 交换 子 的 
记号 和 定义 为 [A,B]= 4B - BA. 所 以 ,两 个 可 观测 量 可 同时 观测 的 充分 必要 条 件 是 [A,B] = 
0. 因为 上 面 我 们 马 经 说 过 ,观测 的 结果 是 随机 变量 ,要 刻画 它 就 必须 有 一 个 分 布 函数 , 即 此 量 之 
值 在 某 个 区 域 中 的 概率 . 所 以 要 同时 观测 A 和 B 就 必须 有 一 个 联合 分 布 函数 ,而 为 此 就 需要 
[A,B]=0. 


现在 把 它 应 用 到 位 置 算 于 x， 与 动量 算 子 半 5 (现在 我 们 在 记 - 前 添加 了 因子 f = 去 = 


1.05x 10 了 s 以 突出 表明 现在 考 感 的 是 微 现世 外 的 事 ， 前面 我 们 把 动量 算 子 写成 二 ;2_ 实 际 
是 取 了 一 个 新 的 单位 致使 # ~ 1 许多 数学 文献 上 常 这 样 做 ， 面 物理 文献 上 则 党 突 出 人 ,这 时 , 例 
如 信里 时 变换 也 相应 地 写 为 8(6) = | 7(z)e dz， 并 常 称 为 一 信里 叶 变 换 ,并 在 讲 完 测 不 


准 原理 后 我 们 仍 将 回 到 原 有 记号 ,即使 得 # = 1)， 我 们 有 


El 
上 主 这. jetz)= 4 (zp(x))— ba 了 


x 


2 g(r)=6,° pr), 
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所 以 ， 于 和 (动量 的 第 7 个 分 量 ) 与 二 (位置 的 第 j 个 分 量 ) 是 不 能 同时 观测 的 . 如 果 对 这 两 个 可 观 
测量 同时 进行 了 观察， 它 必 有 不 可 性 意 减 小 的 误差 . 下 面 把 这 段 话 准确 一 些 叙述 - 在 状态 p 下 观 
测 4 与 8 的 结果 有 平均 值 a, 和 如 ,而 观测 结果 是 分 散 开 的 ,我 们 用 方差 8, A= 上 (A -a,)g1? 
与 6,.B= 上 (B-5,)pl? 来 度量 ,我 们 还 引用 了 标准 差 A, A =V3,A,AB = V5,B, 于 是 我 们 
有 
定理 8 工 ( 测 不 准 原理 I) 在 状态 9 之 下 ,我 们 有 
As A:ay B> 广 |([A,Blg,g)|. (33) 
证 令 4,=A-arl,B;= 卫 -bo 很 容易 验证 [4,B]=[Ai,B,] 因 此 
[I([A,Blg,g)|=|({A,Blg,g)|= 1(A Bg,g)- (BA gp.9)| 
=|(B.p,Aig}-(Ap, By)!=12Im(A, p, Bp) 
<21 AP lBpgl =21(A-a)pl :1(B-6,)91 


=2A, A*A,B. 
这 样 ,两 个 标准 差 之 积 的 下 限 依赖 于 状态 . 但 有 一 个 情况 可 以 改进 这 个 情况 ,这 就 是 可 观测 量 
及 ,为 典 则 共 固 的 情况 ,就 是 [A ,B]1= Hi 的 情况 . 例如 动量 算 子 p = 于 二 与 同 标号 的 位 


置 算 子 ,就 是 这 样 ,这 时 有 
定理 8 ( 测 不 准 原理 下 ) 若 4,B 为 典 则 共 罗 的 可 观测 晤 , 则 在 任意 状态 9(z) 下 


AAA 二 (34) 
证 (33) 的 右 方 现在 成 为 
工 | 
到 [位 re- 主 191- 却 
故 (34) 得 证 . 
特别 是 动量 与 位 置 恰好 是 典 则 共 恩 的 , 邦 
Ap, "Az, 之 主 . (35) 


2 
本 来 我 们 是 在 讨论 L*(R") 中 的 储 里 叶 变 换 , 但 现在 似乎 转 咸 了 希 尔 伯 特 空间 中 自 伴 算 子 的 性 
质 . 但 是 至 少 在 动量 与 位 置 的 测 不 准 关系 上 ,确实 只 须 用 人 悍 里 叶 变 换 的 性 质 就 够 了 .其 中 的 要 
点 正 是 普兰 会 利 定理 . 除 此 以 外 又 需 利 用 依 里 叶 变 换 的 简单 性 质 . 下 面 再 就 与 zx, 证 明 一 次 测 
不 准 原 理 {35). 我 们 引入 4,= A -a,1, 这 等 于 假设 了 a, = 0, 用 于 位 置 算 子 ,了 就 相当 于 说 位 
置 的 平均 值 z，=0. 其 实 , 即 令 z 之 平均 值 刀 天 0, 我 们 可 以 作 一 个 平移 为 二 工 一 x! ,这 时 , 波 函 
数 g(r)= p(y +t ry + p(y+ w'), 于 是 其 情 里 叶 变 换 成 为 


| p(y zx)e dr= 99+ a de edy=e (8). 


所 以 ,在 动量 表象 下 波 函 数 将 多 一 个 因子 e*', 面 |e* 人 p (全 上 = 19 《6) 有 ,所 以 动量 的 方差 不 
变 . 
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0 2 一 2 区 
806)= 直 起 | 全 le ‘GORE [slo 13,$ (8) 1 和 同样 ,车 动 
量 艇 之 平均 值 为 四 (j=1,2,…,#) ,在 空间 中 作 平移 = 5 - 名, 波 函 数 将 成 为 六 (8 + 7)， 
回 到 x 表象 后 将 得 到 波 函 数 e “gp(z) ,这 同样 不 影响 到 概率 密度 |e-erp(z)12 = 1e(z)1 ,所 
以 6, 也 不 变 ; 
Sl)= | el plz) dr. 
现在 我 们 需要 证 明 的 只 有 
有 GD) 2()> 生 。 
这 里 的 gE 志 (R' 而 且 zg(z)EL(R2)， p(xz)E 17(R’), 和 前 面 一 样 ,我 们 只 考虑 一 维 
(m= 1) 的 情况 ,而 且 只 对 支 集 在 - Nz<<N 中 的 p(z) 证 明 上 式 ,然后 再 取 极 限 即 可 . 为 此 , 考 
上 号 积 分 . 
TCD0= | rp)r pa)ldr= | rp(z)+ (2) p(T ga]dz. 
这 里 * 是 实数 ,1T(4) 显 热 之 0, 面 且 是 4 的 二 次 三 项 式 ; 
= lp dera| zpp + po)det 人 19r(zyPaz， 
因此 其 判别 式 非 正 . 但 是 gg’ + py = (gg) 故 
三 zc + py )dz = zp| - | g(a) lzdz = 1. 
注意 ,我 们 这 里 利用 了 gp(z) 支 集 在 - N<x<N 中 且 波 函数 是 规范 化 了 的 .于 是 我 们 有 
021-4| zlp(a)ldr: | 1p'(z) lds 
-1 lp(z)lde 去 | 18 (8) bar 
= -4 次 (z)6,( 艇 ). 
所 以 有 
2 
6,(z)"6,( 禾 ) 尖 向， 


从 而 测 不 准 关系 (35) 得 证 . 
现在 要 间 , 何 时 3,(z)"8,《( 埃 ) 达 到 其 最 小 值 起 14? 显然 , 当 且 仅 当 存 在 某 个 A 使 1(X) =0 
时 可 能 ,但 是 1(4)=0 可 以 化 为 存在 一 个 9 使 
Arp+ y (rT)=0. 
把 它 看 作 gp 的 一 阶 常 微分 方程 , 即 有 


p= Ce 二 . 


338 第 五 章 ” 傅 里 时 级 数 与 博 里 叶 积 分 


这 里 C 应 保证 Y(z) 规 范 化 : | pg(z) | = 1, 故 C= (VAx)i、 所以, 测 不 准 原 理 只 有 当 波 函数 
9(zr) 为 高 斯 函数 时 才 有 等 号 成 立 ， 

测 不 准 原理 既然 如 此 深刻 . 何以 其 数学 推导 如 此 简单 ? 其 实 , 测 不 准 原理 之 深刻 在 于 其 物 
理 含 意 :微观 世界 中 物理 量 不 是 用 数 来 表示 ,而 是 时 自 伴 算 子 表示 . 至 于 数学 ,其 作用 在 于 提供 
了 对 种 种 算 子 进行 研究 的 基础 例如 早 就 知道 矩阵 (作为 一 个 算 子 ) 的 隧 法 是 不 可 交换 的 ,又 例如 
早 就 有 了 普兰 会 利 定理 (这 个 定理 是 普兰 会 利于 1910 年 证 明 的 , 早 于 量子 力学 的 出 现 ), 告 诉 我 
们 只 要 采 吧 适当 的 表象 (如 动量 表象 ) , 则 物理 量 用 自 伴 算 子 表示 成 了 很 自然 的 事 , 所 以 例如 测 不 
准 原理 等 深刻 的 物理 结论 ,在 数学 上 是 水 到 洪 成 的 事 . 

然而 既然 数学 上 例如 普兰 舍利 定理 等 等 的 发 现 原 是 与 量子 力学 独立 的 , 则 测 不 准 原理 也 不 
应 该 限于 只 在 量子 力学 中 才 有 . 实际 上 确实 如 此 . 例如 信和 号 处 理 中 对 一 个 信号 既 可 在 时 域 中 把 


它 看 成 f(1) ,又 可 在 频 域 中 看 成 (wm). 时 间 与 频率 也 是 典 则 对 偶 的 ,因此 电 一 定 有 测 不 准 原 
理 : 对 一 个 信号 ,要 完全 准确 地 局 时 确定 其 旅行 时 间 与 其 频率 是 不 可 能 的 . 这 就 是 经 典 的 ( 即 非 
量子 的 ) 测 不 准 原 理 . 


$3 急 减 函数 与 组 增 广义 函数 


1，S(R") 空 间 上 两 节 中 讲 到 工 ! 与 L* 上 的 傅 坚 时 级 数 与 傅 里 时 变换 时 , 轴 到 的 困难 都 
在 于 函数 的 可 积 性 上 . 由 此 ,例如 在 博 里 叶 变 换 理论 中 ,变换 式 


59=CEDGD | f(r)e ar (1) 
由 
的 着 变换 式 
1 


A PF) a ] Feed (2) 


一 直 无 法 证 明 . 所 以 (2) 中 的 FF 暂时 只 是 一 个 形式 记号 ， 傅 里 叶 变 换 的 最 基本 的 性 质 : 乘 以 自 
变量 之 或 8 与 对 自 变量 $ 或 z 的 求 导 之 关系 ,也 显得 很 不 自然 . 多 年 来 ,数学 家 和 物理 学 家 都 设 
法 推广 这 些 理论 ,而 得 到 成 功 与 公认 的 仍 是 走 广义 函数 理论 这 条 路 来 讨论 傅 蜂 叶 变换 ， 上 一 章 
中 我 们 已 看 到 广义 函数 就 是 试验 函数 空间 的 连续 线性 花 函 . 它 的 基本 的 “ 窗 门 "可 以 说 就 是 把 所 
过 到 的 困难 都 “转移 "到 试验 函数 空间 去 , 我 们 选取 了 D( 9) 作为 试验 函数 空间 的 目的 就 在 于 把 
求 导 运算 的 困难 仿 申 分 部 积分 法 转移 到 试验 函数 上 去 ,而 且 使 积分 号 外 ”的 项 都 自动 消失 . 为 
此 我 们 取 CF (G) 之 元 为 试验 函数 ,而且 为 了 保证 求 导 运算 的 “连续 狂 " 即 由 人 -> 厂 得 出 3 六 
一 ?7 ,我 们 在 Ce (9) 中 引进 了 一 种 特别 的 收敛 性 即 定义 一 了 in D(D) 为 :所 有 /, 之 支 集 均 
位 于 0 之 同一 紧 子 集中 ,而 且 对 每 个 圈定 的 aa 六 一 致 收 合 于 3"f, 现在 问 ,能 不 能 用 同样 的 方 
法 来 讨论 D(R") 上 的 全 里 叶 变 换 , 再 通过 对 全 方式 把 这 种 变换 转移 到 D(R") 上 去 ? 当然 是 可 


以 的 . 但 是 当 我 们 问 对 /(z)E PD(R*) 按 (1) 作 出 的 FE) 究 竟 在 什么 空间 中 ?因此 例如 在 作 逆 


变换 (2)( 它 与 变换 (1) 的 差别 无 非 是 多 了 一 个 因子 7 ,并 把; 变 成 了 -时 ,尽管 我 们 下 面 训 
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要 看 到 这 仍 是 可 能 的 ,但 终究 广 (6) 不 再 在 D(R") 中 了 ,如 何 再 利用 对 伪 性 也 就 不 清楚 了 . 因此 
要 用 广义 函数 理论 米 处 理 候 里 叶 变 换 时 ,首先 过 到 的 问题 是 找 一 个 合适 的 试验 函数 空间 ， 当 然 ， 
由 此 带 来 的 问题 是 :这 个 新 空间 与 原 有 的 D(R") 是 什么 关系 . 

怎样 选择 试验 函数 要 由 所 需 解决 的 问题 性 质 决 定 . 考虑 到 乘 以 自 变量 与 求 导 两 种 运算 在 很 
里 时 变换 下 互 变 , 所 以 试验 函数 应 具有 凡 下 性 质 : 它 应 该 无 穷 次 可 微 ,而 内 不论 求 导 多 少 次 ,或 滋 
以 z 的 多 少 次 短 , 仍 然 应 该 是 可 积 的 . 因此 我 们 给 出 下 面 的 


定义 1 “ 国 数 p(xz) 构 威 ;对 任意 
重 指 标 a 与 8, 必 存在 常数 Cu 使 
Izag(x)| < Cy. (3) 


S 中 的 庆 数 序列 jgr (zx)| ,车 对 任意 固定 的 重 指 祭 a 与 8,1z?0:p, (x 站 均 在 R" 上 对 < 一 至 趋向 
0( 下 要 速 对 a 与 8 有 一 至 性 , 即 对 任意 。>0, 均 有 正 束 数 KCe,4,8) 存 在 , 合 当 h>K(e,a,8) 
时 ,rearge(z)<e, 焉 要求 K 对 任意 ,8 均 相同 ) 就 说 pm (zx) 一 0 in 5、 

S 函数 在 无 穷 远 处 是 急 减 的 ,因为 由 (3) 可 知 不 论 N 有 多 大 , 恒 有 


[opal eps. (4) 
即 3"“9() 之 衰减 速度 高 于 任意 多 项 式 赛 之 倒数 . 所 以 ,以 后 称 S 函数 为 " 急 减 函数 "， 一 个 最 党 
见 的 例子 当然 是 e-  - 
另 一 方面 , 任 一 CY (R") 函 数 均 为 急 减 的 ; 
CR")CS. 


但 是 这 个 包含 关系 只 是 就 集合 论 意 义 而 言 的 , 若 序 列 ! mw (zz) 一 0 in DD, 则 因 supp 9 都 会 于 一 
个 固定 的 紧 集 玉 内 .所 以 其 中 的 x 必 有 界 . 此 外 ,3"gp, (xz) 在 K 中 一 定 收敛 于 0, 因 此 
max| zr*9°g, (x)|—*0in K. {5) 
再 考 虞 到 在 下 外 x59"g, (zr) 二 0, 所 以 上 面 的 收敛 性 其 实在 R， 上 成 立 , 即 {xtargs(x)| 在 R' 上 
一 致 收 僵 于 0:fp,《zx)|->0 in S. 凡 有 这 样 的 情况 , 即 有 两 个 各 其 自己 的 收敛 性 的 空间 A 和 8， 
不 但 作为 集合 有 4 叶 B, 而 且 | gr1CA 在 A 的 意义 下 趋 于 0 必 导 致 | | 在 B 的 意义 下 趋 于 0， 
就 说 4 连续 地 能 人 哩 中 ,并 记 为 4 CB. 这 样 
DR')C.S 
同样 也 可 以 看 到 SC L2(R7D TISp<a 
现在 考虑 5 函数 的 傅 里 叶 变 换 (1). 由 于 S 函数 极 好 的 光滑 性 与 极 快 的 衰减 速度 ,对 积分 
(H) 的 处 理 就 极为 方便 :在 积分 导 下 求 导 ,使 用 分 部 积分 法 ， 积分 号 外 各 项 自动 消失 等 等 均 不 成 问 
题 . 因此 ,我 们 不 必 证 明 即 可 列 出 S 中 傅 里 叶 变 换 的 性 质 如 下 ;( 逆 变换 式 (2) 也 暂时 承认 。 下 而 
的 沙 数 均 指 S 函数 . ) 
(iD 线性 性 质 
FPF(Cipit Cp)=CF(g)+ CF(g), C1, C, 为 复 常数 . (6a) 
FCptC gp)= CF (p)+ CF (gp,). (6b) 


(平移 与 放大 
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F(np)(6- [p(s-h)e dr=e P(g)(e). (7a) 
. 
Flne)(s) = tay | ote he de ep (pz). (7b) 
Fp) = | or)e wdr -Br(e)(£). (8a) 
2 
i lo- Ea 
“dé= EF (9)(#). (gb) 


(证) 求 导 与 狐 以 自 变量 凡 使 用 广义 函数 为 工具 的 文献 中 ， 党 考虑 二 9。 以 代替 9, ,并 记 为 
- 即 了 。 =12, - 这 样 比较 方便 . 于 是 量子 力学 中 的 动量 算 子 现在 是 AD.、. 


FCD'p)( 全 = | (D'g)(z)e dr =gF(g) (8). (9a) 
F(x/g)(€) = f epee (Dm), (9b) 
Fi!:(Dep)(z = | de=(-1) "rp (yp)(z), (10a) 
F (eg)(z)= 人 Joe “dé= DF (pz). (10b) 


由 这 四 个 式 子 可 见 , S 函数 的 全 里 叶 变 换 与 进 傅 里 叶 变换 仍 是 SS 函数 , 即 是 说 ,下 ,下 
S—S. 
不 但 如 此 ,我 们 还 很 容易 证 明 : 若 1p,1>0 in S, 则 FF( gp,)(&)*0 in S$, 事实 上 
[DF(g)](E) = 1) {FD ge))]. (11) 
DF( zx"gp) (zx) 自然 可 以 写成 rrD?p(z) 之 线性 组 合 ,这 时 7 魏 = ,3 委 8 所 以 这 个 线性 组 合 是 有 限 
的 . 现在 考虑 其 中 一 项 . 我 们 有 
Fe Dig)(e)= farDipa lz)ede 


= | [a+lzl Deg(z)1rT rd. 


取 N 充分 大 以 至 2N>n， , 则 TT rn EL'CR"), 由 于 已 设 ig1 0 in S, 故 对 任意 。>0, 必 
可 找到 乓 (e,y ,9) 使 当 上 > 区 时 ,11+1zP)xzzpego(z)|<e. 因此 


1P(zrpzyoCes { [1+ zz Dig Cr) ler nr 


0 = 
<: | a TzTy™ 
x 


所 以 F(z7D?p 6) 在 Re 上 一 致 趋 于 0. 代 人 (11) 即 知 下 (op 一 0 in S. 所 以 下 :SS 也 是 连 
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绫 映射 . 同 理 F :SS 也 是 连续 映射 . 但 是 我 们 还 不 能 说 下 是 线性 同 构 ,因为 (1) 与 (2) 是 否 
互 为 道 映 射 尚未 证 明 ,下 “暂时 还 只 是 形式 记号 . 下 面 我 们 就 来 证 明 (2) 确 实 是 (1) 的 道 变换 . 
(iv) 反 演 公 式 ” 我们 来 证 明 (2) 确 实 是 (1) 的 道 变换 . 为 此 我 们 先 来 求 高 斯 西数 


eo? = JTe 的 傅 里 时 变换 ; 


和 
il 了 一 
fe “Hl: ed 


有 了 1 
R 


所 以 只 要 计算 右 方 的 一 个 因子 


| ete mgr El) 


即 可 . 上 面 我 们 已 经 说 了 ,e “2€ S(R-) ,所 以 其 傅 里 计 变 换 B(S)E S(Rs). 但 是 
De 2 =ize *?, 
所 以 ,利用 (98) 与 (95) 有 
氏 (8)= -iDE(6) 或 - 引 ( 人 y= 要 的 
此 外 ， 


edz 二 V 2r. 


Ce 


E(0)= 


8 


由 这 两 个 武子 即 知 
下 (人 = VIre ea. 
这 样 我 们 看 到 高 斯 函数 。” “的 传 里 叶 变 换 仍 是 一 个 高 斯 函数 ,不 过 因子 有 - 些 变化 . 对 E(4) 
再 作 变 换 (2), 则 (下 -'EE)(z) 应 适合 
是 (F-E)(z)= -zc(F'E), 
T 


(FE)(O = 去 | Vare ede=1, 
因此 
(FE)(z)=e 7 2， 
我 们 只 计算 了 。 2 的 一 个 因子 .把 它 的 个 因子 全 部 算 完 , 即 得 
引 现 1 高 斯 旺 数 。 “的 健 时 吐 变 换 是 (2m)fe-e"? , 从 面 Pi((2x)ierttr2) = einpa。 
我 们 时 常 需要 考虑 A(z) =e "(a >0) 的 傅 里 叶 变 换 ,我 们 不 妨 把 F(z) 写 成 eePa 
=Va 再 利用 (8s) 即 有 
Fle™"i 2)(8)= (Ee (12) 


定理 2 当 f(x)ES 时 ,(2) 式 定义 的 变换 确 是 (1) 之 着 恋 换 , 且 可 写 为 
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F(x)= C28)" f(r)= 2m) "f(z). (13) 

证 回忆 一 下 上 节 中 “证 明 ”L? 函数 之 博 里 叶 变换 确 是 西 变换 时 ,实际 上 已 用 到 了 这 里 的 结 

论 . 当时 我 们 就 指出 ,其 中 变换 积分 次 序 是 不 合法 的 . 现在 对 f(z)E S$, 再 重复 一 下 这 个 形式 
“证 明 ", 我 们 有 


(FPC | er dé Jwe way 
了 了 


= roay em de. 
相 by 


如 果 这 个 形式 证 明 是 合法 的 ,而且 义 能 证 到 


1 (HE = 网 
[Er |: df= 6(z ~ y), (14) 
局 


代入 上 式 就 有 


(FF) fr)= Le ydy= f(x), 


Ty )” 
而 定理 得 证 . 这 个 “证 明 " 之 所 以 仍 呈 :是 形式 证 明 ， 在 于 ee "对 于 是 不 可 积 的 ,更 不 是 绝对 可 
积 的 ,所 以 不 能 应 用 富 比 尼 定 理 以 改变 积分 次 序 . 对 于 (14) 式 ,注意 到 (8)(&) =1, 而 我 们 想 要 
证 明 的 其 实 是 
(FF)8(z-o=SCr-y)， {15) 

亦 即 反 演 公式 对 于 -个 很 特殊 的 广义 函数 是 成 立 的 . 这 两 点 其 实 是 一 回 事 :e*- 是 一 个 急剧 
振荡 的 耳 数 ( 当 |&| 一 时 ) , 傅 里 叶 级 数理 论 与 傅 里 叶 变 换 理论 者 在 相当 大 的 程度 上 依赖 于 这 
个 振 苏 性 质 ，$ 1 中 讲 的 黎 曼 - 勒 贝 格 引 理 ,以 及 它 在 证 明 许多 基本 结果 (例如 傅 里 叶 级 数 的 狄 利 
克 雷 定理 ) 中 所 起 的 作用 ,都 说 明了 这 种 急剧 据 费 性 质 起 了 关键 的 作用 ， 

如 何 解决 上 面 提出 的 矛盾 呢 ? 正如 在 1 中 当 佐 里 叶 级 数 收敛 性 难以 证 明 时 ,我 们 引 和 人 了 
种 种 求 和 法 ,例如 引入 了 C 一 1 求 和 以 及 费 耶 核 .但 是 , 引 人 费 耶 核 相当 于 引进 了 一 个 收 合 因 子 
以 改进 收敛 性 . 如 果 函 数 AKCz) 有 相当 的 光滑 性 (例如 适合 狄 利克 雷 条 件 ) , 则 这 种 收 伍 因 子 将 会 
加 快 收敛 速度 ,如 果 连 这 样 少 的 光 沸 E 也 没有 , 则 这 种 收敛 因子 会 导致 种 种 可 求 和 性 (如 相应 于 
费 耶 核 的 C - 1 求 和 性 ) 以 推广 收 仇 性 . 所 以 我 们 现在 也 引入 一 个 收 伍 因子 风 () 并 考虑 


| Me" 2aé, 


(2x)” 


这 里 。 >0. 我 们 要 来 看 一 下 , 当 se 一 0 时 能 否 得 到 极限 式 ( 记 "FE)(A)(z). 为 此 ,以 下 油条 件 是 
合理 的 :(i) 四 《ii) $0)=1, 人 


二 | oo “= 有 (起 jeeae /re ay. (16) 


这 时 共 至 会 以 为 可 在 积分 导 下 到 极 限 ， 因为 为 内 层 积分 是 § 的 S$ 丽 数 而 且 与 。 无 美 , jy (et) 一 
0) 二 1, 对 每 点 & 又 都 成 立 ,然后 可 以 应 用 勒 贝 格 控制 收 剑 定理 .当然 ， 这 样 求 极限 是 不 行 的 ， 
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因为 1 并 非 Re 上 的 勒 贝 格 可 积 函 数 , 不 能 应 用 勒 贝 格 控制 收 贫 定理 . 但 是 如 果 注 意 到 对 上 式 右 
方 现在 可 以 自由 地 应 用 富 比 尼 定理 , 即 知 


本 de | nee”dy- 本 | 0 dyde. 


RR" 


令 se= 8 -=ezx, 上 式 圳 方 化 为 
Gy 『 pO Fr ter)e dtdz 
PY 
Gy [re +sz)dz | 多 (8)e de 
中 站 


J s+ en) edz. 


= 
(2r)” 


现在 求 极限 的 过 程 全 转 到 /中 去 了 了 ,而且 了 E S ,完全 可 以 转 到 在 积分 号 下 求 航 限 , 于 是 代 人 
(16) 有 


也 
四 > 


1 i i je 1 ~ 
[eo Et ts -li tyr | f(r + ee) (#)de 
和 & 
= f(z gz)dz 
=f(z) tary ji )dz. 《17) 
其 实 最 后 一 个 积分 即 少 (z ) 之 适合 里 叶 变换 一- | (z)erdz 在 ?= 0 处 的 值 . 这 里 我 们 要 用 
(2r) 


到 #(z)E S(R ) ,而 这 由 p(4)E SC() 是 自然 成 立 的 所 以 ,只 要 反 党 公式 对 4) 成 立 , 则 
上 式 化 为 5 | 六 (>)dz = Wt0) =1, 而 定理 得 证 . ， 
nA) 
NR 


但 是 由 引 理 1, 当 p(z) =e 5 2 时, 反 演 公 式 确实 是 成 立 , 故 定理 得 证 . 
” 注 上 面 我 们 是 利用 了 已 知 高 斯 函数 的 傅 里 叶 变换 来 证 明 反 演 公 式 的 ,而 日 反 演 公 趟 已 


经 得 知 , 则 对 任意 y(6)E S 且 适 合 y(0) = 1 者 ,都 有 30dr = wK0) = 1 而 可 以 代 人 
(16) 式 再 得 出 反 演 公式 . 这 当然 不 能 算 作 定理 的 "新 证 ”, 因 为 在 这 个 过 程 中 已 经 使 用 了 定理 2 
了 ,但 是 它 告诉 我 们 ,用 任意 #( &)E S,y(0) = 1 来 作 收 和 伍 因 子 都 是 可 以 的 .而且 , 若 记 

Kz y= J ye ds， 


站 


则 (16) 可 以 写 为 

lm(f(9) Kr- 3))= (fy) ,8(r- y))= f(x). 
所 以 K,《x - y) 其 实 是 一 个 8 序列 . 上 一 章 中 我 们 说 ,所 请 8 序列 即 一 个 在 D'(R") 中 收 化 于 
6(z)ED'(R" ) 的 序列 ,而 上 式 中 FE $. 但 是 因为 D(R" YC SCR") ,所 以 对 f€E D(R"), 上 式 
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也 是 对 的 . 即 是 说 K, (zx - y) 是 D(R") 中 的 5 序列 . 但 是 我 们 将 引入 S(R") 的 对 侦 空 间 
SR"), 而 可 以 看 到 K,(z - y) 也 是 S'(R") 中 的 3 序列 . 所 以 ,从 广义 函数 角度 来 看 ,证 明定 理 
2 的 过 程 就 是 一 个 构造 6 序列 的 过 程 . 这 和 傅 里 时 级 数理 论 的 情况 是 一 样 的 :为 了 证 明 傅 里 叶 


| 


四 
2msin 二 


级 数 的 收敛 性 以 及 可 求 和 人 性 ,我 们 实际 上 证 明 pina ans, 
2 


| 这 二 | sin(N+ 工 )z 四 2 , 放 
一 一 一 一 人 | 2 上 时序 还 有 许多 其 它 的 3 序列 .相应 于 其 它 求 和 
(N + 1)sin 去 区 
法 ,例如 泊 松 求 和 等 等 ,而 在 各 自 的 问题 中 都 很 有 用 . 

上 面 说 了 K.(z -yy)6(z-y), 所 以 我 们 时 常 就 写 
二 J eae. 
于 是 本 来 没有 意义 的 形式 积分 现在 理解 为 广义 函数 的 极限 ,下 而 还 可 将 把 它 理 解 为 1 的 逆 傅 里 
叶 变 换 , 而 且 把 1 看 作 一 个 广义 函数 ,这 样 理解 的 积分 称 为 “振荡 积分 "(在 许多 文献 中 振荡 积分 
是 用 其 它 方法 来 定义 的 ,但 与 这 里 添加 收敛 因子 的 定义 是 等 价 的 ) . 这 个 公式 还 与 其 它 一 些 数学 
理论 有 关 , 特 别 是 还 可 以 从 量子 力学 的 测 不 淮 原 理 来 看 待 它 :粗略 地 说 ,8( xz) 在 x 表象 中 表示 
一 个 粒子 的 位 置 完 全 确定 ,因此 ,在 & 表象 中 , 它 应 该 完全 不 确定 ,而 可 以 用 各 个 方向 的 平面 波 
e* 对 & 按 完全 相同 的 “ 权 " 秋 加 而 成 ,所 以 我 们 才 有 了 (14) 式 (其 中 令 y=0). 这 样 也 就 可 以 理 
解 ,为 什么 8 序列 有 的 并 不 是 如 钟 型 的 曲线 { 正 态 分 布 ) 而 有 振荡 性 . 现在 我 们 只 特别 要 提醒 ,在 
处 理 含 有 高 频 振 划 的 因子 ee (|w| 汐 D) 的 积分 时 ,时 常 这 个 积分 并 不 绝对 收 敏 ,我 们 就 不 要 
轻易 地 把 绝对 值 符号 放 在 积分 号 下 去 ,那样 就 会 使 le”| = 1 而 丧失 了 非常 有 用 的 关于 相位 的 信 
息 ,而 宁可 “形式 "地 把 它 当 作 绝 对 收敛 积分 , “形式 " 地 应 用 富 比 尼 定 理 , 再 用 广义 函数 或 其 它 方 
法 加 以 解释 . 我 们 正 是 这 样 做 的 . 

(v) 王 性 质 ”还 有 几 个 性 质 都 与 傅 里 叶 变 换 作 为 西 算 子 有 关 , 因 而 是 极 重要 的 ,我 们 称 之 
为 西 性 质 . 

定理 3 车 /sgES(R"), 则 


0) F(alt)ae= | 7(z)8(z)dz， (18) 


dl(r-y)= 


全 jg(z)7Gz)dz= (2m "| F(t, (19) 


3 pp 1 i A 
《iii) f* g (8)=f (8)°8 (GAGE JS) (Feg)(E)- 《20) 
证 由 于 f,g;7 ,8 都 是 $ 还 数 ,利用 重 积分 化 为 逐次 积分 立刻 就 得 到 这 些 结果 . 
注 1 (18) 可 以 写 为 
(Ff,g)= fF g). 
这 里 用 的 是 欢 几 里 得 配对 ,而 非 埃 尔 米 特 配对 . 这 两 种 配对 的 区 别 在 于 对 于 后 一 变 元 前 者 是 线 
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性 的 ,后 者 则 是 共 辐 线性 的 . 欧 刀 里 得 配对 是 用 来 定义 转 置 算 子 F" 的 . 
注 2 (19) 可 以 写 为 


(fg8)=(27) "(Ff ,8), 
所 以 傅 里 时 变换 又 是 等 距 的 , 但 通常 讲 等 距 算 子 是 对 希 尔 伯 特 空间 而 言 , 现 在 SC(R") 并 非 希 尔 
伯 特 空间 ,所 以 说 下 是 等 距 的 ,或 者 是 西 算 子 ,都 只 是 方便 的 说 法 ,而 在 L*(R") 中 它 才 有 精确 
的 意义 . 借用 这 种 方便 的 说 法 ,(19) 也 称 为 帕 塞 巨 尔 关系 式 ,其 实 也 可 称 为 普兰 含 利 关系 式 ,不 
过 一 般 说 来 ,只 当 f= g 时 , 才 称 为 普兰 舍利 定理 . 
注 3 (20) 是 卷 积 公式 . 当 f,g€ 5 时 


Cx a)7)= [fe -dr 


显然 积分 是 收敛 的 ,而 且 因 为 可 以 在 积分 号 下 求 导 , 所 以 (J* g)(z)E C"(R") 也 是 明显 的 ,而 
县 


Af# 8)(e)= | /lage de. 


余下 只 要 考虑 za (F* g)(zr) ,因为 我 们 只 在 |z|1 汐 1 处 考虑 它 ,不 妨 用 (1+ |xz|)" 来 代替 
iz|, 于 是 


EAASE TE EE 


因为 |zi<|ti+ 1zx 一 +, 而 18| 庆 0, 上 式 右 方 可 以 用 多 项 式 定理 化 为 |2]7|F(2) 1:|z -ij lag(x-4)| 
之 有 限 线性 组 合 . 这 里 1y| + 18 所 181. 由 于 ,gE S, 即 知 上 式 者 方 是 一 个 绝对 收敛 积分 ,其 值 
所 Cg. 这 样 即 知 (fx g)(z]E S(R") ,而 (20) 就 容易 证 明了 . 

2. SR") 广 勾画 数 ” 这 就 是 急 焉 函数 空间 S(R" ) 的 对 偶 . 

定义 2 S(R") 上 的 线性 连续 泛 函 称 为 缓 增 广 义 函 数 , 它 们 构成 一 个 复 系 数 线性 空间 , 记 为 
S’(R"). 

下 面 我 们 举 一 些 例子 . 

CR CC SRS2<S + oo), 因 为 车 f(z)EL?(R"), 对 p(z)€S(R')， jr grar 


显然 有 定义 ,而 且 由 赫 尔 德 不 等 式 


1 


| rescoaz|s[] nla] [| eolvdz] 


1 


1 
二 十 了 =1， 


p 
由 此 可 知 着 有 一 申 p(x) 一 0 in S(R"), 必 有 [f(z)g,(z)dz 一 0, 所 以 它 是 一 个 连续 线性 泛 


淄 , 这 样 我 们 得 到 L? (R" )C- 5S' (R"), 为 了 证 明 它 是 连续 艇 入 , 设 有 一 串 f(z) ELz(Rr)， 
及 (Trf(z) in 工 (R") 仍旧 用 上 面 的 蒜 尔 德 不 等 式 , 即 知 J,(z) 一 f(x) in SS"(R")， 
(4S (R“) 中 的 收 伍 性 定义 ,下 面 马上 就 要 介绍 ) ,所 以 这 里 的 嵌入 是 连续 柑 入 . 
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但 是 S (R"*) 中 的 元 不 一 定 都 是 可 积 函 数 . 实际 上 , 若 .ALz) 是 可 积 函 数 ,甚至 只 是 局 部 可 积 
函数 ,但 在 附近 适合 以 下 的 组 增 条 件 : 存 在 正 整数 N 以 及 常数 Cv ,使 得 
[F(x)|ECy1 + lzD)™. 
(或 者 写 得 更 简单 一 些 ,写作 f(x)= OL1+|x1)", 即 是 说 扰 =) 之 增长 速度 不 超过 N 次 多 项 式 
的 增长 速度 . ) 由 于 p(xz)E S(R") 是 急 减 的 ,因此 例如 有 


A 
Io) Err er 


所 以 
_ CA 
[fieryael|< | he 
仍 是 有 意义 的 . 
但 是 我 们 不 要 以 为 S"(R") 中 的 一 切 函 数 都 必定 是 缓 增 的 .例如 我 们 知道 wz 是 指数 增长 
的 , 它 不 是 组 增 的 ,在 -= 工 的 情况 , [coster)] = -e'sin(e"), 也 不 是 缓 增 的 ,但 是 它 是 SR ) 


中 的 元 . 因为 对 于 p(z)E SCR'). 
《[eos(e)] ,gp(z)》= 一 三 [cos(e")]w'(z)dz， 


它 显然 是 S(R') 上 的 连续 线性 泛 函 . 

另 一 方面 ,由 D(R")C- S{R"), 所 以 每 一 个 S“(R") 广 义 函 数 一 定 是 DCR" ) 广 义 函数 . 因 
此 
SR"JCD'(R" 》. 
我 们 要 证 明 实际 上 有 SCR"}C DCR" ). 为 此 ,我 们 先 要 讲 一 下 什么 是 S“(R*) 中 的 收 笋 性 , 设 
有 所 (xz)ES'(R"), 而 且 有 一 申 外 (x)ES'(R"),f(r)>f (xz) in 5S (R") 是 什么 意义 ? 为 
此 ,我 们 只 需 了 解 廊 (z) -fo(z)-r0 问 S(R") 是 什么 意义 即 可 . 为 此 我 们 仿照 D(R* ) 中 
趋 于 0 的 定义 给 出 

定义 3 S'(R") 广 义 函 数 f(z)->0 in SCR") 即 指 对 任意 p(xz)ES(R"), 均 有 
filz), pr)) >0. 

所 以 S“(R") 不 但 是 一 个 线性 空间 ,而 且 还 有 其 拓扑 结构 ,不 过 我 们 不 来 讨论 这 种 拓扑 结构 . 

定理 4 S“(R'") 连 续 嵌 人 于 D'(R" ) 中 

证 作为 两 个 集合 ,S“(R")CD'(R") 已 如 上 述 . 今 设 一 申 A(z)E 5S (R") 在 S'(R") 中 趋 
于 0, 则 由 定义 3, 对 任 一 g(x)E S(R"), 有 (fi,p) 一 0, 今 取 g(x)ED(R")CS(R"), 上 式 自然 
成 立 , 因 此 户 ->0 in D’(R"). 

由 此 定理 知道 ,每 一 个 S 广义 函数 也 都 是 了 广义 函数 ,其 送 虽 然 不 真 , 但 D 中 有 一 些 广义 
函数 特别 重要 ,因此 我 们 要 问 它们 是 否 也 是 S' 广 义 函数 . 这 里 最 重要 的 当然 是 8(x). 它 显 然 是 
一 个 S(R") 广 义 函 数 , 其 定义 仍然 是 


,9) = p(0). 
其 实 我 们 可 以 直接 验证 它 是 S(R") 上 的 连续 线性 泛 画 . 不 但 是 3(x) ,其实 凡 D'(Rr) 中 有 紧 支 
集 的 元 A(z) 均 可 定义 成 S'(R") 之 元 . 实际 上 , 设 supp f=K 是 一 个 紧 集 ,我 们 作 一 个 CF CR*) 
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函数 x(z), 使 在 K 附近 x(z)=1, 于 是 对 任 一 pE 5S,{xp)(x)E D(R"), 而 我 们 对 PES(R") 
定义 
(f,9)=4f, x9). 

很 容易 验证 ,这 个 定义 与 x 之 选择 无 关 , 这样 D'(R") 中 的 了 现在 拓展 成 5S“(R") 中 之 元 . 

特别 重要 的 是 ,可 以 证 明 , Cs (R") 在 D'(R") 中 稀 密 ,所 以 在 S“(R") 中 稀 密 . 即 是 说 ,对 任 
意 FE 3 (R”), 必 可 找到 一 个 CF (R") 序 列 f(x), 使 

fr)rf(r) in STR) 

这 个 定理 很 重要 ,还 因为 它 把 DP 广义 函数 的 性 质 ,大 都 移 到 S“ 广 义 函 数 中 来 了 . 我 们 不 来 
一 一 列举 ,只 举 出 其 中 最 重要 的 几 个 . 以 下 我 们 均 设 fE S (R" ),p(z)ES(OR") 

{i) 平移 tf 二 f(x 一刻 ) 的 定义 是 : 


{rf,p)= (fF, rp). (21) 
(i 反射 六 (z)= 7- z) 的 定义 是 : 
(f ,9p)=(f,8). (22) 
(ii) 求 导 之 定义 现在 成 为 
Df,p)=(-1) "(Dy). {23) 


注意 ,由 于 我 们 引入 S 与 S “是 为 了 傅 毕 时 变换 理论 的 需要 ,所 以 必须 考虑 复 值 函数 , 故 定 义 
S 上 的 线性 泛 函 时 需要 应 用 埃 尔 米 特 配 对 ( ,gp) , 它 对 后 一 个 * 变 元 "p 是 共 斩 线性 的 : 
Qf sp)=2af rp), (fag)=a(f, yg). 
而 在 讨论 D(O) 与 D'《 0) 时 ,如 果 限 于 讨论 实 值 函 数 , 则 应 该 用 欧 几 里 得 配对 (, gp) ,这 时 有 
《4af ,9)=《f Aag)=A(f,g》 (4 为 实数 ). 


仿 此 ,在 讨论 求 导 运算 时 ,我 们 一 般 都 引用 D= 十, 从 而 有 定义 (23)、 而 在 D(Q) 和 DC0) 中 则 


有 
9°f,9}=(-1) "(7f,0°9). 

但 是 “ 滋 以 函数 "的 运算 在 D(Q) 和 S“CR") 中 是 不 一 样 的 . 对 于 D“(0) 的 情况 , 任 给 a(z) 

EC (0) ,我 们 定义 af(7)Az),Fz)ED (oO) 如 下 
alz)f(z) ,pr))= f(r) ,alr)p(z)), pE DN). 

这 是 因为 不 论 e(z) 在 1zf~ + oo 时 性 态 如 何 ,ea(z)9g(z) 仍 具有 紧 支 集 . 因此 ,对 任意 f(x) € 
DQ) ,可 以 定义 ae(z)F(z) ,从 而 我 们 称 <(z) 为 D (4) 乘 子 . 但 是 对 子 5 空间 则 情况 不 同 : 
对 任意 a(z)EC”(R*)，a(z)9g(z) 不 一 定 在 S(R") 中 ,所 以 (f,ag) 没 有 意义 . 这 就 是 说 ， 
SR" ) 中 的 乘 子 问题 要 另行 处 理 . 

现在 进入 本 节 的 主题 :5S“(R") 上 的 情 里 叶 变 换 . 前 而 我 们 已 经 看 到 L?(R")C S'(R"), 所 
以 可 以 希望 我 们 得 到 的 结果 将 要 包括 前 两 节 的 内 容 , 即 我 们 将 首先 一 般 地 定义 S“(R") 上 的 作怪 
叶 变 换 , 并 且 证 明 F:S“(R") 一 S(R") 是 一 个 线性 同 构 : F 与 下 都 是 连续 的 . 然后 证 明 对 于 
S“(R" ) 的 子 空间 L? ,这 个 定义 就 是 前 两 节 给 出 的 古典 的 定义 ,而 下 之 同 构 性 质 恰 好 体现 在 反 演 
公式 上 . 至 于 S'(R") 上 位 里 叶 变 换 的 一 般 定义 则 依靠 前 面 讲 的 (18) 式 ,其 实 也 就 是 把 一 切 困 难 
“转移 "到 试验 函数 空间 S 上 去 . 
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今 设 pE S(R"), 于 是 % 也 是 S 函数 ,着 /€ S“(R"), 则 因 傅 里 叶 变换 FF,S(R")-S(R" ) 是 
线性 同 构 ,对 任 一 个 给 定 的 多 只 有 一 个 % 与 之 相应 ,因此 《f,$ ) 是 p 的 线性 泛 函 . 义 因 下 与 
!:S(R")->S(R"), 都 是 连续 的 , 故 车 有 一 串 gES(R'), 但 p>0 in S(R"), 则 $0 ip 
S(R"), 因 此 《7,9,) 一 0, 即 是 说 (f,$,) 其 实 是 PE SCR" ) 上 的 连续 线性 泛 函 ,因此 必 存 在 唯一 
的 S"(R") 之 元 gE SR'), 使 (f, 名 ) = (5,9》. 因 此 我 们 给 出 

定义 4 卡 述 gES《R") 称 为 /E S (R") 之 全 里 叶 变 换 ,并 记 为 上 因此 S'(R") 广 义 苞 数 / 
去 知 黑 叶 变 换 广 仍 为 一 S'(R") 广 义 函数 而 定义 如 下 ， 


《PP)= (PP)》. (24) 

及 然 ,Ed 了 是 连续 映射 

注 我 们 是 以 欧 几 里 得 配对 作为 定义 4 的 基础 的 ,现在 /与 六 均 可 能 为 复 值 蓝 数 , 故 本 来 应 
该 采 攻 埃 尔 米 特 配 对 ,但 因 埃 尔 米 特 配 对 (f, yg) 对 后 一 变 元 是 共 团 线 性 的 , 帮 对 复 常 教 C， 与 C， 
应 有 (AP, Cuplt Cags)= Ci(f,91)+ C2(f, gs) 这 时 ,定义 4 需要 作 一 些 改动 ,我们 这 里 就 不 
讲 了 . . 

现在 回 到 S'(R") 的 子 空间 L*. 先 看 p=1 的 情况 . 于 是 设 /(z)E Li(R"), 由 前 所 述 

(= [7 (2)de= | /eds {plowae 
a RR" Lu 


= | f(s)pc ee arde 


= (ede [mae ar ,gE S(R"). 
因为 A/(z)EL'(R"),g(8)E S(R"), 可 以 应 用 富 比 尼 定 理 而 得 到 最 后 - -个 等 式 、 这 个 等 式 
我 们 这 样 来 看 ;由 AE L! 作为 S“(R" ) 之 元 的 传 里 时 变换 (变换 的 结果 我 们 仍 记 为 了 ) 之 定义 , 即 
由 积分 [f(s dz 生成 的 S'(R") 之 元 , 因此 


作为 S(R" ) 上 之 连续 线性 泛 函 
= | /(z)e dz 所 生成 的 S(R") 上 的 连续 线性 泛 务 . 


注意 ,我 们 在 上 -. 节 就 已 讲 过 ee ede 作为- 个 积分 是 绝对 收 化 的 ,因此 Joe iduz 确 


实 是 一 个 古典 意义 下 的 函数 ， 不 过 我 们 尽管 知道 它 是 连续 的 ， 在 lz 一 + oe 时 为 0 却 不 能 断定 它 
仍 是 L'(R") 函 数 ( 且 有 反例. 当然 可 以 肯定 它 是 局 部 可 积 函数 ) ,把 上 面 式 子 中 的 话 讲 准 确 些 就 
是 : 

(作为 5S“(R") 之 元 ) 的 S“(R") 伟 里 叶 变 换 了 
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= 上 之 古典 的 铺 里 叶 变 换 ( 我 们 记 为 六 ) 生 成 的 S“(R") 之 元 . 
在 这 个 意义 下 我 们 说 SR") 健 里 叶 变 换 是 L!(R") 体 里 叶 变 换 的 推广 ,并 且 不 必 再 多 用 一 个 记 
号 7 而 都 记 作 广 . 
其 次 若 fE L?(R"), 这 时 车 仿 
加 fz), lz [SN, j=1,2, ,7, 
hn- 其 它 工 ， 
于 是 六 (z) 一 Fz) in L*(R"). 按 古 典 的 铺 里 叶 变 换 理论 ,古典 的 傅 里 叶 变 换 让 。(E) 在 


L*(Re ) 中 有 极限 ,这 就 是 广 (8 , 它 仍 是 L?(Re ) 函 数 . 普兰 舍利 定理 告诉 我 们 ,二 奥 的 候 里 叶 变 
换 是 一 个 西 算 子 . 
现在 转 到 S“(R"), 首先 可 见 


Ch p= (fy$)- 


于 是 仍 照 上 面 的 讲法 六 = /wy. 但 当 N>w 时 ,ff in IL2(R")， Uf in Li(R"). 
不 过 车 把 f 作为 S(R" ,和 太一 了 必 导 致 天 在 S'(R") 中 有 极限 . 由 定义 容易 看 出 ,天 的 
5S'(R") 极 限 即 作为 S'(R") 之 元 之 傅 里 叶 变换 , 记 作 元 于 是 我 们 又 得 到 

姑 作 为 S'(R") 之 元 ) 的 S'(R" ) 傅 里 叶 变换 了 


= (了 之 古典 的 傅 里 叶 变 换 ) 广 所 生成 的 S'(R" ) 之 元 . 
所 以 我 们 也 说 S“(R" ) 全 里 时 变换 是 L?(R") 的 情 里 叶 变 换 的 推广 ,而 且 我 们 仍 使 用 间 一 记号 ， 
从 这 样 的 讨论 中 ,读者 可 能 会 有 一 个 感觉 ,至少 在 L'(R"),L*(R") 情 况 下 ,广义 函数 理论 并 
有 给 我 们 任何 新 的 信息 . 确实 如 此 ,例如 对 于 FE L'(R") 时 的 产 (8), 除 了 我 们 原来 就 已 知道 
的 连续 性 以 及 在 %m 处 为 0 以 外 ,没有 任何 新 结果 . 那么 ,这 种 推广 有 什么 意义 呢 ? 我 们 暂时 把 这 


个 同 题 放 在 一 边 , 先 来 看 一 下 了 的 性 质 . 

对 于 S(R“) 之 传 里 叶 变 换 我 们 有 前 面 讲 到 的 线性 .平移 与 放大 、 求 导 与 乘 以 自 变量 等 性 质 ， 
即 前 面 讲 的 (6) ~(10) 诸 式 , 对 于 S'(R") 也 是 一 样 ， 我 们 可 以 把 它们 概括 为 

定理 5 SR*) 上 的 傅 里 叶 变换 FF; S (Re)-S'(R" ) 有 以 下 性 质 : 设 f€ S'(R"), 则 有 

(1 线性 性质 : 傅 里 叶 变 换 是 线性 变换 


(i) 平移 与 放大 : 
八 、 
(rf ) (6) 一 e tf (8), (25a) 
-we Aa/& 
A (= 二 (让 (25b) 
(i) 求 导 与 乘 以 自 变量 ， 
信 、 
(Dr (Ee)= 8 fe), (26a) 


八 ~ 
(xf ME)= (DDFs). (26b) 
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关于 道 变换 是 否 也 有 如 上 的 人 性质, 上 面 都 没有 讲 , 因 为 下 面 讲 了 反 演 公式 以 后 就 清楚 了 . 
我 们 再 来 看 一 下 逆 变 换 的 形式 定义 (2). 当然 ,对 于 S(R'“) 之 元 它 确实 是 一 个 很 “规矩 "的 积 


分 ， 从 形式 上 看 , 它 与 信里 时 变换 除了 相差 一 个 因子 [5 以 外 ,只 不 过 “相位 "isz 差 了 一 个 符 


号 . 因此 ,只 要 对 x 再 作 一 个 反射 x 一 一 ,(2) 就 成 了 (1)( 还 要 加 一 个 因子 73!=), 即 是 说 /一 了 


一 了 一 乘 以 (2x) -反射 * 广 所 以 ,在 S(R") 中 的 反 演 公式 可 以 写成 


= (2r)"7. 


~ 


现在 我 们 要 对 SR" ) 证 明 同 样 的 结果 ; 
定理 6 忆 与 F- /都 是 SR") 到 S“(R") 的 连续 的 线性 同 构 , 而 且 
了 = C20)" fF, fES'(R'). (27) 
证 是 连 纺 的 线 件 觅 射 :S(R") 一 S“(R") 已 经 明白 . 现 设 JE S“(R'), 对 于 任意 的 gE 
S(R") 有 


Cf ,9)= ,8)= 2m) $F) = (20)" fy). 
于 是 (27) 得 证 . 因此 F-! 是 由 三 个 由 S“(R") 到 S“(R" ) 的 连续 线性 映射 合成 (两 次 储 蛙 叶 变 换 ， 
再 加 一 次 反射 ), 所 以 自己 也 是 连续 线性 变换 . 至 于 里 叶 变 换 已 经 由 定理 2 得 知 它 是 连续 线性 
映射 . 总 之 ,FF, 上 ';S'(R")>S'(R") 都 是 连续 的 线性 同 构 . 定理 证 毕 . 
推论 7 对 于 逆 健 里 叶 变 换 有 


{i) 线性 性质 :自明 ， 
4ii) 平移 与 放大 ， 
Pn (rz)=eF (f(r), 《28a) 
FUU DC- 二 PC 人 站 (28b) 
(下 ) 求 号 与 乘 以 自 变量 
FDA C= DD ao-ICP(z)， (29a) 
PEI) = DAF (fF) (x). (29b) 
这 些 推论 我 们 都 不 来 证 明了 . 


现在 要 间 关于 S(R") 中 的 傅 里 叶 变换 的 定理 3, 对 S“(R" ) 的 傅 里 叶 变 换 有 无 对 应 定理 ? 其 
实 (18) 式 现在 就 是 以 欧 几 里 得 配对 为 基础 的 定义 4. 也 就 是 如 何 求 下 的 转 置 算 子 ， (19) 式 则 可 
以 说 就 是 以 埃 尔 米 特 配 对 为 基础 , 求 下 的 伴 算 子 . 《20) 比 较 困难 , 它 涉及 如 何 定义 两 个 广义 函 
数 /与 g 的 卷 积 . 

广义 函数 的 卷 积 是 一 个 困难 的 问题 ,我 们 这 里 不 打算 多 讨论 它 ,但 想 从 形式 推导 着 手指 出 其 


困难 所 在 . 如 果 了 (zx),g(z) 作 为 D'(R") 之 元 其 卷 积 仍 可 用 《f/x g(x)= [fae -dt 
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来 定义 , 则 对 于 p(x)E D(R") 应 有 
(fx #9)= |] fe 1) p(x)drdz 


= /ge + sy)dyde 


= J rar [ slp + ydy 

= 人 ACE $+ y))). 
现在 的 问题 是 :尽管 p(t + y) 作 为 ++y 的 函数 具有 紧 支 集 ,例如 1z+y| 亏 民 , 但 对 任意 变动 的 
tg(t+y) 作 为 y 的 函数 不 一 定 有 紧 支 集 . 因此 (g(y),p(z+ y)) 作 为 + 的 益 数 不 一 定 在 
DR") 中 ,所 以 上 式 最 后 一 项 不 好 定义 . 同样 , 苦 f,g& 5S (R"), gE SR ) ,我 们 也 不 一 定 知道 
(gy) gttt+y))ES (R"). 


个 ~ ~ 
再 说 ,如 果 能 够 定义 (f* g) 人 7) 了 ,而 且 得 出 ( fx g )($)= 了 (8).8 (6)( 本 米 ,定义 着 积 很 


重要 的 目的 就 是 为 了 证 明 这 个 公式 ) , 则 两 个 广义 函数 了 (8) 与 8(6) 的 乘积 也 就 可 以 定义 了 . 我 
们 在 第 四 章 中 就 说 了 一 般 而 言 是 不 能 定义 广义 函数 的 乘积 的 ,因此 也 就 会 怀疑 ,一 般 而 言 是 不 能 
定义 两 个 广义 沙 数 的 卷 积 的 . 为 此 应 该 对 三 与 上 加 上 一 些 条 件 ,例如 规定 二 者 之 一 有 紧 支 集 . 
在 本 书 中 ,关于 紧 支 集 广义 函数 的 我 们 未 作 专门 论述 . 这 样 一 来 许多 问题 只 好 请 读者 去 查 广义 
函数 的 专门 著作 了 . 

最 后 关于 反 演 公 式 还 要 讲 几 名 话 ,上 面 我 们 已 讲 了 , L!1(R")C 5S (R"), 而 且 L' 函数 的 伟 


里 叶 变换 上 ee "4 不 索要 机 典 刘 久 去 讨论 还 是 S(R") 意 义 去 理解 都 是 一 致 的 , 按 古 


典 意 义 去 讨论 时 ,我 们 知道 f(x) = 起 | teva 一 般 是 不 成 立 的 ,因为 六 人 6) 不 一 定 可 积 ， 


所 以 上 式 一 般 而 言 是 不 对 的 .那么 SR ) 理 论 是 不 是 可 以 给 我 们 什么 帮助 呢 ? 很 遗 徽 ,帮助 不 
大 ，S'(R" ) 理 论 只 能 告诉 我 们 广 (6)E S“(R") ,也 许 我 们 愿意 接受 上 式 作为 一 个 形式 积分 ,正如 

= [| “dé 那样 ,也 许 我 们 还 可 以 把 它 解 释 为 振 苏 积 分 ,但 是 1 丽 
数 的 伟 里 叶 变换 究竟 有 些 什 么 特性 是 以 刻画 它 , 这 个 问题 是 无 法 回避 的 ，L7 的 情况 好 一 些 ; 当 
7E I 时 ,了 也 是 L* 省 数 , 即 当 用 f 在 La? 中 去 道 近 / 时 ,六 必 有 一 个 L? 极限 即 为 六 (不 过 ， 太 
是 有 紧 支 集 的 , / 则 一 定 没有 紧 支 集 , 它 是 一 奖 增长 性 受到 严格 限制 的 整 函 琢 )、 至 于 


S CR" ) 中 的 其 它 元 素 问 题 就 更 多 了 .有 一 种 错觉 .以 为 有 了 广义 函数 理论 ， 情 里 叶 积 分 的 任何 
困难 都 迎 为 而 解 了 . 事实 当然 不 是 如 此 ,有 了 S“(R" ) 理论 ,能 够 给 洽 许 多 出 现在 量子 物理 中 的 吞 


怪 的 对 象 以 合理 的 解释 ,能 算出 一 些 很 难 算出 的 伍 里 叶 变换 ,例如 8(x) = (27) ui ee df 是 什么 


意思 现在 就 清楚 了 . 它 不 但 在 物理 学 、 通 讯 理 论 中 十 分 有 用 ,在 许多 数学 分 支 中 也 极为 重要 ,但 
是 它 也 有 自己 的 困难 ,也 有 许多 技术 性 的 问题 . 它 不 能 取代 古典 理论 ,更 不 能 取代 其 发 展 , 我 们 
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宁可 说 ,大 约 二 百年 前 侍 星 了 时 所 开创 的 数学 分 支 一 一 现在 通称 为 调和 分 析 一 一 一 直 在 莲 过 发 展 . 
本 章 的 目的 只 是 为 读 过 微 积分 的 读者 提供 一 个 简明 的 介绍 . 
我 们 还 是 想 就 L' 与 L” 中 傅 里 叶 变 换 的 反 演 公式 说 几 名 话 . 工 ' 与 L* 函数 都 是 S(R" ) 之 


元 . 因此 六 = (2r)" 7 都 是 成 立 的 . 当 FE L! 时 ,让 (6 = | Ge “dz 只 是 一 个 连 统 函数 ,而 且 
6 一 om 时 趋 于 0. 因此 虽然 仍 是 一 个 S"(R*) 广 义 函 数 ,其 傅 里 叶 变 换 却 不 能 按 古 典 的 勒 贝 格 积 
分 来 处 理 ,但 若 广 6)E LI(CRe ) , 则 

2 

f(z)= | Fe “dr=(27) wy 79 4 


所 以 ,F(z) =(27) 他 (xz) 就 疼 味 着 
Br | Fe d= fs). 
此 式 不 论 在 S“ 意 义 下 还 是 在 勒 贝 格 可 积 函 数 意义 下 都 对 . 所 以 有 
推论 8 车 f(z)EL!'(R"), 且 F6)E LR"), 则 以 下 的 反 演 公式 成 立 : 


L* 函数 的 情况 比较 简单 ,车 PE 1 , 则 了 无 论 按 S' 意义 还 是 按 L* 意义 均 为 
(6 = | f(r)e*dr= Lim| fr (zr)e* dxr. 


f(r)= 


但 六 (外 一定 仍 是 L? 函数 ,所 以 一 定 可 以 再 作 健 里 时 变换 ,而 且 不 论 是 在 S 意义 下 还 是 在 L? 意 
义 下 都 相同 : 


ADCPDv(9eeade= Feras 


由 于 六 (z) = (2)"7(z) ,所 以 


| 7(perat=7(z) -CarA(-a)， 
于 是 有 
推论 9 车 f(z)EL*(R"). 则 不 论 在 S' 意 义 下 还 是 在 1? 意义 下 均 有 
1 四 种 
fs) = | 76d de. 
最 后 余下 一 个 问题 , 即 S(R" ) 乘 子 问题 . 我 们 要 间 ,什么 样 的 C” 函数 ae(z) 与 任 一 个 
S (R" ) 广 义 函 数 f(z) 之 滋 积 仍 是 S'(R* ) 广 义 函 数 ? 这 类 a( x) 就 称 为 S 乘 子 . 我 们 知道 ， 
a《z) 了 (zx) 应 由 下 式 定 义 : 当 a€ C*(R*),fES'(R"),gE€S(R") 时 ， 
Caf,q)=¢f,ap). (30) 
为 使 此 式 有 意义 ,就 应 要 求 cpE S(R"). 因此 a(z)E C" 是 必 不 可 少 的 条 件 . 但 公 此 还 不 够 ,还 
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需要 afz) 在 oo 处 增长 不 能 太 急 ,例如 e(z) = el 一 定 不 行 . 因为 g(xz)=e。 “显然 是 
S(R" ) 函 数 ,读者 自己 可 以 证 明 , 但 ap = ex/ ?显然 不 在 S(R*) 中 ,这 都 是 因为 c( z ) 是 指数 增长 
的 原故 ,于 是 我 们 有 

定理 10 设 a(z)EC”(R"), 对 任 一 p(x)E S(R"), 均 有 a(z)ptx)E SCR") 的 充分 必要 
条 件 是 :对 任意 硬指标 a, 均 存在 一 个 多 项 式 已 (z) ,使 

[3aCa) EP, Cz)1. (31) 

以 下 我 们 记 这 种 <(z ) 所 成 的 空间 为 Oy (R")， 

于 是 我 们 来 看 S' 乘 子 空间 : 1a(z)E C” ,对 一 切 JES'(R"),a(z)fE S'(R")| ,我 们 有 

定理 HS'(R") 乘 子 空间 即 Ov (R"). 

这 里 的 几 个 定理 我 们 都 不 给 证 明了 . 


第 六 章 ”再 论 微 积分 的 基础 


§1 实数 理论 


微 积分 的 理论 基础 是 在 微 积分 发 展 到 相当 程度 以 后 才 葛 立 起 来 的 .我 们 在 第 - 章 -开始 就 
指出 , 微 积分 既然 是 变量 的 数学 ,而 变量 又 是 一 个 极 困难 的 概念 , 委 想 明确 地 理解 它 而 不 出 运 辑 
上 的 下 让, 必须 要 等 到 具体 的 数学 结果 积 好 到 相当 直 富 ,把 问题 的 各 个 方 而 都 暴露 到 相当 程度 才 
行 .所 以 ,尽管 在 希腊 时 代 就 已 经 认识 到 疾 如 连续 性 ,运动 .无穷 小 等 等 是 多 么 困难 的 概念 ,甚至 
欧 多 克 萨 斯 关于 比例 的 理论 ,关于 不 可 通 约 量 的 理论 与 现代 的 实 煞 理论 颇 为 相近 ;在 欧 几 里 得 关 
于 加 而 积 的 穷 竟 性 理论 中 也 看 到 了 如 何 把 极限 问题 化 为 不 等 式 问题 .但 我 们 究 葛 不 能 说 这 些 古 
希 腾 的 著作 就 是 今天 通用 的 微 积分 教 本 所 介绍 的 理论 的 前 身 . 因为 一 些 最 根本 的 概念 一 直到 19 
世纪 中 晚期 才 弄 明白 . 而 在 希 腾 时 代 , 数 学 还 与 种 种 思辨 性 的 议论 分 不 开 . 不仅 毕 达 哥 拉 斯 是 这 
样 , 世 诺 和 亚 理 士 多 德 更 是 这 样 .可 是 ,科学 (数学 也 是 其 一 部 分 ) 还 是 在 洪 闭 探索 字 宙 的 规律 的 
大 道上 阔步 前 进 .到 了 19 世纪 ,这 些 问题 在 当时 的 水 平 上 弄 得 相当 清 总 了 . 数学 ,特别 是 微 积 
分 ,在 说 明 宇 宙 的 规律 取得 何等 伟大 的 成 就 ,相信 前 五 章 的 内 容 已 经 足够 给 读者 -个 印象. 既然 
如 此 ,又 何必 回 到 历史 的 陈 迹 中 ,再 去 追忆 当年 呢 ? 问题 在 于 ,数学 还 在 前 进 . 今天 已 不 再 是 达 
朗 贝尔 “前 进 吧 ,您 会 得 到 信心 "的 时 代 . 其 实 , 自 从 所 谓 微 积分 的 基础 得 到 葛 立 时 起 ,整个 数学 又 
陷入 更 深刻 的 困难 之 中 .这 就 是 集合 论 的 建立 , 论 时 间 是 19 世纪 七 作 十 年 代 , 主 要 的 代表 人 物 是 
康 托 尔 (Georg Cantor) ,而 且 他 的 起 点 正 是 黎 曼 , 犹 利克 震 关于 三 角 级 数 的 工作 ,我 们 在 第 五 章 一 
开始 就 介绍 了 一 点 点 有 关 情况 .今天 我 们 再 回 到 微 积分 的 基础 是 因为 ,型 明 白 了 这 个 基础 ,就 发 
现 它 含有 许多 "成 分 "一 用 布尔 巴 基 的 语言 来 说 是 许多 数学 构造 或 称 为 architecture. 这 些 构造 
甚至 规定 了 下 一 步 数学 将 怎样 走 法 .因此 ,本 章 的 目的 是 从 介绍 微 积分 的 基础 使 庄 者 看 到 这 些 构 
造 是 些 什么 .其 实在 前 几 章 中 我 们 已 在 许多 具体 问题 上 与 它们 打 过 交道 了 .所 以 ,我 们 希望 是 从 
再 论 微 积分 的 基础 中 帮助 读者 能 与 更 新 ,更 现代 的 数学 打交道 ， 

1. 有 理 数 系 怎样 扩大 成 实数 系 ”为 微 积分 糯 立 基础 的 工作 现在 都 说 是 其 算术 化 的 过 程 .其 
原因 在 于 极限 理论 过 去 实际 上 是 以 几何 直观 为 基础 的 .例如 ,我 们 说 linyf(z) = 5 时 ,心目 中 总 全 
想到 当 zx 连续 地 滑 = 加 趋向 。 时 ,7(x ) 沿 另 一 条 轴 赵 向 5 点 .可 是 如 果 在 x 轴 没 有 一 个 点 代表 
a ,或 在 另 一 条 轴 上 没有 一 个 点 可 以 说 是 6 ,再 这 样 的 极限 式 应 如 何 理解 ? 这 种 情况 希腊 人 早 就 
发 现 了 .x+ 轴 上 有 一 个 点 ( 距 原点 为 单位 边 长 正方 形 的 对 角 线 长 的 那 .点 ) 不 能 用 一 个 数 (希腊 
人 入 讲 数 实际 上 是 有 理 数 ) 来 表示 .因此 z 趋向 这 样 的 点 ,就 不 能 说 成 是 x 一 4. 总 之 ,我 们 的 极限 
概念 实际 上 有 一 个 默认 的 基础 :直线 上 的 点 与 实数 之 闻 有 一 个 一 一 对 应 , 从 几何 上 看 ,这 似乎 是 
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不 膏 而 喻 的 ,但 是 从 退 辑 上 讲 是 有 待 证 崩 的 ,实际 上 微 积 分 基础 中 与 这 个 没有 明说 的 默认 有 关 的 
许多 基本 的 命题 ,如 柯 西 序列 必 有 极 眼 ,单调 有 界 序列 必 有 极限 ,其 证 明 都 有 蒜 于 此 . 
此 间 题 就 在 于 如 果 只 承认 有 理 数 , 则 作为 数 轴 的 直线 上 有 一 些 点 找 不 到 对 应 的 数 ,所 以 。 
有 理 数 是 有 “ 空 阶 " 的 . 只 有 把 这 些 空隙 都 填补 起 来 ,极限 理论 才 有 可 千 的 基础 , 我们 不 能 采取 这 
样 的 办 法 , 即 缺 什么 数 就 补 什么 数 :例如 ,有 理 数 中 既然 没有 表示 单位 边 氏 正方 形 的 对 角 线 长 的 
数 ,就 补 进 一 个 VZ ,然后 补 上 例如 咕 ,ex 等 等 ,这 样 做 何 时 才 知 道 * 所 有 的 " 空 隧 都 补 上 了 . ( 连 
什么 叫 * 所 有 的 空 附 "都 说 不 清楚 . ) 因 此 我 们 需要 一 个 系统 的 方法 补 上 一 些 数 ,使 得 以 后 再 也 没 
有 必要 ,没有 可 能 再 添补 新 数 . 怎样 知道 是 “再 也 没有 必要 ,没有 可 能 "的 呢 ? 对 此 也 必须 作出 数 
学 上 很 明确 的 回答 . 

在 进行 这 项 工作 前 ,我 们 要 和 弄 清 我 们 现在 所 处 的 地 位 以 及 我 们 想 要 做 到 的 事 . 

我 们 所 处 的 地 位 是 :我 们 已 经 有 了 有 理 数 系 Q, 它 有 以 下 的 性 质 ; 

I . 人 是 一 个 域 , 即 在 其 中 可 以 进行 加 、 飞 及 其 逆 运 算 减 . 除 ( 但 不 允许 以 0 为 分 母 ) 等 四 则 
送 算 ,而且 加 法 与 乘法 均 适 合 交换 律 与 结合 律 ,二 者 在 一 起 则 适合 分 配 律 . 

有. Q 是 一 个 有 序 域 , 即 对 任意 z,yEQ, 以 下 的 三 种 关系 必 有 一 种 且 具 有 一 种 成 立 :r< y， 
X=y 与 I>y. 

这 种 次 序 关 系 有 以 下 几 个 性 贰 : 

(IT) 若 = 安 ?, 且 ysz, 则 ==y; 

〈《[:) 若 z 委 y,yS 和 zx, 则 xz 扫 zi 

《Ia3) 着 ;入 zy 则 x + ry 

(LI) 车 z 委 y 而 z>0. 则 zz 才 yz- 

亚 . Q 是 一 个 阿 基 米 德 域 , 即 满 足以 下 的 阿 基 米 德 公理 : 任 给 +、y 而 x >0,y>0, 则 必 存 在 
一 个 正 整 数 ” ,使 y 氢 zz 

把 工 一 正当 作 公理 来 看 ,这 里 面 其 实 是 有 问题 的 ,例如 对 自 然 数 确 有 一 组 人 们 公认 的 公 
吏 - 仿 亚 庶 (G，Peano,1858 一 1932) 公 理 而 它 并 不 就 是 工 .所 以 @ 中 的 算术 运算 的 许多 性 质 
应 该 是 可 以 证 明 的 而 不 应 作为 公理 .这 样 说 来 , | 和 下 是 否 公理 可 以 深入 讨论 ,但 我 们 完全 不 去 
接 覃 这 类 问题 而 是 把 TI 和 下 当 作 已 经 明确 不 再 讨论 的 命题 .但 是 下 确实 是 个 公理 . 它 的 重要 性 
在 于 可 以 由 它 肯定 ,Q 中 不 会 有 邯 穷 小 e.{ 不 妨 设 >0, 因 为 所 谓 无 穷 小 就 是 指 非 0 的 ,而 绝对 
值 又 小 于 任何 有 理 数 的 " 数 ", 所 以 “ 关 0. 若 “<0 则 考虑 - e. ) 因 为 苦 有 无 穷 小 a, 则 取 了 3 关 1 ,并 


一 ,由 公理 下 六 知 必 春 在 正 整数 。 使 1S ma ,因此 a 之 二 而 不 可 能 小 于 有 理 数 上 上 .同样 也 不 会 存 


在 一 个 有 理 数 是 正 无 穷 大 ,因为 若 8> 任 意 让 有 更 数 , 广 < 二 而 二 确实 可 以 表示 任意 正 有 更 


数 .所 以 记 就 是 无 穷 小 . 这 个 问题 我 们 在 第 一 章 就 已 讨论 过 ， 

有 理 数 系 的 最 大 “缺点 "就 是 Q 中 的 柯 西 序列 不 一 定 在 @ 中 有 极限 .例如 1,1.4,1 ,414,… 就 
不 能 以 任意 有 理 数 为 极限 .这 就 是 Q@ 中 尚 有 “ 空 阶 ”. 正式 的 术语 则 说 Q 缺少 完备 性 . 因此 我 们 
的 任务 是 :要 对 Q 中 补充 一 些 数 ,使 Q 扩 大 成 为 实数 系 有 ,而 要 求 

1. 给 出 一 个 补充 Q 的 有 系统 的 方法 ,使 R 不 再 有 空 阶 , 即 有 完备 性 .就 是 说 我 们 上 面 说 的 
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柯 西 序列 没有 税 限 这 种 空 院 要 补 上 , 这 个 补 空 的 过 程 就 称 为 完备 化 , 我 们 不 仅 要 间 ,完备 化 是 否 
可 能 ,还 要 问 完备 化 的 方式 是 否 在 某 种 意义 下 是 唯一 的 ? 这 个 问题 很 重要 .因此 如 果 有 不 同 的 方 
法 作 完备 化 ,而 且 作 出 了 不 同 的 实数 系 , 则 应 该 有 不 同 的 极限 理论 ,有 不 同 的 微 积分 学 .一 旦 出 现 
这 种 情况 ,后果 将 是 灾难 性 的 . 

2. Q 再 补 上 一 些 数 一 一 称 为 无 理 数 , 说 是 “一 些 数 "实在 把 完备 化 的 内 容 说 得 太 简 单 了 , 因 
为 补 上 的 新 数 要 比 原 有 的 有 理 数 多 得 多 :原来 的 有 理 数 只 有 可 数 无 穷 多 个 ,而 无 理 数 是 不 可 数 无 
穷 多 个 .这 样 构 成 了 实数 系 及 .但 是 尽管 补 上 的 新 数 多 得 多 , 原 有 的 Q 却 在 R 中 稠密 , 正 是 这 个 
移 密 性 保证 了 新 数 仍然 适合 上 而 对 Q 的 村 求 工 和 了 .因此 我 们 确实 可 以 承认 它们 都 是 数 .但 是 
正 却 还 是 在 R 上 成 立 .因此 ,无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 都 不 是 现在 我 们 所 理解 的 数 ,而 它们 是 某 种 变 
量 . 

3. 有 了 实数 系 好 ,而 且 得 知 它 已 经 是 完备 的 ,我 们 就 要 用 它 来 证 明 微 积分 的 一 些 基本 的 命 
题 ,例如 单调 有 界 数列 有 极限 存在 .我 们 下 面 会 讲 到 ,在 有 了 完备 性 以 后 ,不 但 不 会 因 柯 西 序列 没 
有 极限 而 发 现 原 有 的 数 系 有 需要 填补 的 空 阶 ,而 且 也 不 会 例如 有 界 单调 数列 没有 裤 限 市 产生 空 
隙 .最 终 我 们 会 看 到 ,在 一 定 的 要 求 之 下 ,也 不 会 因为 任何 问题 再 出 现 空隙 .就 是 说 ,我 们 对 问题 
的 解决 是 一 劳 永 逸 的 . 

现在 我 们 就 按 这 个 计划 来 建立 实数 系 . 

第 一 步 是 介绍 完备 化 过 程 . 

我 们 的 基本 思想 是 : 柯 西 序列 就 是 实数 ,这 本 来 是 很 直观 的 ,例如 , 凡 讲 到 x, 人 们 心目 中 就 
一 定 是 指 一 个 序列 : 


an = 13.3.1,3.14,3.141,3.1415,3,14159，…| . 
即 = 的 无 穷 小 数 展开 式 的 前 有 限 项 . 它 显然 是 一 个 柯 西 序列 ,因为 例如 其 中 第 m 项 。 是 r 的 
展开 式 到 小 数 点 后 m -1 位 ,第 项 4a, 则 是 展开 式 小 数 点 后 前 = -1 位 .设立 <m, 则 [e。 -oa,| 


小 数 点 后 前 吉 一 1 位 全 都 是 0, 因 而 | o。- a， [< 和 所 以 当 mm 充分 大 时 ,la -| < 


<>0 是 任意 指定 的 有 理 数 -所 以 它 是 柯 西 序列 .为 什么 要 说 。 是 有 理 数 呢 ? 因为 现在 只 有 有 理 
数 才 有 定义 . 所 以 现在 有 理 数 的 柯 西 序列 定义 应 是 la ,a.E Q, 对 任意 正 有 理 数 s>0, 必 可 找 
到 正 整数 N{s) ,使 当 m,n>N(e) 时 |a, -a, |<e. 但 在 以 后 定义 了 实数 以 后 , 柯 西 序列 中 的 < 
>0 就 可 以 改 说 是 "任意 正 的 实数 。>0”, 不 过 读者 会 看 到 即 令 不 作 这 样 的 更 改 也 没有 影响 .所 以 
下 面 我 们 就 不 再 强调 这 一 点 了 .我们 想 要 强调 的 是 ,r 还 可 以 表示 为 另 一 个 柯 西 序列 . 
{5.1=14,3.2,3.15,3,142,3,1416,3,141 60，…| 

所 以 ,说 一 个 柯 西 序列 定义 一 个 实数 ,并 不 恰当 .不 过 a, - 六 一 0( 读 者 可 能 会 问 , 不 是 现在 还 没 
有 定义 极限 吗 ? 为 什么 能 使 用 极限 的 记号 呢 ? 其 实说 极限 没有 定义 是 指 序列 ,极限 、s ,只 要 可 
能 不 是 有 理 数 时 都 没有 定义 ， 现 在 我 们 的 | 4,} ,| 6, 1 ,se,… 都 是 有 理 数 ,这 时 甚至 使 用 极限 的 
ce 一 NN 定义 都 没有 困难 ), 因 此 若 有 两 个 柯 西 序列 1a, | 、15, | .适合 a, -5 一 0, 就 说 它们 是 等 价 
的 , 记 作 


1a 一 165.1( 即 指 a 6, 一 0). (1) 
定义 】 有 再 数 的 柯 西 序列 按 (1) 式 的 等 价 关 就 是 一 个 实数 . 
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有 的 读者 可 能 读 过 通常 的 实数 理论 ,那里 是 以 直 德 金 分 割 作为 实效 之 定义 的 ,何以 这 里 要 标 
新 立 异 ? 何况 现在 我 们 的 作法 反而 麻烦 一 些 ? 理由 在 于 今后 我 们 将 仿照 由 有 理 数 构造 实数 的 方 
法 来 构造 许多 函数 空间 ,特区 是 L" 空间 . 那 时 莽 德 金 分 市 就 用 不 上 了 

于 是 ,这 个 等 价 类 中 每 “个 具体 的 柯 西 序列 都 是 这 个 等 价 类 的 代表 元 .在 一 个 等 价 类 中 取 哪 
一 个 柯 西 序列 为 代表 元 都 是 一 样 的 . 

有 理 数 也 是 实数 ,那么 哪 一 些 等 价 类 代表 有 理 数 呢 ? 其 实 ,车 - 是 一 个 有 再 数 , 令 s, = ,得 
Hr rr，…|( 记 作 1r) 也 是 一 个 柯 更 序列 ,我 们 不 妨 称 为 常 驻 序 列 . 我 们 不 筋 把 > 本 身 与 
构成 的 常 驻 序 列 集合 一 一 对 应 ,因此 , 若 -一 个 等 价 类 含有 一 个 常 驻 序 列 | | ,我 们 就 认为 这 个 等 
价 类 代表 有 理 数 ”. 这 里 要 注意 , 若 一 个 等 价 类 中 含有 常 驻 序列 , 则 它 不 能 含 两 个 不 间 的 常 驻 序 
列 fr| 与 jsi,r 天 ,事实 上 若 >- *->0 则 必 有 r = ;而 与 去 s 矛盾 ,所 以 fz 与 1s] 不 可 能 在 同一 
个 等 价 类 中 .于 是 我 们 把 柯 两 序列 等 价 类 的 集合 分 为 两 类 : I 是 含有 某 个 常 驻 序列 | ri 的 等 价 类 
之 集合 ,了 [类 之 元 是 不 合 常 驻 序列 的 等 价 类 . 

定义 2 I 尖 之 元 称 为 有 再 数 ,1 r| 对 应 于 ,了 类 之 元 称 为 无 理 数 . 两 交合 并 即 得 实数 系 R. 

本 来 现在 应 该 就 来 说 明 R 为 什么 就 是 完备 的 ,但 在 这 以 前 ,我 们 先 来 讨论 实数 的 运算 和 次 


序 . 
第 二 步 ,实数 的 运算 和 次 序 关系 . 
实数 的 运算 是 比较 容易 定义 的 , 设 有 两 个 实数 a 与 5, 并 取 其 代表 元 1a,1 和 16 |, 则 例如 4 
+ 6 即 定 尺 为 le, + 5, | 之 等 价 类 ;ab = fa.b, |. 我 们 要 注意 , 14, + 5 ,1a,5, | 仍 是 有 理 数 的 柯 西 
序列 ,所 以 这 些 运算 是 有 定义 的 .加 法 零 元 0 是 包含 常 驻 序列 10,0,… ,0,…| 的 等 价 类 ;乘法 单位 


元 刚 是 包 舍 常 驻 序列 |1,1,… ,1,…| 的 等 价 亲 , 二 是 | 革 | 的 等 价 类 .不 过 表 而 上 应 要 求 a, 元 0， 
而 不 仅 是 je, 1 尖 10,0,…,0,… ,但 实际 上 ,如 果 a 光 0, 则 ja,1 中 只 会 含有 最 多 有 限 多 个 w =0. 
否则 , 著 有 无 限 多 个 c。 = 0,= 1,2,… 到 一 + 0, 则 对 任 一 6, 因为 当 加 ,n> N(e) 时 Ia a， 
1<e ,我 们 只 要 取 = 吉 >N 则 1a |=|a。 -oa. 1<e: 当 问 > N(e) 时 成 立 , 即 是 说 ,aa 
0, 这 与 a0 下 盾 . 既 然 在 ,中 只 有 有 限 多 个 为 0, 可 以 从 16,1" 砍 掉 " 前 面 有 限 多 项 ,余下 来 仍 
热 是 一 个 柯 西 序列 ,仍然 与 原来 的 1e.} 等 价 ,从 而 仍 是 a 的 代表 元 .但 现在 一 切 wu 天 0, 所 以 非 夫 
的 a 一 定 有 一 个 代表 元 io | 其 一 切 项 均 不 为 04, 0. 这 样 ,二 | | 仍 为 柯 西 序列 就 很 消 直 


了 .总 之 ,我 们 构造 的 新 的 数 系 :有 理 数 柯 西 序列 之 等 价 类 的 集合 , 亦 即 实数 系 及 仍 是 一 个 域 ( 代 
数 意义 下 的 域 ) . 

关于 R 是 一 个 有 序 域 的 证 明 麻烦 一 些 :我 们 可 以 很 直观 地 想到 ,可 以 用 a - 5 为 一 正 实数 来 
表示 a> 8 ,但 为 此 对 什么 是 正 实数 要 认真 论证 一 下 . 而 且 我 们 可 以 更 广泛 一 些 ,分 别 讨论 什么 
是 a=0,a>0 和 a<0, 这 里 的 a 表示 某 柯 西 序列 1a, | 的 等 价 类 ,而 a, 则 是 有 理 数 , a=0 就 是 
适合 lima, =0 的 序列 ,这 里 我 们 又 借用 了 有 理 数 范围 内 的 极限 语言 , 面 如 前 面 所 说 这 是 许可 的 . 
如 果 不 如 此 我 们 就 要 说 :对 任意 。>0, 必 有 N(:) 存 在 而 当 n>N(e) 时 ,|a,1<e.a>0 问题 复 


杂 一 些 -我 们 决 不 能 说 a>0 就 是 ia,j 中 一 切 ,>0. 因 为 例如 | 4 | ~0 但 二 >0. 这 里 我 们 要 利 


1 
nn 
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用 一 个 重要 的 事实 ,一 个 有 理 数 ;>0 时 一 定 可 以 找到 另 一 个 上 使 *>r>0. 可 否 把 这 个 事实 用 
于 tas1? 我 们 说 ;a = |a,1>0 就 是 存在 一 个 正 有 理 数 + = fri 以 及 一 个 正 整数 N ,使 当 n>N 
时 ,4,>r>0. 同 样 a= |a, | <0 就 是 存在 一 个 负 有 理 数 ;= i;|, 以 及 一 个 正 整数 末 . 使 当 > 
M 时 ,as<s<0. 这 样 的 定义 行 不 行 ,就 看 是 否 每 一 个 实数 a( 设 用 有 理 数 的 柯 西 序列 |a, | 来 表 
示 ) 都 能 无 疑义 地 规定 其 符号 . 这 是 肯定 的 ,因为 je,| 是 柯 西 序列 , 帮 对 每 个 e >0 必 有 N(s) 存 
在 ,使 当 m,n 之 N{e) 时 , 均 有 |a, -ao|<s. 所 以 对 一 切 > NCe)， 


es 一 avw+(a 一 avw)， 


av as-aul 安 as 委 av+|as ~ an|, 
这 样 a 之 符号 将 与 ax 的 大 小 有 密切 关系 ,这 样 就 出 现 两 个 可 能 性. 其 一 是 对 于 某 一 个 >0， 
|as1>e .如 果 ax 为 正 , 则 ax > ,由 左边 的 不 等 式 看 a, > ax - s = r>0. 这 样 的 |av| 符 合 前 述 
4 六 之 定义 . 如 果 av 为 负 , 则 avw< -se, 由 右边 的 不 等 式 看 4an + 二 5<0, 这 样 的 |a,| 符 
合 前 述 a。<0 的 定义 . 第 一 个 可 能 性 是 对 一 切 。, 按 上 法 求 出 的 aw 均 适 合 |ay | 去 se. 这 时 当 n> 
N(s) 时 ， 
Ia, lfas|+la, -ay| <2e. 

所 以 符合 前 述 a =0 的 定义 . 总 之 任 一 实数 a 在 a >0,a -0,a<0 三 种 情况 中 必 居 其 一 旦 仅 居 
其 一 . 实数 a 既 已 可 定义 其 符号 ,当然 也 就 可 以 定义 |a | . 关于 Q 为 有 序 域 的 四 条 性 质 ( 开 , ) 一 
《II ?可 以 让 明 , 对 R 也 都 适用 . 但 是 证 明 却 可 能 比较 元 长 . 

阿 基 米 德 公理 对 于 R 仍然 是 成 立 的 . 这 一 点 也 不 来 证 明了 . 它 的 重要 件 下 面 就 会 看 到 . 

第 三 步 是 关于 实数 系 R 的 基本 性 质 的 证 明 . 现在 我 们 已 经 有 了 实数 系 了 ,此 时 不 妨 回顾 一 
下 ,什么 是 实数 ? 实数 就 是 一 个 可 以 对 之 进行 四 则 运算 ,并 可 比较 大 小 , 且 适 合 阿 基 米 德 公理 的 
对 象 . 其 实 , 我 们 对 数 的 领悟 已 经 有 了 一 个 飞 蜂 .比方 有 理 数 ,朴素 的 理解 就 是 一 个 屈指 可 数 的 
数 . 它 的 大 小 ,一 则 可 以 用 扳手 指头 的 方法 来 比较 (用 抽象 的 数学 语言 来 说 ,就 是 与 手指 头 的 集 
合 ”一 对 应 ). 也 可 以 通过 元 何方 法 用 "和 量 "来 比较 : 圆 内 接 多 边 形 因 为 只 是 圆 的 一 部 分 ,部 分 小 
于 整体 ,所 以 这 些 内 接 多 边 形 面积 小 于 圆 面积 (《 几 何 原理 》 上 就 是 这 样 讲 的 ) 但 是 到 了 实数 就 
一 般 地 没有 这 种 朴素 的 理解 了 . 其 四 则 运算 化 成 了 有 理 数 柯 西 序列 的 运算 . 其 大 小 则 归结 为 与 
0 的 比较 , 即 正 ` 负 号 . 读者 们 会 问 ,实数 诚然 可 以 比较 大 小 ,但 * 它 自己 "有 没有 “大 小 ”? 上 面 说 
的 思想 上 的 飞 牙 在 此 :能 比较 大 小 就 是 有 大 小 . 所 以 图 面积 不 必 看 成 内 接 正 多 边 形 面积 P (其 
实 P, 一 般 已 不 是 有 理 数 ) 序 列 的 极限 ,而 是 "序列 "本 身 . 这 一 些 读者 们 应 该 都 仅 得 了 . 但 是 我 
们 的 直 沉 还 能 不 能 保存 ?说 算术 化 就 是 完全 抛弃 几何 直观 ,至 少 在 心理 上 是 做 不 到 的 . 例如 说 ， 
lim P, = wr? 至 少 在 心理 上 意味 着 内 接 正 多 边 形 边 数 越 多 ,P, 越 接近 圆 的 面积 ,这 一 点 是 无 法 排 
除 的 . 因此 ,说 实数 a 由 有 再 数 的 档 西 序列 | ai 决定 ,在 我 们 的 直观 上 仍旧 是 jima。 =a- 算术 化 
以 后 能 否 保 持 这 个 直觉 的 理解 呢 ? 首先 要 在 实数 系 及 中 把 lma = a 讲 清楚 . 这 就 是 任 给 一 个 
实数 。>0( 不 再 是 有 理 数 。>0 了 ), 必 可 找到 正 整 数 N, 使 当 n>N 时 ,a, 与 a 之 距离 小 于 e. 
可 是 a, 是 有 理 数 ,a 是 实数 ,怎样 讨论 它们 的 距离 呢 ? 这 就 需 对 有 理 数 有 另 一 个 理解 :有 理 数 就 
是 常 驻 序列 14, ,4,,…,a,,…|. 于 是 我 们 有 一 个 一 般 的 柯 西 序列 a = | 4, ,a; a 一 个 
营 驻 序列 |a. ,a,,… .a。.…|. 求 它们 的 莽 , 再 与 。( 为 简单 计 , 设 。 是 有 理 数 ,所 以 是 一 个 常 驻 序 
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列 |e ,ee ,| ) 比 较 大 小 .这样 就 会 有 
基本 定理 1 任 -一 个 有 理 数 柯 西 序列 js, ，… ;a ，…| 必 收 镶 于 它 所 定义 的 实数 . 
证 -a ja, 了 人 人 一直 | 这 里 六 是 国定 的 ,而 mw 则 取 一 切 正 整数 
值 . 由 于 1a, ,as ,ya ,| 是 柯 西 序列 ,对 任意 。 必 可 找到 N(e) ,使 当 mn, n> N(e) 时 ， 
ja ~ a | <e. 现在 在 a, -a 的 序列 表示 中 ,n> N(e) 已 是 固定 的 ,而 当 癌 > N(e) 时 ,又 有 


一 计 <a, -an< 三 ， 
所 以 


E 一 (ay 一 ao)>e 一 


Et+{a,—a,)>e— 
作为 定义 实数 的 柯 西 序列 来 看 ,就 是 

fe,,e, rl (a, -a)>0, 

fes,e,m | + (a, -a)>0. 


亦 即 
E>a.—a, 
ea a, 
或 者 说 , 当 nn> N(e) 时 
la,—al<e. 


定理 证 毕 ， 

推论 1 有 理 数 系 9 在 实数 系 中 处 处 称 密 . 

证 所谓 处 处 稠密 就 是 指 ; 任 给 一 个 实数 。，, 必 可 找到 一 个 有 理 数列 iov| ,使 lima, =a. 但 
上 面 证 明 的 就 是 这 件 事 . 

这 里 附带 提醒 ~- 下 , 当 我 们 说 “找到 一 个 有 理 数 序列 la, | "时 ,这 里 的 a, 可 以 按 朴 素 的 有 理 
分 数 q/z 的 意义 来 理解 ,而 说 lima, = < 时 ,a, 一 定 是 指 常 驻 序列 1 4, ,4 ，… ,a ,…| 的 等 价 类 . 

这 个 推论 的 重要 性 在 于 : 它 告 诉 我 们 ,Q 中 " 空 啤 " 太 多 了 , 比 所 有 有 理 数 还 多 ,因为 有 理 数 只 
是 可 数 无 穷 多 个 ;尽管 如 此 ,仍然 处 处 有 有 理 数 .现在 的 问题 是 用 以 上 方式 是 否 又 会 产生 新 的 空 
腕 ? 因此 是 否 仍 有 必要 再 令 实数 组 成 的 某 些 柯 西 序列 为 另 一 类 新 数 ,把 R 再 扩充 一 些 昵 ? 下 面 
的 基本 定理 表明 不 再 会 有 这 样 的 情况 ， 

基本 定理 [ 任 一 个 过 数组 成 的 柯 机 序列 |。| 必 定之 一 个 实数 。, 使 得 lm a = 


证 由 推论 1, 对 ia,| 中 的 每 一 个 实数 a, 都 可 以 找到 一 个 有 理 数 a ,使 | a, - ai | < 工 .这 


样 -来 ,ea 裤 las- alt+tla-anltlan-a1< 上 + 二 +jas-anl, 对 任 一 e>0, 由 
1a. | 为 柯 西 序列 可 知 , 一 定 有 N(e) 在 . 当 nm >N(e) 时 |c。 一 a1< 训 ,我 们 还 可 以 取 N(e)> 


和 ,于 是 当 ,mm>N(e) 时 还 有 二 ,二 < 二, 因此 当 n,m> N(e) 时 
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las asl<l+ +la. el<e. 
因此 ,1a 是 一 个 有 理 数 的 柯 西 序列 ,由 基本 定理 I “及 推论 1 即 有 
lim(a, ~ a)= tim(a, - an) + lim(a%, -a)=0. 

基本 定理 I 上 告诉 我 们 ,如 果 把 没有 极限 的 柯 西 序列 称 为 “ 空 阶 ”, 则 经 过 以 上 的 完备 化 手续 以 
后 ,实数 系 R 中 再 也 没有 “空隙 "了 ,因此 是 完备 的 . 而 且 有 理 效 系 QCR 在 R 中 稠密 . 有 没有 在 
其 它 意义 下 产生 的 空隙 呢 ? 以 下 我 们 会 证 明 ,在 一 定 意义 下 再 也 不 会 有 空 附 了 ,因此 R 确实 是 
完备 的 . 

2. 完备 性 和 实数 系 的 一 些 基本 定理 ” 微 积分 中 有 一 些 基本 定理 ,其 实 都 是 想 证 明 有 一 个 具 
茶 种 件 质 的 实数 存在 , 如果 证 明 不 了 ,我 们 就 会 想 , 能 不 能 再 用 上 面 的 方法 来 定义 新 数 来 扩充 及 
呢 ? 如 果 这 楼 ,就 可 以 说 RR 中 仍 有 空 队 . 这 些 定理 的 证 法 ,最 后 都 是 归结 为 寻求 一 个 柯 西 序列 ， 
并 利用 基本 定理 ] 得 知 有 一 个 实数 a 存在 ,然后 再 证 明 a 就 是 所 寻求 的 有 某 种 性 质 的 实数 .这 
样 的 定理 我 们 可 以 举 出 三 个 来 ,并 分 别 利用 基本 定理 工 加 以 证 明 . 

定理 2( 区 间 庆 定理) 设 有 实数 困 区 己 套 . 即 斋 区 加 之 序列 |[a。 ,5.11 ,而 且 适 合 [ a, ,6b, ]CC 
[ar 如- 车 这 些 区 同 之 长 (5 一 au ) 一 0 , 则 必 存 在 唯一 实数 <, 念 于 所 有 区 间 [a ,6, ] 之 中 . 

证 任 给 一 个 e>0, 必 有 正 整数 N(e) 存 在 ,使 当 mn> N(e) 时 ,5 - a <s, 现 在 固定 这 样 一 
个 详 >N(s), 则 aviasr… 均 售 于 [oo ,5,] 中 ,因此 |a,,, -as| 委 18 -ao|1<e, 这 样 ia.| 
形成 一 个 实数 的 柯 西 序列 , 因 面 由 基本 定理 I ,lim a, =c 存在 .很 容易 证 明 a。<<c<b, , 即 cE 
[a ,6 ], 而 由 m 可 以 任意 选取 ,只 要 m>>N{e) 努 可 , 选 m+ 上 代替 加 易 见 cE Ia .Bu ]， 
名 =1,2,… ,又 由 于 [ ay ;51 局 沪 [as sb-1] 沪 [a ,5b ] 所 以 c< 也 在 fas,63],…,[anl; 
名 -1] 中 ,总 之 c 会 于 一 切 [a ,5b,] 中 . 这 样 的 c 必 是 唯一 的 ,因为 设 有 另 一 个 cEfa,,b,1,n= 
1,2,…, 则 因 c“ 取 6c,|c' -ec| 为 一 确定 的 正 数 ,而 且 |c 一 c | 入 | 5, - ev | 对 一 切 n 均 成 立 ,但 
5 一 au 0, 这 与 c“ 天 c 了 矛盾 . 

定理 3( 单 调 有 界 序列 收 仇 定理) 设 1a.1 是 单调 上 逢 的 有 界 序 列 :a 委 a 近 … 扫 M. 则 必 有 
唯一 实数 c 是 1a, | 的 极限 ,lim a, = <. 

证 现在 我 们 用 反 证 法 证 明 la, 上 是 柯 西 序列 . 若 不 然 ,对 于 某 一 个 es >0, 不 论 N 取 多 么 
大 ,其 后 必 可 找到 a, 和 a,(n > n) 使 4,. -as= 1evr -a,|> eo. 按 此 法 任 取 一 个 Ni, 于 是 有 an， 
和 a (n>n) 使 a a > .然后 取 N(s) = N,>n', 使 其 后 有 4,, 和 aw, 合 av a> 
eo. 这 样 必 可 找 出 as。 和 au (ni >n) 面 ay -~ au >e0. 而 且 

ML (2) 


于 是 
Qa a ) + (a Tay te 
+ (ga, ~ er) +t (a an) tea, 
之 (au -a )+ (a 1 tt (a 一 an ) tea, 


和 


这 是 因为 由 (2), 例 如 a。 > 0, ,等 等 ,所 以 上 式 中 每 一 个 括号 均 非 负数 .由 于 已 设 Qs 一 cn >eo, 
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所 以 由 上 式 


ds eg + dn 
令 &>+oo, 好 有 ay 一 + oo 而 与 jao| 是 有 界 序列 矛盾 ,由 基本 定理 工 有 
lim a, =c- 

定理 证 毕 . 

当然 ,对 于 有 界 的 单调 下 降序 列 , 本 定理 也 成 立 . 

定理 4 有 界 集 必 有 确 界 . 

证 我 们 只 证 有 和 界 集 A 必 有 下 确 界 inf A = m. 为 方便 计 , 用 十 进 小 数 来 表示 A 的 下 界 ,于 
是 先 没 mw, 是 整数 .me 是 4 的 下 界 ,但 mo + 1 不 是 下 界 . 取 mi 为 0 到 9 间 的 某 个 数字 ,使 
m0+ md10 是 A 的 下 异 , 但 是 mo + (m+1)A10 不 是 下 界 .确定 了 m, 以 后 再 看 小 数 点 后 的 下 

{m2 +1) 


一 位 .再 取 一 个 整数 0<m,<9, 使 mo+ 各 + 和 0 是 4 的 下 界 ,但 m+ 向 + 一 不 是 下 
界 . 仿 此 ,可 以 得 到 一 个 无 尽 十 进 小 数 mo. mma… zm,…( 著 从 菜 个 起 mitt = merz= =0， 


我 们 实际 上 得 到 的 是 一 个 有 尽 小 数 . 但 是 我 们 仍然 视 这 为 无 尽 小 数 ). 它 的 任何 “一 段 "ms .xm1… 
ms 都 是 下 界 ,而 mo.m,…(m +1) 不 是 下 界 ( 不 过 如 果 ms =9,m, +1=10, 就 表示 小 数 中 要 进 
一 位 ). 但 是 无 尽 十 进 小 数 必 是 一 个 柯 西 序 死 .因此 由 基本 定理 工 , 它 表示 一 个 实数 ., 今 证 c 是 
A 的 下 确 界 . 

任 取 人 中 一 元 所 4 ,由 于 mo.m,…in, 是 下 界 ,所 以 


[ I MEA. 


令 k+ co 即 有 
cea, 
所 以 < 是 4 的 下 界 .为 了 证 明 它 是 下 确 界 ,我 们 再 取 任意 数 d >c, 今 证 d 必 不 是 下 界 .因为 4 的 
十 进 小 数 ao .mi … 到 … 中 至 少 有 一 位 大 于 c 的 十 进 小 数 的 相应 数字 , 设 7, 中 第 一 个 大 于 mm; 的 
是 n;, 即 由 之 ms +1, 所 以 
dn mo (ma + 1). 

但 是 右边 必 非 A 之 下 界 , 所 以 4 也 不 是 A 的 下 界 , 于 是 c= inf A. 

间 样 可 以 证 明 上 有 界 集 必 有 上 确 界 存在 . 

还 有 一 些 重要 的 定理 ,因为 它们 是 关于 实数 空间 R 的 另 一 重要 问题 一 紧 性 问题 的 ,我 们 
将 在 下 面 再 讲 .我 们 现在 还 是 把 涉及 完备 性 的 话说 完 . 

定理 2 一 4 与 基本 定理 工 是 等 价 的 : 即 是 说 ,不 但 可 以 由 基本 定理 工 证 明定 理 2 一 4, 其实 由 
定理 2 一 4 的 任何 一 个 也 可 以 证 明基 本 定理 工 和 另 两 个 定理 . 其 原因 是 ,这 些 结果 都 是 以 不 同方 
式 回答 了 一 个 问题 ,有理 数 系 Q 的 空 除 应 该 怎样 去 刻画 并 填补 起 来 .例如 区 同 套 定理 讲 的 就 是 : 
一 个 有 理 数 区 间 套 若 其 各 区 间 长 度 趋向 0, 可 能 会 出 现在 有 理 数 系 Q 中 找 不 到 一 个 公共 元 ,这样 
就 出 现 了 空隙, 而 定理 3 告诉 我 们 :没有 关系 ,有 了 这 样 的 区 间 套 ,就 有 一 个 柯 西 序列 例如 |a, | ， 
它 定义 一 个 新 数 ( 实 数 )a ,把 这 个 a 填 到 空隙 里 去 ,这 个 区 间 套 就 有 了 唯一 的 公共 点 a, 而 区 间 
套 定 再 就 得 到 了 证 明 . 很 自然 ,我 们 也 可 以 走 曙 一 条 路 ,如 果 某 个 有 理 数 区 间 套 出 了 空 辽 一 一 即 
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不 能 以 某 有 理 数 为 公共 点 ,就 说 它 定 义 了 一 个 新 数 , 称 为 实数 .把 这 个 实数 " 塞 进 区 间 套 的 每 个 
区 间 内 ,于 是 此 区 间 套 就 有 了 一 个 公共 点 ( 即 此 实数 ). 这 样 定义 了 的 实数 系 仍 可 进行 四 则 运算 ， 
仍 有 大 小 (还 可 加 上 阿 基 米 德 公理 ) ,于 是 此 区 局 套 林 以 说 是 趋向 这 个 实数 的 ,而 原来 的 有 理 数 系 
按 原 有 的 天 小 说 也 好 , 按 扩充 成 的 实数 系 的 大 小 来 说 也 好 都 在 此 实数 系 中 稠密 (相应 于 基本 定理 
工 ” 和 推论 1) ,如 果 再 用 扩充 成 的 实数 系 作 区 间 套 ,就 不 会 再 出 现 空 孙 , 而 知 它 必 含有 唯 - -公共 
点 (相应 于 基本 定理 工 , 即 定理 2). 把 它 称 为 基本 定理 区 , 则 由 它 不 但 可 以 证 明定 理 3,4, 还 可 以 
证 明 关 于 极限 存在 的 柯 西 准则 : 任 一 实数 柯 西 序列 必 收敛 于 唯一 实数 . 总 之 这 上 几 个 定理 都 可 以 作 
为 基本 定理 ,但 它 的 证 明 必 须 分 成 两 步 :先是 基本 定理 X' :这 是 由 有 理 数 系 Q 汗 补 空 阶 而 得 实 
数 系 RR; 然 后 青 是 基本 定理 ,这 是 说 实数 系 R 中 再 没有 空 除 了 ,这 就 是 说 ,上 面 的 基本 定理 和 
三 个 定理 实际 上 给 出 了 构造 实数 系 R 的 等 价 的 方法 ， 

于 是 还 有 一 个 问题 :会 不 会 在 某 种 新 环境 下 R 出 现 新 的 空 由 ,需要 用 新 的 方法 填补 ,而 得 到 


一 个 与 上 面 作出 的 及 不 同 的 实数 系 及 呢 ? 例如 在 通常 较 详 细 的 微 积分 教 本 上 都 是 用 的 戴 德 多 
分 割 来 定义 实数 系 R 而 与 以 上 诸 定理 均 不 同 . 我 们 甚至 应 想到 ,还 会 不 会 有 其 它 方法 作出 Q 的 
不 同 扩充 来 呢 ? 下 面 的 定理 告诉 我 们 :不 会 . 

基本 定理 ”有 现 教 系 Q 扩 充 为 完备 的 实数 系 并 使 Q 在 其 中 调 儿 的 方法 在 等 下 同 构 意 久 
下 是 要 -的 

证 先 把 定理 的 含意 解释 清楚 . 设 我 们 已 把 有 理 数 系 @ 扩充 为 实数 系 及, 而且 使 及 中 的 运 
算 关系 与 次 序 ( 即 大 小 ) 关 系 与 Q 中 原 有 的 运算 关系 次 序 关 系 相 协调 ;例如 设 aE OCR, 则 a 在 
Q 中 的 大 小 ( 即 原来 的 大 小 ) 与 它 在 展 中 的 大 小 一 致 . Q 在 六 中 秋 密 , 即 入 中 任 一 元 ， 必 可 用 Q 
中 的 元 之 序列 1a, | 去 遭 近 :1a, - r| ~0. 这 里 的 距离 既 可 说 是 Q 中 的 距离 ,也 可 说 是 站 中 的 距 
离 . 这 个 定理 说 ,如 果 有 两 种 适合 这 样 的 要 求 的 扩充 及 与 R, 则 二 者 必 等 距 同 构 , 即 是 说 六 中 
的 “实数 "与 Rs 中 的 "实数 " ,无 论 就 其 大 小 而 言 或 者 就 其 运算 关系 而 言 都 是 一 样 的 .但 是 实数 除 
了 是 运算 对 象 与 大 小 关系 而 外 还 有 什么 含义 昵 ” 所 以 我 们 说 RR 入, 是 一 样 的 . 因此 ,0 的 扩充 
是 唯一 的 ,明白 了 定理 的 含意 后 ,证 明 是 很 容易 的 . 我 们 记 上 面 讲 的 用 柯 西 序列 定义 作 扩 充 的 
实数 系 为 R. 今 证 任何 适合 定理 要 求 的 扩充 久 必 与 R 等 距 同 构 ， 

设 有 FER, 则 目 Q 在 及 中 稠密 , 必 可 找到 Q 中 一 个 序列 1a,1 ,a， 7 这 个 ls. 1 定 是 柯 机 
序列 . 因此 由 及 之 定义 ,1a, | 定义 一 个 元 *E R, 我 们 令 了 对 应 于 /, 反 对 来 也 一 样 , 任 给 一 个 -ER 
也 必 有 一 个 FE 及 与 它 对 应 .所 以 玉 与 及 之 间 是 一 一 对 应 的 .而 且 若 + 一》 ,5 一 了 则 /+ 5s 了 7， 
六 5 一 关 5 ,而且 域 中 的 运算 在 此 对 应 下 是 不 变 的 . 所 以 及 与 R 是 同 构 的 . ;>s 必 有 >>; ,所 以 


次 序 也 不 变 . 及 中 的 距离 关系 与 有 中 的 距离 关系 也 是 相同 的 , 即 丸 与 R 等 距 .证 毕 . 

至 此 ,我 们 明确 地 证 明了 ,只 有 一 个 实数 系 及 , 它 是 一 个 适合 阿 基 米 德 公理 的 .完备 的 、 有 序 
的 、( 代 数 ) 域 ,而 有 理 数 域 Q 是 它 的 处 处 稠密 的 子 集 . 上面 全 部 讨论 集中 在 其 完备 性 上 上. 

3- 紧 性 ” 紧 性 的 讨论 始 自 19 世纪末 .20 世纪 初 , 比 完备 住 的 讨论 晓 了 许多 , 最 早 看 出 它 的 
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重要 性 的 数学 家 大 概 是 博 雷 尔 (E. Borel) ,他 是 从 这 样 一 个 事实 开始 的 . 

定理 5( 海 湿 - 博 吉尔 (Heine- Borel) 定 理 ) 设 [a,b] 是 中 的 一 个 闭 区 间 ,fU, {是 它 的 一 
个 开 玫 瘟 , 则 从 | UU, | 中 一 窗 可 以 取出 有 限 多 个 U，，…, U ,构成 [a ,b] 的 一 个 子 要 贡 ; 

Labeljv,. (3) 

证 在 证 明 此 定理 之 前 ,我 们 还 是 先 来 解释 一 下 它 的 意义 “覆盖 "的 含意 很 简单 ,这 里 就 是 
说 [a,5]C 【JU,. 需 要 注意 的 是 ,iU | 不 一 定 是 可 数 多 个 U, (车 以 为 可 数 多 个 叫 可 数 覆盖 ,这 
时 我 们 需 取 a =1,2,…) ,所 以 4 就 只 是 一 个 参量 , 它 的 集合 4 可 以 是 有 限 集 ,也 可 以 是 可 数 集 
或 不 可 数 集 . 但 一 定 不 是 空 集 ,因为 那样 一 来 ,就 没有 LA 了 ,也 就 不 会 覆盖 什么 . 开 覆 盖 即 指 
1 Ui | 之 每 个 元 都 是 开 集 .但 我 们 知道 ,在 R 中 每 个 开 集 都 是 最 多 可 数 多 个 开 区 间 之 并 ,所 以 可 把 
组 成 各 个 U, 的 开 区 间 分 开 来 重新 编号 ,并 仍 记 作 1 U, | , 则 每 个 U, 又 都 可 以 设 为 开 区 间 .不 过 ， 
因为 这 个 定理 太 重要 了 ,所 涉及 的 概念 不 只 会 被 应 用 在 R 上 , 那 时 也 没有 开 区 间 的 概念 . 所 以 我 
们 现在 还 是 说 U, 就 是 一 个 开 集 . 
但 是 我 们 的 证 明 中 是 还 要 利用 到 每 个 U, 均 可 分 为 若干 个 开 区 问 . 其 证 明 其 实 很 容易 . 
车 [a ,6] 只 党 有 限 多 个 LA 即 可 攻 盖 , 则 没有 什么 好 证 的 了 . 若 不然 ,将 它 平分 为 两 个 闭 区 


:Ta ,6]=| a,9 计 |U[23,5j 两 个 小 闭 区 间 有 一 个 公共 点 2 并 无 关系 ), 则 至 少 有 一 
2 2 2 


个 需 无 限 多 个 以 才能 覆盖 . 设 这 一 个 是 [ai ,6 ] ,再 把 [ a, ,b ] 平 分 为 二 ,又 至 少 有 一 个 需 无 轨 
多 个 U, 才能 履 盖 .从此 ,我 们 会 得 到 一 个 区 间 套 [a ,上 其 长 为 去 (6 - a) 一 0, 由 区 间 套 定理 ， 


必定 有 一 点 c 在 所 有 [a , 刀 ] 中 .因为 ;CD 覆盖 了 Le ,5] ,所 以 c 必 在 某 个 忆 , 之 内 ,从 而 必 在 某 
一 开 区 间 ( 不 项 就 设 到 ,是 一 个 开 区 间 ) 内 ,由 开 区 间 的 性 质 , 必 有 以 c 为 中 点 的 小 开 区 间 ,(e -~ r， 
ctr) ,其 长 为 2r. 但 。 又 在 一 切 [ a,b] 中 ,若菜 个 [a ,6,] 之 长 小 于 >, 必 有 [au .5 ] 己 
吕 , 中， 只 要 充分 大 ,[ a ,56] 之 长 自然 小 于 ,有 所以, 上述 平分 只 要 进行 步 , 则 根本 无 需 无 限 
多 个 UU 才能 覆盖 一 一 个 UU 就 够 了 . 这 就 是 齐 盾 ,定理 证 毕 . 

这 个 定理 的 证 明 本 质地 利用 了 实数 系 的 完备 性 一 一 它 用 了 区 间 套 定理 ,这 样 ,使 人 或 者 有 这 
样 的 想法 :定理 5 是 次 和 前 面 的 定理 2 一 4 一 样 ,只 不 过 是 完备 性 的 另 一 种 说 法 昵 ? 否 ,这 里 讲 的 
是 紧 人 性 . 什么 是 紧 性 呢 ? 要 定义 它 需 要 有 开 集 , 闭 集 等 等 概念 . 一 个 集合 , 赋 以 开 集 概念 以 后 , 称 
为 一 个 空间 《我们 下 面 要 详细 讲 , 请 看 第 三 节 ) ,一 个 空间 K 为 紧 就 是 说 , 它 的 任意 开 效 盖 都 有 一 
个 有 限 的 子 覆盖 , 所 以 定理 5 讲 的 是 :R 中 的 任 一 闭 区 间 [。 ,都 是 紧 的 . (许多 书 土 更 小 心 一 
点 ,强调 指出 是 有 界 闭 区 间 ,我 们 没有 这 么 小 心 ， 为 到 现在 为 止 ,我 们 都 认为 无 穷 大 不 是 实数 
阿 基 米 德 公理 告诉 了 我 们 这 一 点 .因此 写成 [a ,5] 就 意味 着 ,6 都 是 有 限 数 而 不 是 + o%、 
所 以 [a ,65] 自 然 是 有 界 闭 区 间 . ) 因 为 定理 讲 的 是 关于 蘑 些 实数 集 的 性 质 , 证 明 中 自然 会 用 到 实 
数 集 的 性 质 .包括 完备 性 . 这 不 意味 着 紧 性 这 个 概念 是 完备 性 概念 的 衍生 物 . 

我 们 要 注意 ,定理 5 只 说 [4,5] 为 紧 , 而 没有 说 R 为 紧 . 事 实 上 ,R 恰好 不 紧 . 我 们 可 以 用 一 


个 例 来 证 明 这 件 事 , 作 一 个 开 覆 盖 1 |, 这 里 =0, 二 1,+2,… 而 Us = {4-4+), Rc 


司 
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UU UU. 是 明显 的 事 ,但 是 | Us} 中 决 设 有 R 的 有 限 子 覆盖 . 因为 若 要 覆盖 尺 ,就 需 覆盖 其 上 的 无 穷 


多 个 坐标 为 整数 的 点 .但 每 一 个 区 间 U, 只 可 能 含 一 个 “ 整 点 ", 因 此 要 覆盖 R 就 必须 用 完全 部 
的 [ ,而 不 可 能 有 有 限 子 覆盖 . R 整个 说 来 不 紧 , 但 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 (不 妨 设 为 一 区 间 
(a,58)), 其 闭 包 [a ,5] 为 紧 .这 种 情况 称 为 局 部 紧 . 所 以 R 不 紧 而 仅 只 为 局 部 紧 . 紧 与 局 部 紧 是 
有 重大 区 别 的 ,这 种 区 别 在 许多 数学 问题 上 有 重大 影响 . 

上 中 与 紧 性 有 关 还 有 几 个 概念 ,一 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 查 诺 性 质 , 一 个 空间 K 有 此 性 质 是 
指 此 空间 中 任 一 序列 1c, |CK, 必 有 一 个 位 于 K 内 的 极限 点 , 即 这 样 的 点 zx。; 其 任 一 邻 域 1 = 
(zo 一 eszot+e) 与 K 之 交 I 人 NK 中 均 有 此 序列 中 的 点 . 另 一 是 列 紧 性 :我 们 说 空间 K 是 列 紧 的 
即 指 K 中 之 任 一 序列 1 zx, 1 CK 必 有 一 个 收 伍 子 序列 ,其 极限 zoE 开 ,这 里 我 们 有 . 

定理 6 变 克 CR, 基 中 之 开 , 闭 集 即 指 民 中 豚 -一 个 开 , 闭 灶 与 K 之 交 , 这 时 以 下 三 个 全 是 和 


价 . 
(0 天 为 紧 ， 
(iD) KK 县 有 萄 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 查 赣 侯 质 ， 
(ii) KK 具有 列 紧 性 . 


这 个 定理 的 证 明 并 不 太 难 ,而 主要 涉及 一 些 靶 术 性 的 细节 ,所 以 我 们 路 去 它 . 但 重要 的 是 要 
指出 紧 与 列 紧 、 与 瑶 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 查 诺 性 质 是 不 相同 的 概念 .只 不 过 对 R 的 子 集 K 三 者 一 
致 ,而 在 更 广泛 的 情况 下 就 不 一 定 一 致 了 . 若 K = [ea ,5], 则 (i) 与 ( 诈 ) 都 是 微 积分 教程 中 常见 的 
(但 是 重要 的 ) 结 果 . 正 因为 如 此 ,有 些 读者 会 不 注意 把 它们 区 别 开 来 . 

微 积 分 教 本 中 通常 都 要 讲 到 闭 区 间 [a ,5] 上 的 连续 函数 的 一 些 基本 性 质 .我 们 已 经 知道 [4 ,6] 
是 及 的 一 个 紧 集 ,而 通常 微 积分 救 本 中 通常 回避 使 用 这 个 词 ,我 们 则 坚持 使 用 紧 集 这 个 词 ,除非 
是 必须 用 到 [ a ,5] 作 为 一 个 区 间 才 有 的 性 质 时 ,说 明 我 们 讨论 的 是 区 间 . 例如 下 面 的 {ii)、 其 目 
的 是 向 读者 "灌输 " 紧 性 之 重要 . 我 们 将 要 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 7 设 KCR 是 一 个 紧 集 ,f(z) 是 K 士 的 壬 续 函 数 , 则 有 

人) F(z) 在 K 上 有 界 ,而 且 必 能 达到 其 上 ,下 确 界 使 之 成 为 最 大 、 最 小 值 . 

(i) 所 xz) 必 在 K 上 一 致 连续 

(i) 车 KK=[a,8], 则 fz) 可 以 取 到 其 最 大 、 最 小 值 之 间 的 一 妇 信 . 

证 在 证 明之 前 , 先 对 定理 作 一 些 解 释 . 我 们 上 面 特别 提醒 , 紧 集 K 不 一 定 是 一 个 区 间 , 但 
讲 函 数 A(z) 在 一 点 z。 连续 时 ,zx。 总 是 取 为 菜 一 开 区 间 的 内 点 .现在 所 谓 ffz) 在 zoE KK 连续 ， 
是 指 在 lim f(z)= A(zo) 中 = 必须 在 K 内 欧 向 z. 这 在 通常 的 微 积分 教 本 中 本 已 见 过 ,例如 说 


f(z) 在 [a,5] 的 左 端 z,= a 处 连续 ,就 要 求 x 从 a 点 右 方 ( 即 [a,5] 内 部 ) 欧 向 a 点 ,并 称 为 右 
连续 ,其 实 就 是 A( zx) 相对 [a ,6] 的 连续 性 的 意思 .其 至 还 可 以 是 孤立 点 (有 限 多 个 点 所 成 的 
集合 一 定 是 紧 的 )x。 ,这 时 lim f(z)= f(x。o) 中 zx。 只 能 解释 为 z= zi, 所 以 Kz) 只 要 在 zo 


处 有 定义 就 是 F(z) 在 zx。 连续 . 〈 同 理 , lim f(z)= A 就 可 能 没有 意义 了 ,因为 这 里 既 要 求 cE 
下 ,又 要 求 * 天 zxo, 二 者 可 能 矛盾 . ) 与 此 类 似 . 当 我 们 说 到 KK 的 开 覆 六 | 如 1 时 ,所 谓 UU 是 开 集 ， 
是 指 是 R 中 一 个 开 集 ( 它 是 若干 个 开 区 间 之 并 ) 这 与 K 之 交 : 凯 ， = 也 门 K. 甚 至 为 简单 起 
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见 我 们 就 说 UU, 是 (ae ,8), 这 种 问题 在 本 书 中 已 提 到 过 好 几 次 , 在 第 三 节 讲 到 拓扑 空间 的 子 空间 
时 我 们 再 系统 地 说 明 . 下 面 开始 证 明 . 
(i) 因为 六 z) 是 连续 的 , 故 对 任 一 点 zo。€ 攻 , 对 某 个 固定 的 eo 必 有 58>0 存在 使 在 Us = 


(zo 一 6,zxo +) 内 (准确 些 说 是 在 U, = (x。- ,xo+6) 由 K 内 ), 有 

fxo) -eo fr) CF ro) + eo. (4) 
于 是 1U. (参数 4 现在 就是 zs ,A 就 是 长) 成 为 的 一 个 开 覆 盖 . 而 因 K 为 紧 , 可 以 找到 一 个 
有 限 子 覆 盖 |U,} ;i=1,2,…,&. 在 U, 中 ， 


m=f(z) -eo < f(r)< fr)+teo=M, i=1,2,.,k. (5) 
令 M= max M,,m= min m,, 则 知 在 KK 上 
1 1 
mr)EM. 


因此 f(z) 有 界 . 
既 有 界 必 有 上 下 确 界 , 令 z 为 其 上 确 界 ,我 们 用 反 证 法 证 明 一 定 有 一 点 x €K 使 F(x" )= 


2- 如 果 这 样 的 x ' 不 存在 , 则 在 K 上 必 有 gp- f(z)>0. 令 ylz) = 二 Ray 区 gtz) 在 K 上 


连续 ,而 如 上 所 证 ,p(z) 在 天 上 必 有 上 界 4, 一 所 2 也 4- 因 此 A(z)<p- 寺 < 在 K 上 成 
立 ,因此 z 不 是 上 确 界 .命题 得 证 . 

我 们 要 看 一 下 紧 性 在 这 个 证 明 中 起 的 作用 .关键 在 于 (4) 式 本 来 对 一 切 Ux) 成 立 ,所 以 在 
任 一 Us 中 有 m(zo) 志 f(x)<M(zo). 但 只 要 有 无 穷 多 个 x 点 ,就 有 可 能 有 无 穷 多 个 不 同 的 
M( ze) ,由 其 中 不 一 定 能 找 出 一 个 最 大 的 (有 时 为 方便 起 见 我 们 也 说 其 最 大 是 + 吕 ), 紧 性 则 把 
无 穷 多 个 (4) 归 结 为 有 限 多 个 (3) ,而 由 有 限 多 个 M, 中 自然 有 最 大 的 M( 而 自然 是 指 有 限 的 实 
数 ) 存 在 .所 以 紧 性 的 作用 在 于 能 把 无 穷 多 个 对 象 归结 为 有 限 多 个 对 象 . 人 们 常 说 , 紧 集 是 “最 接 
近 于 有 限 集 "的 无 穷 集合 就 是 这 个 意思 . 

上 面 说 有 时 为 方便 起 见 常 说 无 上 界 的 函数 就 是 以 + ce 为 上 界 的 函数 ,而且 这 时 上 确 界 就 是 
+ oo. 接 阿 基 米 德 公理 ,不 可 能 有 -个 实效 是 无 穷 大 ,所 以 这 只 是 一 个 方便 的 说 法 ,但 我 们 时 党 
要 用 这 种 说 法 ,本 节 之 末 我 们 再 稍 作 解释 . 

(iD 对 任意 6>0, 对 KK 中 每 一 点 z* 必 有 8 (e,zx' ) 存 在 ,使 当 zEtz -8 rz +) 站 
时 ， 


17(z)- f(z")1<5#. 


在 些 区间 中 任 取 两 点 工 , 工 则 有 
[f(z)— fz) NEI Az) -fr JET -ARz <e. {6) 
把 区 间 (x' 一 6* ，z + 人 ) 缩 小 一 半 , 并 记 


U, = 人 - 生 r + 二)jnK， I"EK, 
则 | UU, 1 仍 是 K 的 开 覆 放 , 所 以 可 以 从 其 中 选 出 有 限 多 个 : 
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二 和 
U,= {x -2 + 本 


7 jnx, i 三 1 ,2,… ,由 ， 


仍 是 K 的 开 覆 盖 . 取 


6 
$7 in 7>0. 


并 县 证 明 ,K 中 任意 两 点 z, 工 ,只 要 |z 一 z1<6, 则 这 两 点 一 定位 于 同一 个 (xz, -~ fm + 也 ) 中 ， 
事实 上 ,既然 |U,| 是 K 的 覆盖 , 则 z 必 在 某 一 个 U. 中 ,不 妨 设 在 U, 中 . 因此 


= 6 
上 -1< ss 了 < 人 hi， 


z 和 了 同 在 (x, -81 ,zy t+) 中 ,而 由 (6) 式 
[FOCx) -FEE FT) fOr) + (7) f(r) | <e. 

所 以 Fr) 在 上 一 致 连续 . 

{iii) 的 证 明 全 不 相同 . 它 实际 上 与 紧 性 无 关 , 但 我 们 还 是 先 利用 紧 性 来 证 明 它 .首先 我 们 已 
知 fx) 必 在 两 点 达到 最 大 值 M 与 最 小 值 ;f(a) = M,f(8)= m. 我 们 不 访 设 a<8, 并 且 用 
[e481] 代替 [a,b]. 我 们 要 证 对 任 一 pp,M> p>>m, 人 在 [a,5] 中 有 一 点 c 使 F(c)= .为 此 ,用 
9(z5)=f(z) 一 pp 代替 f(z), 则 有 g(a)>0,gp(8)<0, 因 此 我 们 把 待 证 明 的 命题 改 为 :车 f( 之 ) 
在 [a,5j] 的 两 个 端点 异 号 , 则 一 定 存在 一 点 cE [ce,5], 使 /(c)=0. 我 们 仍 用 反 证 法 , 设 这 样 的 
“不 存在 . 任 取 一 点 x E[4,b], 必 有 f(x" ) 关 0. 因为 f(x) 是 连续 的 , 故 当 3 充分 小 时 ,f(z) 
在 Up=(z2 -6,z +6) 中 与 f(x") 符号 相同 .| U, | ,xz" ELa,6b] 和 构成 [a,6] 的 一 个 开 枚 
盖 , 于 是 它 有 一 个 有 限 的 子 粮 盖 U, , U,,… , U, . 我 们 不 妨 将 它 从 左 到 右 排列 ,而 且 假 设 它们 都 
是 开 区 间 , 这 样 a€ U, ,5E U, 而 且 相 邻 的 两 个 U, 必定 相交 : U, 站 U, = 工 是 一 个 开 区 间 . 在 
每 个 U, 上 , Ax) 都 是 不 变 号 的 ,于 是 在 U, 中 f(x) 与 f(a) 同 号 ,在 六 中 取 一 点 zz, 则 zs,E UU， 
从 而 f(z;) 与 f(a) 同 号 .但 是 在 U, 中 f(x) 也 是 不 变 号 的 ,而 且 x, U2, 所 以 在 U, 中 f(x) 
也 与 f(a) 辣 号 . 仿 此 ,在 所 有 的 UU,,… ,Us 中 f(z) 均 与 f(a) 同 号 . 从 而 1(5) 与 fta) 同 号 ,而 
这 与 假设 矛盾 , 放 命 题 得 证 . 

这 个 命题 与 前 两 个 有 何不 同 ? 我 们 仔细 分 析 一 下 . 

首先 , 它 利用 了 紧 性 ,这 样 我 们 只 要 推理 有 限 步 即 可 得 到 结论 .这 与 前 面 说 的 紧 集 是 最 接近 
有 有 限 集 的 无 限 集合 是 一 臻 的 .其 次 证 明 中 利用 F(z) 连 续 而 且 f(x* ) 汉 0, 因此 ,只 要 3 充分 小 ， 
f(x) 在 U,* 中 不 变 号 . 造成 矛盾 的 不 只 是 F(z) 不 变 号 ,更 重要 的 是 , U,,… ,UU 两 两 相连 ,有 
公共 点 zt& U,_1 人 站 U, ,这 样 才 会 造成 孚 盾 . 车 不 是 讨论 [a ,6], 而 是 一 般 的 ,这 种 两 两 相连 就 
可 能 不 出 现 ,例如 设 K=[0,1]U[2,3], 它 是 一 个 紧 集 ,于 是 由 1 U.' 1 中 可 以 找到 有 限 子 覆盖 
,很 可 能 U,U U,UU, 覆盖 了 [0,1], U,U…U U 覆盖 了 [2.3] ,而 Us 与 U, 可 能 
不 相交 .所 以 我 们 利用 了 [a ,5] 的 另 一 个 重要 特性 一 连通 性 连通 性 与 完备 性 、 紧 性 一 样 是 
非常 重要 的 性 质 .许多 重 槛 的 数学 结果 (例如 这 个 命题 ) 来 自 连 通 性 . 因 篇 幅 的 原因 ,我 们 这 里 不 
再 多 说 , $ 3 将 专门 讨论 有 关连 通 性 问题 . 
总 之 关于 实数 系 下 .我 们 现在 知道 了 它 是 一 个 有 序 的 域 , 它 满足 阿 基 米 德 公理 ,而 且 它 具 有 
完备 性 ,局 部 紧 性 与 连通 性 . 
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最 后 我 们 讲 一 下 关于 + 0 的 问题 . 阿 基 米 德 公理 已 经 告诉 我 们 ,它们 不 是 实数 ,但 是 为 方便 
起 见 , 有 时 我 们 还 是 把 它们 “ 当 数 看 待 ”, 并 作 如 下 规定 : 
(+eo)+( 土 co)= t+; 
@+( 寺 ce)= 士 oo 
a'(+%)=+% 车 a>0; 
at+tee)=Tee 车 a<0; 
(t+)(tm)=+%,(to) (Fm)= -m0; 
(toc)- (+ 上 oo) 无 定义 ,0 二 co) 有 的 书 上 说 是 无 定义 .有 的 书 上 则 规定 0.(+o)=0. 
引进 上 co ,并 且 得 到 所 谓 "扩充 的 实数 系 " ,纯粹 只 是 为 了 讲话 方便 ,例如 上 无 界 集 就 说 是 以 
+ co 为 上 界 , 它 的 上 确 界 也 是 + eo. 这 种 语言 在 涉及 集合 ,测度 ,积分 时 用 得 多 一 些 . 本 书 偶尔 也 
会 用 一 点 ， 
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1. 度量 空间 的 基本 性 质 上 一 节 中 我 们 详尽 地 讨论 了 实数 理论 ,其 目的 不 只 在 于 给 微 积分 
理论 中 的 一 些 基 本 定理 以 严格 的 证 明 .更 重要 的 是 ,建立 实数 理论 的 途径 为 数学 中 许多 其 它 问 题 
提供 了 一 个 框架 . 如 果 我 们 认为 RK" 的 线性 结构 已 经 很 清楚 (这 是 线性 代数 的 任务 ) ,在 R* 上 的 
极限 理论 也 很 清楚 , 则 我 们 看 到 , 微 积分 理论 的 这 一 个 框架 实际 上 包含 了 两 种 成 分 :一 是 它 有 线 
性 空间 结构 ,二 是 它 有 拓扑 结构 一 一 在 下 一 节 明 确定 义 什么 是 拓扑 结构 以 前 ,我们 就 把 它 理解 为 
有 关 极 限 的 理论 好 了 .而 且 这 个 拓扑 结构 是 以 两 点 之 问 的 距离 为 基础 的 .但 是 ,数学 对 象 中 具有 
这 商 种 成 分 的 可 以 说 比比 丝 蚌 .所 以 ,对 R" 作 了 详细 讨论 以 后 就 可 以 仿照 它 来 讨论 一 大 类 具有 
这 两 种 结构 的 对 象 .这 样 一 方面 使 我 们 进 人 了 许 许多 多 新 的 数学 领域 , 另 一 方面 又 可 以 加 深 对 微 
积分 的 理解 . 

首先 ,我 们 讨论 以 距离 为 基础 的 拓扑 结构 . 我 们 总 是 要 讨论 某 一 个 集 含 X, 什 么 是 距离 呢 ? 
就 是 

定义 ] 车 对 X 中 任 泪 个 元 均 存在 一个 非 负 实 数 p( zy) 县 有 以 下 才 质 ,X 就 称 六- 
个 度量 空间 ,而 p(r,y) 就 称 为 >,y 两 点 的 距离 ， 

人 pz,y)EE0,ofzy)=0 当 且 仅 当 T=y 时 ; 

(ii plz,y)= py, rr); 

(ii) (三 角形 不 等 式 )o(z,z) 生 pe(z,y)+p(y,z). 

和 的 子 集 XCX 中 自然 也 同 有 了 以 上 的 距离 , 旦 有 同样 的 性 质 .所 以 X 也 是 一 个 度量 空 
间 , 称 为 X 的 子 空间 . 以 下 我 们 都 采取 这 样 的 用 语 : 当 我 们 说 到 一 个 空间 时 ,时常 不 只 指 一 个 集 
合 , 而 且 是 具有 某 种 结构 的 集合 ,所 谓 子 空间 也 不 只 是 一 个 子 集合 ,而 是 具有 同 -一 种 结构 (由 原 集 
合 带 来 的 结构 ) 的 子 集合 . 例如 连续 函数 集合 是 可 积 函 数 集 合 的 子 集合 ,但 当 它们 带 有 不 同 定义 
的 距离 时 ,就 不 能 说 前 者 是 后 者 的 子 空间 . 

R" 中 的 距离 是 由 一 点 到 原点 的 距离 决定 的 .这 就 是 初等 几何 中 的 平行 四 边 形 法 列 一 对 角 
线 向 量 等 于 终点 向 量 减 去 起 点 向 量 所 决定 的 向 量 之 长 度 .在 这 里 R" 的 线性 结构 起 了 作用 :只 有 
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在 有 了 线性 结构 时 才能 谈 到 向 量 、 向 量 之 差 、 原 点 等 等 . 对 于 一 般 具有 线性 结构 的 空间 六 也 是 
一 样 . 

定义 2 设 X 是 一 线性 空间 ,而 对 其 每 一 点 x 都 有 一 个 非 负 贮 数 | = | 适合 以 下 条 件 , 则 
1 = 上 称 为 x 的 范 数 ,而 X 称 为 赋 范 线性 空间 . 

|x| 实 0, 1 z|=0 当 且 xz=0 时 ; 

Ci) az 上 =1a41 xz 中 ,4 为 X 之 系数 域 中 之 元 ; 

(ii) (去 彰 形 不 等 式 ): 1 zt+y1 委 二 zi +1yil- 

定理 1 赋 范 线性 空间 六 在 定义 p(z,y)= 1 xz 一 y 上 后 成 一 度量 空间 . 

证 明 很 容易 ,所 以 略 去 . 

我 们 在 前 几 章 已 多 次 见 到 过 度量 空间 和 赋 范 线性 空间 之 例 . 最 简单 的 当然 是 R"， 但 即 令 如 
此 简单 的 空间 ,也 还 有 一 点 话 可 讲 . R" 中 两 点 ,地 = (zi ) 和 >y= (y,,…,y,) 的 距离 上 一 vy 
有 多 种 方式 定义 . 当然 最 常见 的 是 欧 几 里 得 距离 : 


-yl = [3 -yy7] (1) 
此 外 还 有 例如 
1z-yl= Dil 
Nz-yl; soplz; yl 


等 等 ,但 是 不 论 怎么 定义 向 量 之 范 数 ,这 些 定义 都 是 等 价 的 . 等 价 的 意义 解释 如 下 :如 果 以 某 种 
方式 定义 了 范 数 2(z) ,我 们 又 规定 | , | 。 表示 (1) 所 定义 的 范 数 , 则 
plz)= zeply), y=zr/|xls. (2) 
Eg 了 0 时 p( 之 )->0, 由 三 角形 不 等 式 易 见 
12(z) -p(xr)lEp(r— zo), 
因此 当 上 zr- zolsw0 时 ,p(x)p(zo), 所 以 不 论 如 何 定义 x 之 范 数 , 这 个 范 数 一 定 是 x 在 
欧 几 里 得 度量 意义 下 的 连续 函数 .现在 来 看 (2) ,显然 ys =1, 所 以 y 位 于 R" 在 欧 几 里 得 意 
义 下 的 单位 球面 S$" 上 (这 里 上 标 n ~1 表示 球面 的 维 数 ,而 不 是 xz. 的 维 数 : 
SS” :rit z=1. 
这 个 记号 在 整个 数学 中 是 通用 的 .) 而 p(y) 是 S"-! 上 的 连续 函数 ， 3 是 一 个 紧 集 ,读者 在 上 一 
节 中 已 经 熟知 了 R 的 有 界 闭 区 间 是 紧 的 ,单位 圆周 在 极 坐标 中 就 是 闭 区 间 [0,2x] ,自然 也 是 紧 
的 .n 1 维 单位 妹 而 在 广义 球 坐 标 中 是 [0,2x] x …x [0,2x] x[0,z] ,也 容易 看 到 是 紧 的 ,而 连 
续 函 歼 在 紧 集 上 一 定 会 达到 最 大 秆 M 和 最 小 值 n: 
mep(y)EM, yES™!. 
更 一 定 不 会 是 0 ,因为 p(y) 必 在 菜 一 点 达到 它 :p(y。) =0, 而 由 范 数 定义 又 有 加 =0, 但 是 5"! 
上 是 不 会 有 0 的 . 代入 (2) 即 知 ,不 论 plc) 是 什么 样 的 范 数 , 必 有 
mlzle<p(z Mzrle, m>0. (3) 


故 当 上 之 


当然 由 此 也 就 有 
p(x lz eSAp(z),0<A<A. 
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两 个 范 数 如 果 适 合 这 样 的 不 等 式 就 说 是 等 价 的 .所 以 ,R* 上 一 切 范 数 都 是 等 价 的 .但 是 ,我 们 下 
面具 讨论 欧 几 里 得 范 数 | z | * ,因为 只 有 利用 它 ,才能 最 方便 地 把 种 种 几何 性 质 赋 给 R" .所 以 
以 后 凡 说 到 R" 中 的 范 数 , 若 无 特 别 申明 ,总 是 指 的 这 个 范 数 ,而 外 * | 的 下 标 E 以 及 诸如 “ 欧 
几 里 得 意义 下 的 "等 限制 语 ,如 无 特殊 需要 都 一 律 不 用 . 

既然 讲 了 了 R" .读者 会 问 到 C”". 应 该 指出 ,C 可 以 分 成 实 、 虚 部 ,而 由 两 个 及 合成 . 这 当然 内 
是 一 个 形式 的 处 理 方法 ,而 没有 涉及 更 深层 的 问题 . 但 因 本 书 范 围 不 许可 我 们 进 人 这 个 领域 ,所 
以 本 书 一 直 是 采 娶 这 个 形式 的 处 理 法 ,以 下 也 是 一 样 . 

次 于 R" ,我 们 还 见 到 了 许多 两 数 空间 . 首先 是 某 有 界 闭 区 间 [a ,5] 上 的 连续 函数 空间 . 现 
在 应 该 考虑 紧 空 间 K 上 的 连续 函数 之 空间 C( 天 ) ,而 不 限于 K 为 [ea ,5]CR- 证 明 是 完全 一 样 
的 ,C(K ) 是 线性 空间 是 自明 的 , 它 也 是 赋 范 的 ,因为 对 任 一 FE C(K), 可 以 证 明 

人 =sup| fz)| 
就 是 一 个 范 数 . 首先 , 它 是 有 意义 的 ,因为 定义 在 一 个 紧 集 上 的 连续 函数 一 定 有 界 而 且 一 定 可 以 
达 汪 最 大 最 小 值 ( 所 以 (3) 式 也 可 以 写 为 ‖ 入 | 一 max|/(z)1) 定 理 8 之 (iD 当天 =[a,5 时 给 出 
了 证 明 . 但 实际 上 这 个 证 明 对 任意 紧 集 K 适用 ,因为 它 只 用 了 [a,&6] 可 以 用 有 限 多 个 小 区 间 要 
盖 这 一 事实 . 对 于 一 般 的 KK ,只 要 把 小 区 间 改 成 适当 的 邻 域 ,再 用 紧 性 定义 即 可 . 下 画 好 几 个 性 
质 我 们 也 会 不 加 证 明 地 用 于 KK, 理 由 同 此 . 不 过 下 面 我 们 还 是 会 详细 证 明 的 . 范 数 的 三 个 性 质 
中 ( ,( 让 是 自明 的 , (过) 则 很 容易 ,因为 
[fir)tg(z) el f(z) tlg(z)|, YrEK, 
先 在 右 方 取 最 大 条 ,对 于 一 切 zE kK 
{f(x) + g(x) syp( f(z)1 + lg(z)l) 
sup| f(r)| + sypl g(x)| = 站 + sl. 


左 方 再 取 一 次 最 大 值 , 即 有 
lftgl<lfl+lel. 
但 是 ,我 们 不 能 先 在 左 方 取 最 大 值 ,也 不 能 左 、 有 方 同时 取 最 大 值 ,因为 这 样 做 ,所 关系 无 法 保持 
其 次 村 看 可 积 函 数 空 间 LT),1<p< + co ,这 时 我 们 可 以 定义 FE L? 之 范 数 为 


tte =(], aear) (4) 


这 里 了 既 可 以 是 有 限 区 间 [a,8], 也 可 以 是 无 限 区 间 以 至 于 整个 R, 这 都 与 L*( 了 1) 是否 为 紧 无 
关 . 所 以 下 面 记 为 L?. 

范 数 的 三 个 要 求 (i) 至 ( 语 ) 中 ,( 膏 ) 就 成 了 闵可夫 斯 基 不 等 式 

lft+glwe lfl .+lsl,. 

值得 注意 的 是 (i): 若 上 /1 =0, 我 们 只 能 得 到 (zz) 几乎 处 处 为 0, 在 第 四 意 中 我 们 强调 指出 
过 ,在 勒 贝 格 积分 理论 中 ,几乎 处 处 为 0 的 函数 就 可 以 忽略 不 计 ,现在 我 们 再 强调 一 次 说 ,-- 个 勤 
贝 格 可 积 画 数 其 实 是 指 一 个 等 价 类 : 若 /,gE1’, 而 且 f(x)-g(x)=0 几乎 处 处 成 立 ,就 说 
/一 8 是 互相 等 价 的 .每 一 个 等 价 类 就 算 一 个 可 积 画 数 .特别 是 F(z) = 0( 处 处 为 0) 所 在 的 等 价 
类 , 即 一 切 几乎 处 处 为 0 的 勒 贝 格 可 积 函 数 之 类 , 亦 即 零 类 , 即 是 L? 中 的 零 元 . 

万 注意 工 ” ,其 中 的 范 数 是 
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| fll = =ess sup| f(z)1. 

这 与 C( 下 ) 中 的 范 数 是 “一样 "的 ,所 以 对 于 紧 集 KK,C*(K) 导 L*(K),，C”(K) 有 许多 重要 性 
质 在 L“ 中 也 都 成 立 , 但 是 终究 它们 是 不 相间 的 空间 . 

L" 空间 中 LL* 最 为 重要 . 它 属于 这 样 一 种 赋 范 空间 , 即 其 范 数 是 由 内 积 产 生 的 , 即 是 说 ,对 
于 这 个 空间 的 任意 两 个 元 f.g ,一定 有 一 个 实 ( 复 ) 数 (f,g),((f,g)) 与 之 对 应 ,《f,g) (或 
(f,g)) 分 别 有 以 下 的 性 质 : 

定义 3 设 厅 为 二 实 的 (或 是 复 的 ) 线 性 室 间 , 若 对 任意 /,g& 日 可 以 定义 一 个 实数 (或 复 
数 )《f,g)( 或 (f,g)) 而 具有 以 下 性 质 : 

(人 ft fg = fi 8g? +t (fg8), (f+ fg)= (fg) + (fg)s 

(fsB1t g2) = (fg) + fg)d(f ,gt gs)=(f,g) +(f, 8); 
CG) (Xf ,8) =4(f,8) ,ER 或 (Af, 8) = A, 8) AEC; 
(fAg)= 4 8》 ER, 或 (f ,a8)=7(f,8) .AEC; 

(ii) (fg8)= (gf) ,或 (f .8g) = (8, 7); 

《iv) 《4f,/)2>0,《f, 用 =0, 当 县 瓜 当 f=0; 或 (f ,放送 0,(F, 了 有 )=0 当 且 仅 当 /=0. 
则 (f,g)( 或 (了 ,g)) 称 为 内 积 .H 称 为 实 (或 复 ) 内 积 空间 . 

实 的 内 积 又 称 为 欧 几 里 得 内 积 或 欧 几 里 得 配对 ; 复 的 内 积 又 称 为 埃 尔 米 特 内 积 或 埃 尔 米 特 
配对 . 具有 这 些 性 质 的 内 积 ( 即 配对 ) , 按 以 下 方式 在 这 个 空间 中 定义 范 数 

1 =[CAD] 或 1 #4 = [G4,) 坟 . 5) 

由 性 质 (iv) 知 道 这 样 定义 的 是 有 意义 的 , 它 是 一 个 非 负 实数 ,而 且 适 合 范 数 所 应 具有 的 性 
质 , 即 定义 1 中 的 (一 (ii .0 一 (区 容易 证 明 ,关键 是 要 证 明 三 角形 不 等 式 (iii) ,为 此 先 要 证 明 
关于 内 积 的 一 个 重要 不 等 式 . 

对 于 实 内 积 空 间 , 令 4 为 任意 实数 ,我 们 来 考虑 内 积 (f+ hg,f+ pg), 由 (iv) 它 是 非 负 的 . 另 
一 方面 


OS f+agl’ =(f,f)+24(f,g) + a’(g,g) 
= Fl? +2aCF,e) + el’. 
式 右 是 4 的 二 次 三 项 式 , 它 恒 非 负 这 一 事实 等 价 于 其 判别 式 恒 非 正 , 即 有 
lf SI FH gl. (6) 
(6) 式 称 为 旅 五 世 不 等 式 . 
对 复 内 积 空间 ,证明 比较 曲折 .首先 设 (J.g) 天 0, 它 可 写 为 ( 1, eg) = 1(f,g)]e* 而 8 有 定义 。 
令 4= te”,t 为 实数 ,并 考 康 内 积 (了 +Xg ,f+ ag), 它 也 是 恒 非 负 的 . 化 简 后 有 
“ OS lf+igl’ = Pratf,g) +a CF e+ lal (g,g) 
= LA?+2r(f.g) | +algl?. 
这 是 一 个 + 的 值 非 负 的 二 次 三 项 式 且 : 为 实数 ,于 是 又 有 
lf,a th ie ， (6,) 
其 次 看 (7,g) =0 的 情况 ,这 时 上 式 自然 成 立 . (6, ) 式 也 称 为 施 瓦 欧 不 等 式 . 
有 了 这 个 重要 的 不 等 式 就 可 以 证 明 由 (5) 式 定义 的 范 数 适合 三 角形 不 等 式 了 . 下面 我 们 只 看 
复 内 积 空间 ,因为 实 内 积 空 间 中 证 明 更 容易 . 
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f+rgl*=(f+g,f+g)=(f,f)+2Re(f,g)+(g,g) 
lr2l(,se 二 直人 
<(| Fi+igl). 
内 积 空 间 是 最 重要 的 赋 范 线性 空间 . 它 是 R" 的 直接 推广 , 实际 上 R”" 也 是 内 积 空间 (但 这 
时 一 定 要 对 R" 赋 以 欧 几 里 得 范 数 上 x* 上 = |z,| 才 行 ) ,因为 对 于 x,y€ R" 我 们 可 定义 内 
积 为 


(r= ay 
(1) ,C1CR") 也 是 内 积 空间 ,其 中 的 内 积 当 我 们 限于 考虑 实 值 画 数 时 为 
《Fe)= | rops(z)dr. 
在 考虑 复 值 函 数 时 则 为 
(p80)= | RYdr. 


这 个 空间 有 许多 重要 性 质 在 第 四 章 中 介绍 过 . 我 们 现在 要 提醒 , 其 完备 性 应 特别 注意 . 如果 在 
内 积 空间 中 再 引入 完备 性 ,将 得 到 所 谓 希 尔 值 特 空间 . 它 是 数学 物理 中 应 用 最 为 广泛 的 空间 ,而 
蕊 (站 ) 就 是 它 的 典型 (这 句 话 的 意思 也 将 在 以 后 明确 ) . 

以 室 亲 为 基础 的 索 伯 列 夫 空 间 本 (1) = 1 f(z);D'f(z)EL?, 当 |a| 才 有 时 | 也 是 非常 
重要 的 内 积 空间 .这 里 的 Df(x) 是 指 A(z) 之 阶 数 为 |a| 的 广义 函数 意义 下 的 导数 .这 个 空间 中 
的 内 积 及 范 数 可 以 定义 如 下 : 


Ce 六 DeF(z)D(zJdz， 
1 1al=0 


InP= | 3 DamPdr， 


第 四 章 中 证 明了 ,HY (1) 在 这 个 范 数 下 也 是 完备 的 . 它 也 是 希 尔 伯 特 空间 . 
本 书 中 除了 种 种 函数 空间 外 还 介绍 了 一 些 数 列 空间 .例如 在 伟 里 叶 级 数 一 节 中 就 指出 , 当 
玉 7)E IL'([0,2x]) 时 ,我 们 可 以 用 它 的 体 里 叶 系 数 |1C, | 来 刻画 f( x) ,这 时 


2 
c.- 去 上 | fer)e dr, n=0,41,t2,. 


那里 我 们 指出 ,这 个 数列 空间 很 难于 刻 黄 ,而 这 正 表 现 了 傅 里 时 级 数理 论 的 重大 困难 .但 不 论 如 
何 , 我 们 知道 了 ,数列 是 描述 物理 现象 的 重要 手段 ,因此 它们 也 是 重要 的 研究 对 象 . 最 常见 到 的 数 
列 空间 是 1,1 坊 p 扩 + % ,它们 是 与 ?空间 相应 的 . 当 p< + co 时 


Peter le lr<+ol, 
其 中 64,…,c,… 是 复数 .< 的 范 数 定义 为 加 
Meh-(5 ee)”. 
它 所 应 满足 的 三 角形 不 等 式 就 是 著 各 的 闵可夫 斯 基 不 等 起 ,对 于 (CE 和 二 
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(disd,,…)EL 有 
leraleelelet ele- 


当 p=+% 时 ,1?*=/" 就 规定 是 有 界 数列 空间 : 


1 =ie= (em, ), sople, | 区 二 co 
在 其 中 我 们 也 可 以 定义 范 数 为 
1 el, = suple,i. 
忆 是 特别 重要 的 ,因为 它 是 内 积 室 间 . 对 c,d ,我 们 定义 其 内 积 如 下 ; 当 c,d 是 实数 列 时 
(c,d)= 5 Cd, 
当 c,d 为 复数 列 时 ， 上 
(c,d)= Bea 


这 些 级 数 的 收 化 性 都 可 以 由 c,d E41, 以 及 
bp cs | De, a,,,| 


<(D let) Da) 

得 到 . 上 面 的 不 等 式 就 是 关于 数列 的 施 也 获 不 等 式 应 用 于 级 数 了 ,也 的 一 段 . 

J 和 工 ? 一 样 ,都 具有 完备 性 ,因此 都 是 希 尔 伯 特 空间 . 

2. 度量 空间 的 拓 扩 性 质 “以 上 我 们 列举 了 一 些 在 本 书 中 介绍 到 而 且 在 数学 中 很 有 用 的 赋 
范 线性 空间 .但 是 我 们 完全 没有 涉及 有 关 和 极限, 连续 性 等 拓扑 问题 ,而 只 讨论 了 这 些 空间 的 线性 
结构 .现在 要 进一步 讨论 拓扑 问题 时 ,我们 又 必须 以 R 中 建立 拓 四 结构 的 方法 为 模式 . 在 R 中 
研究 连续 性 时 ,两 点 的 距离 起 了 重要 作用 ,例如 讨论 由 (< ,5)CR 到 上 R 中 的 连续 里 射 F(z) ,如 果 
了 映 T6E (a,5) 到 f(x。)ER. 这 一 段 话 ,在 现代 数学 中 时 常 以 很 简单 的 公式 表示 为 ; 

fi(a .BICR>R,ro > f(x0). 
fz) 在 zo 点 连续 的 定义 是 :对 任 一 e>0 必 有 8(e) >0 存在 ,而 当 
lz- zol <8HNH|f/{(z) -f(z)|<e. 

这 里 用 的 是 + 与 r 在 = 给 ( 它 是 R, 常 记 为 尿 .) 上 的 距离 ,以 及 (x) 与 (zo) 在 y 轴 ( 男 一 个 
R, 常 记 为 及,) 上 的 距离 ,把 这 些 概念 推广 到 一 般 的 度量 空间 上 去 是 很 容易 的 事 .但 为 此 ,我 们 要 
介绍 一 些 名 词 或 概念 :我们 把 度量 空间 X 中 的 以 x 为 心 ,r 为 半径 的 开 球 |zE Xio(zva)<el， 
记 为 B.(z0) :半球 |z EE Xip(zyzojsel 记 为 B.{x,). 这 里 开 与 闭 的 说 法 ， 尼 及 用 上 加 一 个 小 
加 图表 示 “ 开 "” ,都 将 与 以 后 的 定义 一 致 , 但 在 目前 过 未 讨论 开 . 闭 之 一 般 概 念 前 ,它们 就 只 是 一 些 
名 词 与 记号 ,我 们 暂时 不 必 讨论 它们 的 意义 . 

定义 4 车 克 为- 谍 量 空间 (其 度 时 为 n(z,y)), [为 X 之 子 入 ,车 对 一 急 x E 局 , 地 有 
i 才 一 个 邻 撕 记 (zo) 也 会 于 口中 , 则 称 吕 为 X 的 一 个 开 ( 半 ) 集 ， 

车 UCX, 而 UU 在 X 中 的 余 集 Ur" 为 开 焦 , 则 称 U 为 X 的 一 个 闭 子 集 . 
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按照 这 样 的 定义 , 开 球 确实 是 开 集 .事实 上 ,车 zlE B, (zu), 则 p(x ,zo) <e. 现 在 取 < 

e 一 plzisz) , 则 对 B。 (zi) 中 任 一 点 z” ,由 三 角形 不 等 式 . 
plz xO)Eplr rtplror) Cetp(zor) <e. 

从 而 B,， (zi)CB,(zo) ,所 以 B,Czxo) 是 开 集 ,总 之 ,“ 开 于 "之 “并 "和 “ 开 集 "之 “ 开 " 是 一 回 事 ， 

用 同样 的 方法 可 以 证 明 | z EX,p(z ,zxo)> ei 也 是 开 集 , 所 以 它 的 余 集 B.(zo) 是 闭 集 . 即 
是 说 , 闭 球 确实 是 一 个 闭 集 . 定义 中 指 (zo) 是 z, 的 邻 域 (其 一 般 定义 兄 下 文 )， 其 实 所 谓 zo 
的 利 城 定义 是 包含 了 一 个 以 zo 为 心 的 开 球 的 集合 ,至 于 它 本 身 则 可 开 也 可 闭 .所 以 时 常 也 说 到 
开 令 域 与 闭 邻 域 .但 有 一 点 很 清楚 ,任意 含有 ze 的 开 集 都 是 z, 的 开 邻 域 . 

关于 开 集 与 闭 集 有 以 下 的 基本 定理 . 

定理 2 (i) 与 名 均 为 开 集 . 

(iD 任意 入 个 开 集 1 U | 之 并 【JU, 仍 为 开 集 . 

(ii) 有 限 多 个 开 集 之 交 仍 是 开 集 . 

证 (i) X 为 开 是 明显 的 . 至 于 空 集 也 是 开 集 是 可 以 证 明 的 ,但 因 涉 及 到 -些小 辑 方 面 的 问 
题解 释 起 来 要 费 一 些 功夫 ,我 们 把 它 当 作 一 个 约定 也 可 以 . 

后 着 zo& J 品 ,, 必 有 某 个 6, 使 ne 器, ,所 以 由 开 集 的 定义 知 , zx 有 一 个 邻 域 UC 


可 忆 忆 三, 所 以 LU 是 开 集 . 
7 


全 车 z6€ 门 厂 , 则 z 属于 每 个 ,从 而 有 并 球 记 (za)CU, .在 有 限 多 个 正 数 6 中， 


必 有 一 个 最 小 的 <。 仍 为 正 数 ,而 对 一 急电 (zo) CCB (zo)CCU, ,所 以 记 ,(z) 忆 月, 而 


知 门 D0, 也 是 开 集 、 


利用 开 集 之 余 集 即 为 闭 集 ,就 可 以 得 到 关于 闭 集 的 相应 基本 定理 . 

定理 3 度量 空间 X 的 闭 集 有 以 下 的 性 质 ， 

人 i) 了 与 多 均 为 闭 集 . 

Ci 任意 多 个 闲 集 1 V1 之 交 门 V, 仍 为 闭 集 . 

《ii) 有 限 多 个 闭 集 之 并 仍 为 采集 . 

证 考虑 闭 集 之 余 集 , 本 定理 即 归 结 为 定理 2. 

注 1 最 容易 引起 误会 是 全 空间 X 与 空 集 作 既是 开 集 又 是 闭 集 , 骨 非 矛盾 ? 我 们 要 间 为 什 
么 不 能 既是 此 又 是 个 ? 所谓 子 盾 ,由 何 说 起 ?实际 上 ,说 一 个 对 象 既 是 什么 又 不 是 什么 ,这 才 是 
矛盾 ，“A 是 开 集 " 与 "A4 不 是 开 集 "这 两 个 命题 是 矛盾 的 . 二 者 之 中 有 一 个 下 仪 有 一 个 成 立 . 说 
A 既是 开 集 又 是 闭 集 并 无 菠 后 . 问题 在 于 ,在 空间 X 中 这 种 既 闭 又 开 的 集 还 有 多 少 ? 这 与 空间 
的 连通 性 有 关 . 下 节 我 们 将 再 讨论 

注 2 (i),( 壕 ) 两 条 中 笋 注意 “任意 多 个 "与 “有 限 多 个 "的 区 别 .读者 自己 容易 验证 ,R 上 的 
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开 和 闭 区 间 分 别 是 开 集 与 闭 集 . 现 在 取 可 数 多 个 开 集 及 = [2 -让 ,b+ 计 ).4<6, 很 明显 它们 的 


交 闪 二 = [e ,0 是 闭 集 而 非 开 集 ， 又 看 可 数 秒 个 闭 集 尹 = [a + 二 ,6 于]5-a>0, 则 /= 


(a,5) 是 开 的 而 非 闭 的 .要 适合 <5 一 a), 以 保证 <+ 款 在 六 - 于 之 左 ， 


有 了 开 集 和 闭 集 的 概念 后 ,就 可 以 进一步 介绍 其 它 一 些 重要 的 概念 ,首先 是 邻 域 的 概念 . 

定义 5 守 间 X 中 二 点 < 的 领域 避 , 即 X 的 这 样 一 个 于 集 :不 但 ze U ,还 有 一 个 会 x 的 开 
集 V 也 含 于 口内 :VCU. 

我 们 这 里 讲 空 间 X 是 指 度量 空间 .但 是 下 一 节 我 们 还 会 介绍 另 一 类 更 广泛 的 空间 :拓扑 空 
则 ,其 中 一 点 之 邻 域 的 定义 仍然 与 上 逐 字 相同 ,所 以 我 们 就 只 讲 “空间 "而 不 特 指 度量 空间 . 下 而 
的 定理 4 一 5 ,定义 6 一 7? 也 有 类 似 情 况 ,请 读者 注意 . 

对 于 一 点 的 邻 域 厅 ,我 们 只 要 求 它 包含 一 个 开 集 Y 而 属于 人 V ,而 不 要 求 本 身 为 开 , 这 样 做 
在 讨论 一 些 数学 问题 上 会 带 来 方便 ,如 果 U 本身 也 是 开 集 或 闭 集 ,就 称 它 为 开 或 闭 邻 域 , 开 邻 域 
特别 值得 注意 . 因为 开 集 U7 是 其 中 任何 一 点 的 开 邻 域 一 一 我 们 只 需 把 定义 5 中 的 V 取 为 U 本 
身 也 可 以 看 出 来 了 .许多 书 上 讲 邻 域 总 是 指 的 开 邻 域 .而且 直接 就 说 ,一 点 z 的 邻 城 就 是 含 z 的 
任 一 开 集 ,这 样 做 在 许多 问题 上 会 带 来 方便 . 

我 们 把 一 点 x 的 所 有 邻 域 之 集合 记 作 N, , 称 为 = 点 之 邻 域 系 .N, 是 X 的 于 集 族 , 是 "集合 
的 集合 ”, 它 的 元 素 不 是 加 之 点 ,而 是 X 的 一 种 子 集 UU: U 是 z 之 邻 域 ，N. 自然 不 是 空 的 ,就 是 
说 ,每 一 点 工 都 有 邻 域 ,这 当然 是 平凡 不 足 道 的 ,因为 全 空间 X 是 任 一 点 的 邻 域 ,这 时 只 要 到 U 
= V=X 即 可 用 定义 5 来 验证 X 是 z 的 邻 域 ,关于 邻 域 的 基本 性 质 ,我 们 有 下 面 的 

定理 4 家 加 X 中 仁 一 点 的 邻 城 系 N, 有 以 下 性 质 : 

人 中 阁 思 EN,, 则 EN,; 


(说 疾 UUsEN,, 则 门 EN,; 
=1 


Ci) 车 UE N, . 则 < 必 有 一 个 名 培 辣 合 UU 是 主 中 任 一 点 的 邻 培 ( 即 = 之 任 一 和 起 必 同时 
(iv) 车 UEN,,VDU, 则 VEN, 


证 () 与 (i) 由 关于 开 集 的 定理 2 即 可 证 得 ,关于 (iii) ,只 要 取 如 为 x 部 域 的 定义 5 中 的 了 
即 可 , (iv) 是 自明 的 . 

在 许多 数学 书籍 中 常会 说 到 一 点 “附近 "如 何如 何 ,这 个 "附近 "就 是 指 该 点 的 一 个 邻 域 . 定 理 
4( 证 ) 的 陈述 中 我 们 就 用 了 这 种 说 法 . 

其 次 我 们 要 介绍 X 之 鱼 一 子 集 A 的 内 点 、 外 点 .边界 等 概念 .在 这 些 概 念 的 陈述 中 , 讲 到 的 
空间 都 不 限于 度量 空间 ,而 同时 也 指 一 般 的 拓扑 空间 ,所 以 下 面 讲 到 的 概念 与 结果 (定义 6,7 和 
定理 5) 在 下 节 也 同样 适用 . 

定义 6 设 ACX 为 X 之 任 一 于 集 ,rEX. 

(D xz 称 为 A 之 内 点 ,如 果 z 有 一 个 开 邻 域 UCA: 
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(iD = 称 为 A 之 外 点 ,如 果 工 是 A 之 余 集 4 之 肉 点 : 

(ii) 车 晤 非 A 过 内 点 ,又 非 A 之 外 点 ,就 说 x 是 A 之 边界 点 ， 

很 明显 ,车 x 是 入 之 内 点 由 +EA( 因 为 x 属于 它 自己 的 任 一 邻 域 ); 若 工 是 A 之 外 点 , 则 工 
告 和 A. 车 工 是 及 之 边界 点 , 则 既 可 能 xEA, 也 可 能 rz 多 A. 

我 们 还 可 以 这 样 来 描述 内 点 .外 点 与 边界 点 :如 果 x 育 某 一 开 邻 域 全 含 于 A 中 , 则 z 是 内 
点 ,这 一 点 已 在 (iD) 中 表述 了 . 若 x 有 某 一 开 邻 域 完全 不 在 A 内 , 即 与 A 完全 不 相交 , 则 x 是 外 
点 .车 x 之 任 一 开 邻 域 中 都 既 有 A 中 之 点 ,也 有 A 外 之 点 , 则 z 是 边界 点 .请 读者 注意 现在 “ 某 
一 " 改 成 了 “ 任 一 ” ,如 果 仍 然 沿 用 “ 某 一 ”就 一 定 会 异 . 例如 设 A 是 (x,y) 平 面 上 的 单位 图 ; x? + 
二 1, 由 定义 适合 江 ? +y El 的 (x,y) 分 别 是 内 点 ,边界 点 和 外 点 .但 是 内 点 (0,0) 有 “ 某 一 " 邻 
域 (例如 以 (0,0) 为 心 ,2 为 半径 的 图 ) ,其 中 既 有 A 中 之 点 又 有 4 外 之 点 .还 要 注意 ,边界 点 的 
“边界 "二 字 与 我 们 直观 的 理解 很 不 相反. 例如 , 设 在 A 中 除去 一 个 内 点 ro ,并 记 A, = A \ | zoj， 
则 re 成 了 4, 的 边 界 点 ,因为 它 的 任 一 邻 域 中 , 既 有 A, 中 之 点 (这 是 明显 的 ) 也 有 A, 以 外 的 
点 , 即 re 本 身 . 同 样 , 若 取 A 的 一 个 外 点 re 附加 到 A 上 成 为 A, = AU {zo ,ze 现在 是 有 A 的 一 
个 孤立 点 了 ,但 是 它 也 是 A 之 边界 点 ,因为 在 它 的 任 -- 邻 域 中 都 斌 有 A; 中 之 点 , 即 例如 xs 本 
身 , 也 有 A, 外 的 点 , 即 与 ze 充分 接近 而 又 与 .xo 不 局 的 点 .这 里 用 “充分 接近 "的 说 法 ,一 方面 可 
以 从 度量 的 意义 来 理解 它 , 叶 有 一 个 很 小 的 8>0, 而 

0O<plr ro <d. 

但 我 们 上 面 又 说 了 ,这 里 的 讲法 应 该 对 于 一 般 的 拓扑 空间 也 适用 ,所 以 详细 地 讲 应 该 是 :既然 zo 
是 4 之 外 点 , 则 必 有 zo 的 一 个 邻 域 U 站 A= 放 ,UU 中 与 不 这 的 点 就 是 上 面 说 的 “与 To 亮 分 
接近 面 又 与 zu 不 同 的 点 ”. 

边界 点 中 嗓 有 这 些 麻烦 事 , 则 它 与 例如 格林 定理 , 柯 西 定理 中 讲 的 某 区 域 的 边界 就 不 相 启 
了 .那里 讲 的 某 区 域 的 边界 ,例如 一 条 曲线 、 一 个 曲面 ,我 们 应 该 换 一 个 名 词 , 称 为 边 络 . 有 A 之 边 
办 点 之 集合 记 为 bd4 ,A 的 边缘 记 为 34. 但 是 它们 的 英文 术语 是 相同 的 即 为 boundary, 这 里 作 
这 样 的 划分 并 非 过 分 谨慎 ,而 是 有 重要 意义 的 . 关于 边缘 的 问题 我 们 将 在 下 一 章 详细 讨论 . 

从 内 点 ,外 点 和 边界 点 概念 可 以 给 出 下 面 几 个 重要 概念 

定义 7 和 定理 5 投 4 为 空间 X 之 子 集 , 则 我 们 称 4 之 内 点 的 集合 为 A 之 内 域 , 记 为 
或 int A;A' 之 内 域 的 余 集 [int( A“)]' 称 为 A 之 闭 包 , 记 为 A; 边 界 点 之 集合 称 为 A 的 边界 ， 的 边界 , 记 


作 bdA， 入 县 全 于 4 内 的 -- 切 开 集 这 并， 所 以 是 全 于 A 内 的 最 大 开 集 ;万 是 一切 包含 A 的 团 
集 之 交 ,所 以 是 包含 A 的 最 小 闭 集 ;bdA 也 是 闭 集 . 


证 先 证 A = [ID 是 会 于 A 之 开 集 , 设 xz,E 训 , 即 x 是 A 之 内 点 .由 内 点 之 定义 ， 
2 必 属 于 某 一 开 集 ( 即 zx, 之 开 邻 域 ) Di CA. 所 以 zo 属于 人 jj ,而 有 只 己 上 UU,. 设 zs 属于 
5 ; 


右 方 , 则 = 属于 某 一 开 集 一生， 即 是 zi 之 邻 域 ,所 以 ze 是 A 之 内 点 , 即 xz。E 丰 ,因此 
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UU Uh, 比较 这 两 个 结果 即 得 A = [jc 
取 A 之 余 集 A 并 作 以 上 推理 即 得 关于 有 五 的 相应 结论 . 关于 bdA 的 结论 自明 . 证 毕 . 


由 这 个 定理 即 得 A 是 开 集 ,下 是 闭 集 , 而 bdA = X\ (A Uint(A'*)) 是 闭 集 ,而 且 还 看 到 
-A UbdA=AUbdA, 


A =A\bdA=A\bdA. 

这 些 结论 的 证 明 都 略 去 了 . 

再 提 一 下 ,定义 7 和 定理 5 也 适用 于 一 般 的 拓扑 空间 .下 面 我 们 讨论 有 关 极 限 和 连续 性 的 问 
题 却 只 限于 度量 空间 .在 通常 的 微 积分 教程 中 讨论 极限 和 连续 问题 时 ,基本 上 是 讨论 数列 与 鲨 数 
的 问题 ,说 是 “基本 上 ”是 因为 有 重要 的 例外 ,如 积分 和 的 “极限 "就 不 是 这 两 种 类 型 .对 于 一 般 的 
度量 空间 X ,我 们 暂时 也 只 限于 两 种 情况 , 即 序列 |z, | ,zx, EX( 现 在 我 们 不 说 数列 ,因为 =, 一 
般 地 并 不 是 数 ) 和 由 一 个 度量 空间 X 到 另 一 个 度量 空间 Y 的 映射 .我 们 先 讨论 后 一 个 情况 . 设 
六 和 Y 中 的 度量 分 别 是 px 种 py. 若 f:X>Y 了 ,zy ,我 们 说 /在 .zo 连续 即 是 对 任 一 。>0， 
必 可 找到 3Ce)>0 使 当 px(z,zo)<6 时 ,py (f(z),y0)<e. 这 里 要 注意 ,车 /(x)=y, 我 们 说 
y 是 工 (在 f 下) 的 像 ,而 2 是 y 的 原 像 (pre-image) .区 中 的 每 一 个 z 在 了 下 只 有 一 个 像 点 f(x) 
在 了 中 ,但 站 中 一 点 y 在 /下 的 原 像 则 不 一 定 只 有 一 个 点 .这 与 函数 y= A(z) 必 须 是 单 值 的 ， 
但 同一 个 > 却 可 以 有 许多 不 同 的 x 与 之 相应 的 是 一 样 的 . 如 果 同 .个 y 原 像 只 有 一 点 , 则 我 们 
会 得 到 由 Y 中 了 的 值 域 (下 而 暂 记 为 Y, 其 实 不 准 区 ) 到 X 的 另 一 个 映射 /!,，Y 一 外 ,了 ! 称 为 
递 映射 ,六 即 反 函数 .但 在 y 之 原 像 多 于 一 个 点 时 ,我 们 时 常 也 使 用 广 !(y) 这 个 记号 .这 时 , 它 表 
示 一 个 集 ,其 中 的 点 ,而 且 在 此 集 外 再 无 其 它 点 ,被 映 到 y. 回 到 连续 性 问题 ,上 述 *s 一 8 定义 ” 
就 是 说 ;Y 中 的 球 py (y,y6)<e 的 原 像 必 在 X 的 某 个 球 ps (x ,zo)<6 内 . 这 当然 不 是 说 , 球 
8, (3o) 中 所 有 的 点 都 是 球 Be ( re) 中 某 点 的 像 . 而 是 说 ,车 球 B.(y,) 中 一 点 ,如 果 在 映射 /的 值 
域 中 的 话 (当然 ,这 就 意味 善 B.(y ?中 有 些 点 可 能 根本 不 在 / 的 值 域 中 .如 果 对 这 种 点 也 变 使 用 
了 1(y) 的 记号 的 话 , 则 1(y)= 儿 ), 则 这 个 点 一 定 有 原 像 在 B,{ xz,) 中 (当然 ,这 不 是 说 所 有 的 
承 像 点 都 只 在 B, (zxo) 内 而 不 能 在 其 外 ,这 里 只 说 在 B, (x,) 内 有 不 像 之 点 ,而 且 B, (xz,) 必 被 f 
上 映 和 人 pv(y.yo)<s 内 ) .我 们 看 看 函数 y= A(z) 的 两 个 例 于 就 明白 了 . 常 值 函 数 3 一 0 f(x) 
二 ,当然 在 任 一 点 ze 都 连续 .但 是 py(z ,zo}<5 即 |z 一 xo|<6 之 像 却 只 是 py(y,yo)<s 即 
ly 一 yo1<e 中 一 个 点 yo, 而 不 是 整个 区 同 . 又 如 y= zx? 在 x=2 处 连续 ,而 =2 的 像 是 y=4， 
但 是 4 附近 的 y 点 之 原 像 除 了 有 一 个 在 2 附近 以 外 ,还 有 -个 在 -2 附近 .从 土 面 讨论 的 例子 中 
可 以 看 到 ,度量 在 其 中 并 不 起 作用 ,我 们 可 以 这 样 来 表述 映射 六 X 一 Y ,zo "yo 点 处 的 连续 性 
如 下 ; 任 取 y 在 Y 中 的 一 个 邻 域 了, 必 有 ze 在 X 中 一 个 相应 的 邻 域 品 , 被 了 上 映 入 站 内 :FU) 
乞 V. 所 以 ,一 不 是 说 AD) 可 以 把 Y 填 满 ,或 说 /把 U 陕 到 V 上 ,二 不 是 说 ,U 以 外 没有 其 它 
的 点 也 被 / 上映 入 Y 内 . 同样 可 以 考虑 f:X 一 Y 在 X 上 连续 的 定义 . 当然 会 问 如 果 只 需 讨论 了 在 
基 的 一 个 子 集合 上 连续 该 怎么 办 ?9 这 一 点 将 在 下 一 节 回 答 .现在 我 们 说 f: X 一 Y 在 X 上 连续 
的 充分 必要 条 件 是 : Y 中 每 个 开 集 VV 在 /下 的 原 像 /"'(V) 都 是 X 中 的 开 集 .这 一 点 我 们 就 不 来 
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证 明了 . 

读者 很 容 蚁 看 到 ,关于 映射 连续 性 的 讨论 很 容易 推广 到 一 般 的 拓扑 空间 中 去 ,但 是 下 面 关于 
序列 收敛 的 讨论 却 本 质地 只 能 限于 度量 空间 . 

定义 8 设 为 一 度量 突 间 ,1z,i CX, 荐 有 一 点 zo EX, 使 得 对 任 一 。>0 均 有 N(:)>0 
春 在 ,而 当 n> 时 ,p(z, ,zo)<。, 就 说 | x, 1 收 鳗 于 zu: 沁 作 Ha zx 

于 是 我 们 面临 的 问题 当然 是 , fx, | 收 敏 于 zo 的 条 件 是 什么 .当然 我 们 就 想到 ,应该 把 有 关 
RR 的 概念 和 结论 都 搬 过 来 .于 是 有 

定义 9 设 X 为 一 度量 空间 ,1x,iCX, 着 对 任 一 。e>0 均 有 NN(e)>0 存 在 ,使 当 man>N 
时 ,p(x sx,) <e, 则 称 1x, 1 为 一 柯 本 序列. 

当然 一 般 说 来 ,X 中 的 柯 丙 序列 不 一 定 都 是 收 化 的 , 即 不 一 定 以 X 中 菜 一 点 mx。 为 极限 .于 
是 我 们 要 区 别 出 -- 类 特别 重要 的 度量 空间 ,这 就 是 完备 的 度量 空间 ， 

定义 10 着 度量 空间 X 电 的 任 一 栋 西 序列 者 是 收 伊 的 , 即 以 X 中 某 一 点 zo 为 极限 ， 我 们 
就 说 X 起 完备 的 度量 空间 

“在 本 书 中 我 们 已 着 凤 一 个 度量 空间 是 否 完备 是 多 么 重要 .在 上 _ 节 中 我 们 指出 ,有理数 系 Q 
(该 者 可 以 自行 验证 ,Q 也 是 度量 空 间 ) 是 不 完备 的 ,而 这 导致 微 积分 的 许多 定理 得 不 到 证 明 . 于 
是 我 们 把 它 完 备 化 得 到 实数 系 尺 ,这 才 把 整个 微 积分 学 放 在 可 靠 的 基础 上 .我 们 又 在 积分 学 一 章 
中 看 到 ,各 名 可 积 夯 数 空间 ( 它 也 不 只 是 度量 空间 ,而 且 是 丰 范 空间 ,以 各 曼 积分 LPGz)ldz 


为 范 数 1 1 .读者 也 不 妨 自行 验证 一 下 ) 也 是 不 完备 的 ,导致 对 于 歼 曼 积分 一 般 地 不 能 在 积分 
号 下 求 极限 . 这 正 是 黎 曼 积分 真正 的 缺点 . 我 们 引入 朝 贝 格 积分 ,有 了 里 斯 - 费 带 尔 定理 ,知道 
是 完备 空间 ,这 才 克 服 了 困难 ,这 是 整个 分 析 数 学 极 重要 的 一 大 步 .因此 我 们 要 间 ,能 否 仿效 
构造 R 的 方法 ,对 一 个 并 不 完备 的 度量 空间 X。 ,构造 出 一 个 完备 的 度量 空间 X 来 ? 这 里 我 们 要 
求 XCX, 而 且 X。 的 两 点 = 和 在 X。 中 的 距离 px, (=,y) 与 它们 在 X 中 的 距离 ps《z，y) 相 
等 ,同时 要 求 X 在 六 中 称 密 , 即 任 一 z。 EX 必 为 1z,|CX 在 px 下 的 极限 :px (x ,zo) 一 0, 亦 
即 lim x, = x。. 对 于 度量 空间 这 个 问题 有 肯定 的 答案 ， 

我 们 仍然 仿照 构造 R 的 方法 , 取 Xe 中 一 个 柯 西 序列 ix, | ,并 把 它 当 作 -- 个 新 空间 的 元 素 . 
准确 些 说 ,如 果 Xo 有 两 个 柯 西 序列 | <, | 与 1271, 如果 p(x, ,x;) 一 0. 就 说 这 两 个 柯 西 序列 等 
价 ;iz.1 ~1zs1. 我 们 把 柯 西 序列 的 等 价 类 当 作 一 个 元 素 .并 记 这 些 等 价 类 的 集合 为 X ,我 们 要 
证 明 X 是 一 个 度量 空间 ,而 X, 是 它 的 子 空间 ,但 X。 中 之 元 素 是 一 些 点 ,X 之 元 素 是 一 些 这 样 
的 点 组 成 的 柯 西 序列 之 等 价 类 ,怎么 可 能 X。 是 X 的 子 空间 呢 ? 这 里 我 们 也 仿照 R 中 的 作法 . 
注意 到 序列 jz。, ze, ,zs,… | 也 是 柯 西 序列 ,内 为 其 中 任 两 点 之 距离 为 0: px (ozo)=0<e， 
这 个 序列 称 为 常 驻 序 列 .于 是 我 们 让 x。 表示 该 常 驻 序列 的 等 价 类 . 在 这 样 的 意义 下 X,CX. 当 
然 我 们 还 要 考虑 X。 中 的 距离 与 X 中 的 距离 (站 果 确 有 工 离 的 话 ) 的 关系 ,我 们 最 终 是 要 证 明 

定理 6( 完 备 化 定理 设 X 为 一 度量 实 间 , 则 必 可 找到 一 完备 的 度量 空间 X, 使 X, 为 其 
等 碌 航 子 空间 , 即 不 但 有 X。CX, 而 有 X。 中 作画 点 =,y 在 X。 中 的 距离 与 其 在 X 中 的 旺 商 条 


378 第 六 章 再 论 微 积分 的 基础 


等 ion 《7,7) -pr(x1y) ,而且 入 在 X 中 入 守 这 样 的 X 在 等 中 意义 下 是 哈 一 的 , 称 为 x 之 
守备 化 

证 上 面 我 们 已 作出 了 X, 中 之 柯 西 序列 的 等 价 类 之 集合 ,现存 在 X 中 赋予 距离 如 下 : 

设 有 处 中 之 两 点 , 即 Xe 中 两 个 柯 西 序列 之 等 价 类 xz 与 y, 在 这 两 个 等 价 类 中 各 取 一 个 代表 
元 1z, ,ty 上, 我 们 定义 

pr (ey) = limm px, (zy 07) 

上 式 右 方 om (zy%) 是 有 意义 的 ,因为 r,,y% 都 是 X 之 元 ,这 个 极限 是 否 存 在 ? 注意 
pv (zoom ) 是 实数 ,而 实数 系 的 完备 性 是 证 明了 的 ,所 以 我 们 只 和希 证 明 ,{r,| = jos (zy)| 是 


及 中 的 柯 西 序列 即 可 .这 是 容易 的 .由 三 角形 不 等 式 
Px, (Fron I EPpy, (Tus Lm) px, (Ens yn) + pr yn sy )» 


故 
Ta rm = px (Tr sys) px, (Tm oy) 
px, (Tus xn ) + py, (yar yn )- 
交换 与 又 有 
rm rapy, (Tn Tm) + pr, ys» ym). 
总 之 有 


[rr px Cr sn ) + pa, (Fs yn )- 
但 1z,i ,1y, 1 都 是 Ko 中 的 柯 西 序列 ,所 以 当 nN, pr Cx 2 0 px Cy 1 yr) 0, 而 
(7) 之 极限 存在 . 
由 (7) 定 义 的 extz,3y) 之 值 与 =,y 之 代表 元 的 选 法 无 关 . 如 果 我 们 取 x,y 的 另外 的 代表 元 
[zs1 与 1y%1, 则 因 
Pr, (59) pr, (zy 人 Pr (En 1 ) + px, (Fs sy ), 
Pu (Zao ys px, Kas x1) + px, (xo ss) + pr, (ys 147!) 
有 ， 
[ox Cry) px, Ces 19) | pn (zz 人 + px, (4 137) >0. 
所 以 (7) 式 定义 的 py《x,y) 确 实 是 只 与 六 之 元 <,y 有 关 . 今 证 它 适合 度量 所 应 适合 的 条 件 . 非 
负 性 以 及 对 称 性 是 明显 的 ,所 以 下 面具 证 明 三 角形 不 等 式 . 取 zx,y,z&X, 它 们 以 |z,1,1y,1， 
1z, | 为 代表 元 ,于 是 由 Xe 中 的 三 角形 不 等 式 , 有 
Px, Tus zs Ep (Tas yn ) + px (Ys 2 ). 
令 x 一 %。 求 极限 即 得 XX 中 的 三 角形 不 等 式 
Px (TTS (TY) + pr(y ze) 
XX。 作为 里 之 于 集 的 含义 已 在 上 面 说 明 , 今 证 zx,yE XCX 在 X。 中 的 雄 离 与 它们 在 入 中 的 下 
离 相同 . 把 = ,> 看 作 X 中 之 元 来 计算 其 旋 离 时 ,应 该 取 r,y 之 任 -代表 元 按 (7) 来 计算 .但 是 
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区 ,YE Xo ,其 特征 就 是 = 作为 柯 西 序列 的 等 价 类 时 ,可 以 用 常 驻 序 列 |z| 与 1? 作为 其 代表 元 . 


于 是 由 (7) 有 
px (x ,7) = limps, (x ,3 ). 


但 是 当 x,yE X。 时 ,我 们 规定 了 是 用 常 驻 序列 作为 其 代表 元 的 ,所 以 可 取 | | = | x,…， 
I y= yy ，…| .因此 Px, (Ts yn) = px,( 工 ,y), 而 有 px(z,3)= px (Zz,y), 而 Xo 


中 的 度 景 与 它 作为 X 之 子 集 由 X 得 到 的 度量 一 致 .这 就 是 说 ,Xu 是 X 的 子 空间 . 
下 面 我 们 来 证 明 和 是 完备 的 , 取 X 中 一 个 柯 西 序列 [| .每 一 个 并 都 是 X 中 一 个 柯 西 序 
列 的 等 价 类 .所 以 各 取 壹 之 一 代表 元 


~ [3 {1 ET) 

T= {x ze 

下 (8) 
全 {ny [ED a) 

I = {fr x2 


每 一 个 横行 都 是 X 中 的 一 个 柯 西 序列 ,所 以 对 每 个 因 定 的 上 标 4 ,im px, (zt yzt ) =0, 因 
此 可 以 各 一 个 名 全 | 
prs Az ,zt ) 区 二 ,> 外- (9) 
在 (8) 中 按 上 述 k 的 选取 方法 构造 一 个 序列 ， 


TO (0 
并 人 


(10) 
我 们 称 (10) 为 (8) 的 对 角 线 序列 . 今 证 这 是 X。 中 的 一 个 柯 西 序列 ,因此 代表 X 中 的 一 个 元 , 记 
作 之 .为 此 以 z2 代表 zf 所 成 的 常 驻 序 列 ; 


Ten 


并 | a 
于 是 ,由 (9) 式 知 当 上 充分 大 时 
pr (Eas Fl) = pu (zs (1 
所 以 ， 
Pn (Der 人 


Cpr (rE) tp (TE) +t pr (TF, ,Te ) 


1 


.~~ 1 
< 十 一 + 一 . 
人 px(T zn) + 计 + 而 


我 们 选 z, 正 是 为 了 使 ,| 成 为 X 中 的 林 西 序列 ,所 以 由 上 式 , 当 # ,n>N(e) 时 
Pr, (x ,ze ) Ce. 


这 样 得 知 (10) 所 定义 的 宇 确 实 是 X 中 的 一 全 柯 西 序列 ,因此 它 定义 X 中 一 个 元 素 羡 . 我 们 现在 


380 第 六 章 再 论 微 积分 的 基础 


证 明 
(12) 


ll 
9? 


lim x, 


事实 上 ， 


~ Tn 


pr ET Cpr FE) tp (Fs EL + pr(F, 2 ), 


工 让 是 常 圣 序列 ,= fz 加，…，z 由 ,Pp 记 + o0, 所 以 上 式 右 方 又 可 估计 如 下 : 


<i + limpx, (x sce )<e， 


只 要 n 充分 大 ,因此 (12) 式 成 立 ,而 知 X 是 一 个 完备 空间 . 

再 证 明 Xo 在 X 中 处 处 樟 密 ,事实 上 ,在 X 中 取 一 个 元 ,我 们 要 在 X。 中 找 一 个 元 素 序列 
逼近 它 , x 既 厦 XX 之 元 ,当然 就 是 一 个 X, 柯 西 序列 之 等 价 类 . 取 此 等 价 类 的 一 个 代表 苑 1z,， 
oss", 则 有 x, EX, 目 ps 《zon)<e 内 要 n,m>N(s). 再 取 一 个 常 对 序列 广 
[ez EX。 站 XX 这 里 固定 , 则 px ,5) = lim px, 《x ,x ) ,注意 是 畴 定 的 .如 
果 再 令 wn 一 吕 即 有 lim px (7,,) =0. 这 样 得 知 X。= Xo 人 XX 在 X 中 处 处 稠密 . 

最 后 证 明 X 在 等 距 意 义 下 是 叭 一 的 .实际 上 , 若 有 另 一 个 完备 空间 X ,适合 定理 的 要 求 ,我 
们 先 证 明 X 与 X 作为 集合 是 一 一 对 应 的 .为 此 , 取 任 一 y€ 久 , 因 为 定 更 要 求 X。 在 六 中 稠密 ， 


所 以 一 定 有 X。 中 的 一 个 序列 13 ,2 适合 px(y,,y) 一 0. 这 里 y, 既是 X 之 元 ,Xi 
又 是 六 的 子 空间 , 且 有 度量 : px ，*)= p:《*，*), 所 以 由 Pr (yr yr) 0 pr (ys y,) = 
px 《ye 5) 了 0, 即 fy ,yo,…,y,,… | 是 Xo 的 柯 西 序列 ,所 以 它 定义 X 中 的 一 个 元 ze 大 ,这 
样 ,区 中 每 取 一 个 元 y, 就 相应 在 X 中 有 一 个 元 x. 

再 在 六 中 任 取 一 个 元 z ,我们 在 X 中 求 它 的 一 个 对 应 元 y, 事 实 上 ,既然 EXX, 而 X 中 之 
元 又 是 X 中 的 “个 柯 西 序列 ,所 以 了 = zivzaesz 和 有 这 里 zsE Xo, px (zyzn) 一 0, 但 
Xo 已 嵌入 在 入 中 ,而 且 是 等 距 的 ,所 以 

PE (Tr Tm) = px (nro) 0 
就 是 说 fz1 ,zx，,… ,zx, ,…| 作 为 六 中 的 序列 是 柯 西 序列 . 由 于 区 已 假设 是 完备 的 ,所 以 一 定 存 
在 一 个 EX 使 lmpz(y。,y)=0. 这 个 y 就 是 x 的 对 应 元 .而且 这 个 y 还 是 z, 在 冻 中 的 极限 . 
至 此 我 们 知道 X 与 X 作为 集合 是 一 一 对 应 的 .不 但 如 此 ,它们 还 是 等 距 的 . 因为 若 取 ,x EX， 
它们 的 代表 元 是 | lza yz 与 1z1z3 sz 时 它们 按 上 面 的 作法 在 文中 的 对 应 元 
是 y 与 y, 则 
px (zs) = limp, C7, 177) = lim pr (zs 18) 
= px(y,y). 

等 工 性 得 证 ,定理 证 毕 . 
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在 第 一 节 中 我 们 已 看 到 ,一 旦 证 明了 R 的 完备 性 , 微 积分 中 的 许多 基本 定理 都 随 之 得 证 .对 
于 一 般 度量 空间 又 如 何 ? 有 一 些 结果 自然 是 谈 不 上 了 .例如 单词 有 界 数 列 的 收敛 性 .因为 在 一 般 
度量 空间 中 没有 办 法 定义 一 个 序列 (而 不 是 数列 ?的 单调 性 .同样 ,有 界 集 的 上 、 下 确 界 也 不 好 定 
义 .( 但 是 有 界 性 概念 仍然 有 效 :度量 空间 X 的 子 集 A 如 果 能 放 在 以 某 点 zo 为 心 半 径 p 充分 大 
的 球 中 :4ACB,(zo), 就 说 A 是 有 界 集 . 但 是 不 能 说 x。 是 原点 ,因为 度量 空间 中 没有 原点 的 模 
念 ,只 有 在 线性 空间 中 才 有 这 个 概念 . ) 但 有 一 个 重要 定理 在 一 般 度量 空间 中 仍 成 立 , 这 就 是 区 
间 套 定理 ,但 现在 我 们 称 为 

定理 7( 闲 球 套 定理 ) 设 X 为 一 完备 度量 空间 ,| A, 1 是 闭 集 所 成 的 序列 , 4, 忆 4: 字 …, 且 


A.CB Cz,) sme0, 则 此 有 只 二 一点 <e 门 A 
证 先 证 唯一 性 . 设 有 了 两 个 不 局 点 <,yE 门 4.,z 天 > 则 p(zsy)=r>0, 现 在 -~, 一 0, 故 从 


某 个 N(e) 开 始 ,rs < 过 ,但 xz,yE 门 A,CAsC B(x,), 所 以 


PT YIEP rT ) + pr, ,yy) E22ry Cr. 
这 与 e(z,y)= 矛盾 . 
再 证 这 样 的 点 z 存在 . 我 们 从 4, 中 任 取 一 点 y, , 则 当 ,n>N(e) 时 ,yy EA, 从 而 
8(9m sr)S2ry <e ,所 以 1y, 1 是 X 中 的 和 西 序列 .由 XX 之 完备 性 ,知道 一 定 存在 一 点 xEX, 司 


limp(y. ,5)=0. x 必 在 门人 中 , 若 不 然 , 必 有 某 个 un 使 < 二 A。 ,但 Av 是 闭 集 ,从 而 A， =- 


全 。Ubd A .村 4 , 必 为 A 之 外 点 .因此 必 有 -一 个 以 x 为 心 , 菜 个 正 数 ， 为 半径 的 小 球 
了 B.(z) NA, = 好 ,但 我 们 又 可 找到 某 个 N> no ,使 得 一 切 从 N 开始 的 y。 全 适合 p(y,z)<r， 
即 y,€ B,(z). 但 是 这 时 w E A, CAvC A .所 以 B(x) 站 A。 尖刀 .这 是 政 盾 的 . 

关于 度量 空间 完备 性 的 讨论 就 到 此 为 止 . 

度量 空间 完备 性 概念 有 一 个 在 整个 教学 中 都 极为 重要 的 应 用 ,这 就 是 压缩 观 像 原理 .这 里 我 
们 讲 的 是 一 个 完备 度量 空间 X 以 及 一 个 映像 了 :X 一 义 ,如 果 了 适合 以 下 条 件 , 则 称 开 为 一个 
压缩 映像 :对 X 中 任意 元 =，,y: 

pftTzTy) scotzy)，0<c<1. (13) 


我 们 要 证 明 

定理 8( 正 缩 肌 像 原理 ) 设 久 为 一 完备 度量 空间 ,了 T:X 一 x 是 二 个 压缩 腕 像 , 则 必 有 唯一 
二 点 工 EX, 使 Tz =x, 工 区 为 了 的 不 动 点 . 

证 证 明 就 是 我 们 熟知 的 逐步 通 近 法 . 任 取 一 点 roEX, 称 为 零 次 近似 ， 一 般 说 来 当然 不 
会 有 Tze = ro, 记 zi = Troyrs = Tri,…, 以 及 -一般 地 

了 (14) 

TT 就 是 次 近似 今 证 {zx 1 有 极限 存在 ,而 此 极限 即 为 不 动 点 .实际 上 ， {xi | 是 一 个 柯 西 序列 ， 
因为 若 取 m > n， 
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pra oT Ep ra Ta 1 +t or tyzn tt pr Te). 
但 是 右 方 第 一 项 可 以 估计 如 下 :; 
p(Tm sm 1) = (Tr Treo as)Scp(zn -lzn-2) 
A p(T, az 
Ee pr ro). 
对 其 余 各 项 也 作 类 似 估 计 , 即 得 
p(Tn yr) Ec +c +t eo )p( ri, roe) 


= 二 人 or ,zo) 


1 
ie 
因为 0&c<1, 晶 上 式 即 知 | zj 是 一 个 柯 西 序列 ,所 以 它 有 一 个 极限 xz. 今 证 z 即 不 动 点 :Tz = 
.实际 上 , 任 给 e>0, 必 有 N(s) 在 ,使 当 >N(e) 时 ,pl ,7)< 闫 , 现 取 n>N(e)+1, 于 


是 ,因为 *-1>N(e),n>N(e), 而 有 
px, Tr)Eo(r Tr) tp(r zx.) =p (rr ) + p(Tr, 1, Tr) 
SPT TL) + cpr ra ) CE, 

由 8 之 任意 性 即 知 ptx, Tr)=0, 亦 即 Tr= 工 . 

最 后 证 明 不 动 点 的 唯一 性 . 设 有 两 个 不 动 点 zx 和 yy, 则 

plxsy)= p(Tr, Ty)Scp(z,y), 

故 p(x,y)=0, 即 x= y- 这 就 是 不 动 点 的 唯一 性 ,定理 证 毕 ， 

正 缩 映像 原理 在 整个 数学 中 应 用 极 多 . 例如 常 微 分 方程 的 柯 西 问题 的 唯一 性 用 逐步 逼近 法 
去 证 明 ,这 在 通常 的 教材 中 都 会 讲 到 ,下 面 我 们 再 证 明 隐 函数 的 存在 定理 ,可 以 看 到 应 用 这 个 原 
理应 注意 些 什么 . 

设 有 (xz,y)ER 的 函数 f(z,y) ,我们 的 目的 是 从 方程 f(x,y) =0, 证 明 必 有 唯一 的 函数 y 
二 gz) ,适合 这 个 方程 ,以 及 yo = g(xzo). 这 里 J(zo ,yo)=0. 首先 的 问题 是 选 一 个 完备 的 度量 
空间 XX, 现在 我 们 令 X= C([a ,5b]), 即 在 紧 集 [a ,2] 上 连续 的 函数 之 空间 .这 个 空间 是 黑 范 空 
间 , 因 为 对 PEC([a,5]), 即 在 [fe,5] 上 连续 的 函数 9p( 工 ) ,我 们 均 可 令 

i gl = supl or)). (15) 
因为 紧 集 [a ,8] 上 的 连续 函数 必 可 达到 上 确 界 , 所 以 | p | < + 是 有 意义 的 . | 9 | 适合 范 数 
之 各 个 要 求 也 是 自明 的 . 有 了 这 个 范 数 , 即 可 定义 C([a ,5]) 中 两 点 9 与 多 之 虐 离 为 
plgsp)= og-yl. 

现在 要 问 ,这 个 空间 是 否 完备 的 ? 若 iy, | 是 此 空间 的 一 个 柯 西 序列 , 则 当 m4,n 一 + oo 时 ， 
[gp, (zx)— p(x) guplp, (+) glz), |= 上 pg - gp, 上 <e0. 但 这 就 是 | q(x)| 在 [a,5] 
上 一 致 收敛 , 故 其 极限 函数 (=) 仍 在 [a ,5] 上 连续 .所 以 C([a,6]) 是 一 个 完备 的 度量 空间 . 其 
次 我 们 要 去 作 一 个 压缩 映像 .我 们 知道 ,方程 /[ zx ,g(z)]1= 0 等 价 于 方程 


v(x) = p(x) -BAe pz)], (16) 


Mop(ri, ro) M 
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这 里 M 待定 ,于 是 令 
Tp=p- 直 f(z.). (17) 
为 了 征 它 成 为 压缩 的 ,注意 
Tp ~- Tp,= (9 - p2) -fp ) fr, pl. 
因此 如 果 f(x,y) 对 y 为 连续 可 微 , 则 


Tp Tol = (9 pH fi(9t Op py) 91- po)|. 
这 里 0<&9<<1， 如 果 我 们 对 了 加 上 如 下 条 件 : 
fom>0, 


并 取 M=sup fi ,立即 有 
[Tp Tpsl< (1- 攻 1p. -pl 


先 在 右 侧 取 xzE[a ,6] 时 之 上 确 界 ,再 在 左 俩 取 x€[a,5] 时 之 上 确 界 ,立即 有 
| Tp - Tp | el yg- ps, 


=1 一 六 
0<c=1 <1: 


而 工 是 一 个 压缩 映像 . 

但 这 里 有 一 个 重要 问题 , 压 簿 映像 法 是 一 个 逐步 逼近 的 选 代 过 程 , 先 任意 取 零 次 近似 
9r(z) ,但 我 们 要求 po( zo) = mm , 热 后 以 po 代 人 (17) 来 计算 pl( z) 等 等 .但 是 这 就 需要 考虑 po 
是 否 可 以 “ 代 得 进去 ”(17) 中 的 f(z ,9). 因 为 , 设 车 f(x,y) 定 义 于 [a,b] x[ -ec], 而 golz) 
可 能 在 某 些 = 点 在 [ - C,C] 之 外 取 值 , 这 样 f(z, gol 5)) 就 没有 意义 了 . 所 以 在 求 9 (z) 之 前 
先 要 证 明 po (xz) 送 合 以 下 的 估计 式 :| po(z)1 志 C. 对 于 9i(z),9z(z),… 也 都 需要 作出 类 似 估 
计 - 这 种 估计 是 在 问题 是 否 有 解 之 前 就 要 作出 的 ， 因此 称 为 先 验 (a priori) 估 计 - 如 何 作 先 验 估计 
时 党 是 求解 一 大 类 问题 最 主要 的 困难 .而 且 是 一 些 数学 分 支 最 基本 的 技巧 .我 们 在 这 里 当然 无 法 
涉及 .所 以 我 们 规定 Kiz,y) 在 [a.8]x(- co,+ %) 上 有 定义 而 且 连 续 来 绕 过 一 这 一 困难 . 

作 了 这 些 说 明 以 后 ,我 们 就 可 以 把 最 终 的 结果 陈述 如 下 : 

用 函 教 的 存在 定理 设 f(z,y) 在 [a ,5]x(-o%,+ oo) 上 连续 是 对 4 连续 可 微 , 记 (x,»y) 
适合 以 下 的 估计 :0< mf {ry EM, fro,y) =0, 这 里 zoE[a,8], 则 必 有 唯一 y= 
9(z) 在 [4,5] 上 连续 ,适合 关系 式 = p(xzo) 使 得 f(x, g(x))=0, 

注 这 里 陈述 的 隐 汕 数 定理 当然 也 适用 于 多 个 自 变量 .多 个 未 知 函 数 的 情况 .但 是 它 与 第 三 
章 中 所 陈述 的 稍 右 不 同 . 这 是 因为 我 们 椒 回 各 先 验 估计 造成 的 . 当然 ,我 们 最 终 得 到 的 结果 也 稍 
强 一 些 ,我 们 得 到 的 隐 函 数 定义 在 整个 闭 区 间 [a ,6] 上 ,而 不 只 是 在 zo 附近 ， 

这 里 我 们 还 要 求 各 次 近似 gp, (z) 都 适合 mw (ze)= y。 ,因此 我 们 所 考虑 的 空间 其 实 是 C" - 
18(z),9{z) 在 [<,6] 上 连续 而 且 p(zo)= yl - 它 仍然 是 一 个 完备 的 度量 空间 ,这 些 地 方 我 们 
都 未 深究 , 我们 最 后 只 想 强 调 一 下 ,这 里 的 压 编 映像 原理 ,只 是 -大 类 不 动 点 定理 最 简单 的 情况 . 
在 下 一 节 我 们 还 会 回 到 这 个 问题 . 隆 函 数 定 班 也 是 一 个 很 重大 的 数学 课题 ,但 本 书 中 我 们 不 能 
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再 讲 了 . 

3. 头 尔 伯 特 空间 和 巴 合 二 空间 ”关于 度量 空间 的 完备 性 问题 ,我 们 已 作 了 详细 的 讨论 , 现 
在 再 回 到 本 节 开 始 时 的 一 些 具体 空间 .它们 除了 具有 度量 之 外 ,还 有 线性 结构 ,而 且 其 度量 都 是 
由 范 数 或 内 积 而 来 . (应 该 提 到 ,有 这 样 的 度量 空间 , 它 也 有 线性 结构 ,也 有 完备 性 ,但 是 其 度量 并 
非 由 范 数 来 确定 的 ,在 广义 函数 论 中 就 常 遇 到 这 类 空间 ,所 以 也 是 很 重要 的 ,但 我 位 不 会 讲 到 ,) 
这 些 空间 又 都 是 完备 的 ,如 C(1),L’ 等 等 都 是 .所 以 下 面 我 们 再 转 到 这 些 具 体 的 空间 

完备 化 定理 告诉 我 们 ,完备 化 的 X 是 通过 于 空间 X,“ 求 极限 ”而 来 ,而 X。 则 在 X 中 稠密 . 
例如 RR 是 站 过 有 理 数 系 Q* 求 极限 "得 到 的 ,C([a ,5]) 之 元 可 以 通过 多 项 式 的 C([a ,5]) 极 限 即 
一 致 收敛 极限 得 出 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ), X。 中 的 元 即 [a,5] 上 的 多 项 式 .在 研究 函数 空间 时 ， 
X。 中 的 元 时 常 比 多 中 的 元 更 容易 处 理 .例如 ,我 们 前 面 已 多 次 说 过 ,1* 郴 数 可 以 用 连续 函数 或 
阶梯 函数 ,甚至 Ce 函数 在 L? 范 数 下 去 沁 近 . 而 且 还 专门 讲 了 如 何 应 用 磨 光 算 子 去 构造 这 些 
Cr 函数 .但 基本 的 结论 一 直 没 有 证 明 . 在 讲 勒 贝 格 积分 时 ,我 们 介绍 了 一 个 鲁 金 定理 ; 设 有 
[a ,6] 卡 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 (xz), 则 对 任意 8>0 必 可 找到 一 个 闭 集 FC[a,65b], 使 
m([a,b]\F)<3, 而 f(z) 在 下 上 上 渤 续 .但 这 个 定理 也 未 证 明 ， 而 在 证 明 上 述 X, 在 X 中 的 秽 
密 性 时 ,还 必须 用 到 它 .( 此 外 在 讲 到 广义 函数 时 ,例如 对 3 函数 ,我 们 作出 过 许多 8 序列 ,都 是 
用 很 光滑 的 汕 数 去 晶 近 5(x) ,但 是 这 时 的 带 近 已 不 是 在 某 一 个 赋 范 空间 的 范 数 意义 下 ,而 是 在 
广义 函数 意义 下 .一 般 地 说 ,一 个 广义 函数 总 可 以 用 C7 函数 在 广义 函数 意义 下 所 近 .这 时 我 们 
也 说 Co 函数 在 广义 函数 空间 中 秆 密 . 当然 这 与 度量 空间 的 完备 化 定理 是 不 同 的 ) .这样 看 来 ,我 
们 在 定义 或 研究 一 个 函数 空间 时 ,时 常用 该 空间 是 某 一 类 很 规则 的 函数 在 某 种 范 数 下 的 完备 化 
来 刻画 它 . 可 见 ,度量 空间 的 完备 化 不 但 是 重要 的 构 念 ,也 是 常用 的 方法 与 技巧 . 

由 于 常见 的 空间 C( 了), 1? 都 是 完备 空间 ,所 以 我 们 给 出 下 面 的 

定义 11 完备 的 赋 范 线性 空间 称 为 巴 拿 磷 空间 (Banach space) ,完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 
特 空 闻 (Hilbert space). 

当然 我 们 也 会 区 分 实 的 和 复 的 巴 拿 赫 空 间 和 和 希 尔 伯 特 空间 ,于 是 我 位 看 到 , C( 了 1),L? 都 是 
巴 拿 替 空间 ,而 L* 空间 与 索 伯 列 夫 空 间 环 则 是 希 尔 伯 特 空间 . 

在 这 些 空间 中 , 希 尔 伯 特 空间 最 为 重要 . 因为 它 是 最 接近 攀 氏 空间 R" 的 线性 空间 . 

欧 氏 空间 R" 有 两 个 基本 的 几何 量 . 即 向 量 的 长 与 两 个 向 量 的 夹 角 .在 任何 赋 范 空间 中 ,都 
可 以 定义 向 量 之 长 ,但 在 内 积 空间 中 则 还 可 以 定义 两 个 向 量 的 交角 ,因为 现在 有 施 瓦 效 不 等 式 
(6). 对 于 实 的 内 积 空间 ,(z ,?》 是 实数 ,所 以 由 (6) 可 知 , 一 定 可 以 找到 一 个 实数 a,|a|<<1, 使 

Cry)=al ri- Eyl 
前 我 们 又 可 以 找到 一 个 角 8, 使 a= cos9 ,于 是 上 式 就 成 了 实 内 积 空间 中 的 余弦 定理 
Cx,3)= | zl: Hyl eosd. 


9 可 以 解释 为 z 与 y 的 夹 角 , 特 别 是 (xz,y)=0 时 8= 子 ,而 我 们 说 工 与 y 正 交 ,0 与 任何 向 量 都 
正 交 . 


对 于 复 内 积 空间 ,当然 不 一 定 有 实 的 8 适合 上 式 ,但 是 我 们 仍 规定 :车 (xz,y) =0, 就 说 x 与 
2 正 交 ,0 与 任何 向 量 都 正 交 . 
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工 与 ? 正 交 就 记 作 z 上? ,不 论 它们 是 实 或 复 ， 

在 所 有 线性 空间 中 都 可 以 定义 向 量 的 线性 相关 与 线性 无 关 , 并 由 此 可 以 定义 维 数 . 但 是 在 
线性 代数 教 本 中 ,我 们 只 讲 有 限 维 空间 ,因此 只 有 有 限 多 个 线性 无 关 向 量 . 对 于 一 般 线性 空间 则 
可 能 有 无 穷 多 个 线性 无 关 向 量 . 所 谓 线性 空间 下 有 无 穷 多 个 线性 无 关 向 量 即 指 任意 给 出 N 个 
线性 无 关 的 向 量 = ,… ,zwE 匹 ,一 定 还 可 找到 第 N +1 个 向 量 zw, :与 它们 线性 无 关 , 这 时 我 们 
说 五 是 无 限 维 的 .对 于 内 积 空间 妃 , 若 它 是 有 限 维 一 一 ” 维 的 实 内 积 空 间 , 它 必 是 赋 有 欧 几 里 得 
范 数 的 R". 若是 无 限 维 的 , 则 可 能 或 者 找到 一 组 无 穷 多 个 线性 无 关 的 向 量 fie, ,e,,…| 使 得 任 一 
间 量 zE 万 均 可 写 为 


z= 2 el， {18) 

或 者 不 论 怎么 选 可 数 无 穷 多 个 fe ,e,,…| ,总 有 某 个 zE 五 不 能 写成 (18) 式 . 前 一 种 情况 下 ,我 
们 说 理 具 有 可 数 无 究 维 ,后 一 种 情况 下 我 们 说 条 具有 不 可 数 无 穷 维 . 有 限 维和 可 数 无 穷 维 的 
内 积 空间 都 称 为 可 分 的 (在 拓扑 空间 理论 中 对 空间 的 可 分 性 还 另 有 定义 ,那个 定义 与 这 里 说 的 是 
一 致 的 ,但 是 我 们 将 不 给 证 明 ). 由 于 在 实用 中 可 分 内 积 空间 已 经 够 用 了 ,所 以 下 面 讲 到 内 积 空间 
( 亦 称 前 希 尔 伯 特 空间 (pre-Hilbert space) ) ,以 及 希 尔 伯 特 空间 ,都 限于 讨论 可 分 的 情况 . 

在 竹下 讨论 前 ,我 们 要 说 一 下 无 穷 展 开 式 (18) 的 意义 . 它 的 部 和 分 和 S, = 5 ze € (18) 
式 即 指 lim Sw = x ,这 里 的 极限 是 在 末 的 范 数 意义 下 讲 的 ; 
lmill ss~7h=0 (19) 
在 有 限 维 情况 下 ,C18) 中 的 |。,,…,e,| 称 为 电 的 一 个 基底 ,在 无 限 维 情况 下 ,这 样 的 je ,es ,… 
也 称 为 基 痪 ,对 于 内 积 空间 五, 我 们 可 用 正 交 性 概念 来 构造 一 个 由 互相 正 交 的 向 量 所 成 的 基底 ， 
它 很 像 R" 中 的 直角 坐标 系 . 为 此 ,我 们 先 在 非 0 的 内 积 空间 中 作 一 个 所 谓 就 范 正 交 系 (orthonor- 
mal systetm ,简称 o.n. 系 ) 下 面 的 作法 称 为 格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Schmidt) 手 续 ,其 实在 有 限 维 
的 情况 下 ,线性 代数 教 本 中 都 介绍 过 这 种 方法 . 令 |z,，…, xz, ，…| 为 正中 的 线性 无 关 向 量 
组 (有 限 多 个 或 可 数 多 个 向 量 }, 因 为 已 设 妥 关 0, 至少 可 以 找到 一 个 非 零 向 量 xz， ;而 fz} 就 是 班 
中 一 个 线性 无 关 向 量 组 . 令 e =z,/1 zs, 则 让 e =1, 车 此 向 量 组 1x,，…, zx ，… 上 1 中 仅 
含 一 个 元 , 则 过 程 结 束 , 我 们 得 到 万 中 一 个 o. n. 系 . 若 此 向 量 组 还 有 其 它 元 , 则 取 一 个 
<a(Ta 天 0). 考虑 zz 与 el 所 张 的 子 空间 taieli 距 离 的 最 小 值 , 即 求 一 个 c, ,使 ‖ zs - ce 中 = 
min 1 zs 一 qe 上 ,实际 上 


| zr-arel’? =(x,— ae, rs ~ ares) 
= zh-a(zre) -a (rie) ta ar 
= zl?- le ed) Fr[(zra,e) -a (re) al 
= zd iCr ed) +|(r,e) al 
Ez - lr ,eh. 


右 方 显然 与 wk 的 选取 无 关 . 所 以 ‖ zs - aei ‖? 确 有 最 小 值 而 在 a, = (za ,ei) 时 达到 . 令 


y2 = X23— (X20 )e,. 
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因为 z; 与 e = xz,/ 上 zz, | 线性 无 关 , 所 以 y, 关 0. 令 

er= yt yd = [rre)el/l zr (ra,er) el, 
则 上 es =1, 而 生 (ei,e1)=[(xyse)- (zr,e) (ee))/ | y=[(r,e)- (ri,e)]/ yl 
=0, 即 e, | ez. 这 样 ,|e, ,es| 成 为 电 中 的 一 个 o.n. 系 . 车 zi ,zz 尚未 穷 蝎 |z zw | 则 
仿 此 做 下 去 .假设 已 得 出 ie ,… ,es-,| 成 为 玉 中 的 一 个 o.n. 系 ,而 [zx ,…,xy,… | 中 仍 有 x 与 
它们 线性 无 关 , 也 就 是 说 | zi ,… , zi.11 尚未 穷 汐 | ，… ,rw ,…i. 记 和 el，… ,ei_1] 所 张 的 子 空 


间 为 有， = | 汪 se ,a 为 复 常数 | , 则 对 于 |z,,…,z,…| 中 的 非 零 的 z ,我 们 要 找到-1 个 
复 常 数 c ,i=1,…,k-1, 使 


2 


Th py CE， =min | xx 一 7 Qe 
Ei 5“ 1 
仿照 上 面 的 作法 ,有 
1 2 i A 
Ri 一 Dae, = (zs - Des re- Dae,) 

二 Er pe 

A 41 £1 
=l|z1’- py {rise,)— D3 a Tie)+t Daa, 

“1 ‘1 ey 


= al:- TrsedP+ Tile) al 


:1 


>1 zl’ Tre dl 


a=1 


所 以 ,这 个 最 小 值 是 可 以 达到 的 ,而 只 要 取 w = (zi,e,) 妈 可 达到 这 个 最 小 值 . 令 y= zx- 


a 
(ze)a,, 显然 y 开 0, 再 令 二/ 及 上 , 则 Hes，… ,ei | 成 为 一 个 o.n. 系 . 
全 


如 果 做 了 有 限 步 就 穷竭 了 [zx,,… ,zx,,…1( 它 可 能 原来 就 只 有 有 限 多 个 元 ) ,我 们 就 得 到 有 
限 多 个 向 量 ie ,… ,es 1 所 成 的 o.n. 系 . 如 果 不 能 穷竭 ,就 可 以 得 到 由 可 数 多 个 je ,…, ey,…| 所 
成 的 on. 系 .很 明显 ,o,n, 系 必 为 线性 无 关系 . 

需要 注意 的 是 ,es 必定 可 以 只 用 x, ,… ,ze 来 线性 表示 ,而 不 会 涉及 zi,, 及 以 后 的 元 , 反 过 
来 x; 也 一 定 可 以 用 e, ,…,ex 的 线性 组 合 来 表示 ,而 用 不 到 6,, ,及 以 后 的 元 .( 这 其 实 就 是 线性 
代数 中 的 斯 坦 尼 效 (Steinitz) 代 换 定理 , 本 来 这 个 定理 就 不 一 定 只 限于 有 限 维 空 间 中 有 效 . ) 如 果 
Eri ,xys"…| 晨 的 基 席 , 则 1e,,… ,ex,…| 也 一 定 是 过 的 基底 .但 与 有 限 维 情况 有 些 区 别 . 
在 有 限 维 情况 下 ,基底 中 向 量 的 个 数 恰好 就 是 空间 维 数 ,所 以 不 论 是 |z,，,… ,xz | 也 好 ,fe ，…， 
所 | 也 好 ,只 要 = 空间 维 数 , 我 们 就 得 到 了 一 个 基底 .只 不 过 |e ,…,ejj 是 om. 基底 .但 在 无 限 
维 所 的 情况 ,哪怕 百 是 可 分 的 ,因为 je es， 中 有 (可 数 ) 无 穷 多 个 元 索 ,去 挤 " 几 个 , 例 
如 留 下 |es ,et ,ev ,…| 仍 是 售 可 数 无 穷 多 元 素 的 o. n. 系 ,但 是 车 前 者 是 基底 , 则 后 者 不 可 能 
仍 是 基底 ,尽管 它 所 包含 的 线性 无 关 向 量 仍然 与 空间 的 维 数 相同 一 一 同 为 可 数 无 穷 大 . 但 不 论 
如 何 ,只 要 | zx, ,…, zn,…1 是 原 空间 的 基底, 虽 用 上 法 作出 的 1e, ,… ,ey ,…| 仍 是 互 的 基底 . 这 
里 我 们 再 重复 一 下 ,说 |z,,…, zy,…| 是 本 的 基底 , 即 是 说 ,对 任意 x€ 太 , 必 可 找到 常数 ( 实 的 
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或 是 复 的 ) fc, | 使 = = 3 ox: 亦 即 (19), 或 lim 上 ‖ Sw -xz |=0, 这 里 Sv 是 这 个 级 数 的 部 分 


和 ,不 论 如 何 ， 我 们 得 到 了 

定理 9 任 二 可 分 者 尔 伯 待 灾 间 末 灼 有 o.n. 革 遍 

并 不 是 妞 之 任意 可 数 无 穷 多 个 互相 正 交 的 单位 长 向 量 fe ,ev ,…|,(e ,ao)= 8 都 是 基 
底 , 要 看 (18) 式 是 否 成 立 . 

(18) 式 何 时 会 成 立 ? 我 们 要 看 一 下 格拉 姆 - 施 密 特 手续 4 


i 
的 几何 洁 意 . 为 什么 当 w = (z,e) 对 | = - Do 会 达 


到 最 小 ? 从 几何 上 看 , 它 是 图 6-2- 1 三 角形 入 OAC 中 AC x 
边 之 平方 ,只 有 当 AC 1 OC 时 ,AC 才 会 达到 最 小 ,就 是 说 只 
有 作 = 到 子 窑 间 了 巧 -, ( 即 图 6-2-1 上 直线 QC) 的 正 交 投 
影 时 , 才 可 以 达到 最 小 .上面 作 的 图 的 含意 其 实 超过 简单 的 示 


0 4A' 
意图 .因为 在 内 积 空 间 中 毕 达 梢 拉 斯 定理 一 一 即 名 股 定理 是 po Foe 
成 立 的 : 设 有 两 个 向 量 y | z, 则 上 y-zj?=(y-z,y-z) ™ ™ 
= yl ~ Cy,z)- (zy)+ | zl:=1yl?+|zl’. 我 图 6-2~1 
们 把 这 个 结果 用 于 入 44 位 ,44 上 OC ,实际 上 ,44' = y=z 


1 al 
-> (zse)ei 所 以 (se)=(ze)- 2 (zx,e)(e,,e,) 
条 


一 (Te) 一 Dz, 81)6, =0, 这 里 =1,2,… 1 OC 代表 |e ,el 所 张 的 子 空间 
还 -… 44 蜂 正 交 于 这 空间 基底 中 的 一 切 向 量 , 自 然 也 正 交 于 整个 子 空间 ,从 而 也 正 交 于 其 一 切 


#1 
向 量 ,特别 也 就 正 交 于 A'C= (a, 一 (x ,8,))e;. 故 由 色 股 定理 有 


14Cl*=|AA'|+ |ACl, 
但 


2 


ACP= 


- 2 ee 
144 PP =1041 -loa l=] zl)? -| S$ (0 
= zx 人 
= | zz 上 全 一 Dre) 6, 


一 :5 I(r,e)l, 


要 41 
14CP= > l(a,- (x,e,))e, ?= 2 ec -Cr,e)l’. 《20) 

乞 所 
所 以 只 有 当 4 与 C 重合 , 即 AC 上 OC 时 ,A'C 有 =0, 这 时 AC 才 达 到 最 小 即 是 说 当 a, = 


2 


| 
名 
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(ze) 时 ， | 二 > we | 
如 果 (18) 式 成 立 , 亦 即 (19) 式 成 立 ,注意 到 5% 就 是 这 里 的 > we, ,就 是 此 图 上 的 OC ,因此 
《19) 式 左 方 之 差 即 这 里 的 | AC|， 如果 {19) 式 能 成 立 , 必 有 1 44 | 一 0, 就 是 说 ,向 重 x 的 投影 
当 & 上 co 时 ,与 原 向 量 之 “缺口 44 会 封闭 起 来 .这 样 我 们 就 会 得 到 判别 一 个 o.n. 系 1e,,… ,en， 
…| 是 否 万 的 基底 的 几何 方法 . 
仿照 上 面 的 几何 方法 来 计算 .我 们 有 
定理 10( 贝 塞 尔 不 等 式 与 帕 塞 瓦尔 不 等 式 ) 设 扭 为 一 可 分 的 希 尔 伯 特 室 间 ,1e ，…,ev， 
…1 是 其 中 的 一 个 o.n. 系 (我 们 也 容许 此 系 只 包含 有 限 多 个 向 景 的 特殊 情况 ), 对 任 一 向 量 xz, 必 
有 贝 塞 尔 不 等 式 (Bessel inequality) 
Dy lz,e) Elzl’, (21) 
成 立 . o.n. 系 ie,,… ,enw," | 县 厅 的 燕 廉 的 充分 必要 条 件 是 上 式 变 成 等 式 , 称 为 帕 塞 丽 尔 等 式 
《Parseval's identily) 或 称 封闭 性 方程 式 : 
ze)2= 1 zl2. 《22) 


这 时 ,我 们 说 1e1,…, enw,… | 十 一 个 完全 的 o.n. 系 
证 令 x = (ze), 旭 仿照 上 面 的 证 明 有 


#1 2 Ea 
=- | = Nl Spa, 


因为 上 式 左 方 非 负 , 故 有 
Sapa’, 
sel 
令 &co 即 得 (21) 式 ， 
再 证 帕 塞 瓦尔 等 式 的 必要 性 , 若 1el，… ,ey,…| 是 果 之 基底 , 则 一 定 存在 一 列 复 数 :使 


xz- 5 ce 


一 0, 令 zx,= (zx, ,e,), 仿 上 面 的 作法 有 


N 2 二 一] N 
ze -1 -| He | Hsp 
之 Hz]?- > 1z >0  《( 贝 塞 尔 不 等 式 ) 


车 左 方 当 N 一 oo 时 趋 于 0, 自 然 有 由 塞 瓦尔 等 式 成 立 . 
充分 性 证 明 如 下 . 若 (22) 成 立 , 则 
如 | 六 


™ 
xX- dee, 
1 


一 0， 


2 


这 就 是 说 ,一 定 能 找到 复数 。, ,使 一 0 ( 取 c= (xz,ey) 即 可 ), 所 以 1e,,…， 


en，"…| 是 基底 .证 毕 . 
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希 尔 伯 特 空间 互 中 的 o.n. 系 je,…,en,… 上 | 是 一 个 基底 ,也 就 是 说 它 是 一 个 完全 的 o.n. 系 , 

还 有 另 一 个 几何 解释 , 即 如果 1el，… ,ew,…| 是 FH 中 的 一 个 完全 的 on. 系 , 则 不 可 能 再 找到 一 

个 非 0 的 e€ 韭 ,使 ee,=0,i=1,2,…,N,…. 事 实 上 ,车 有 eEH,|el=1, 而 和 且 e |e,i= 
2,…, 则 对 e 应 用 (22) 式 当 有 


lel’= > ICese) l= 
这 与 上 eH =1 矛盾 . 上 面 的 论断 之 游 也 是 对 的 , 即 是 说 :如果 1. ev 不 是 五 中 完全 的 
0.n. 系 , 则 一 定 有 一 个 zE 互 , 使 (21) 成 为 严格 的 不 等 式 : 


Sy lea) lal 
但 若 信 
= Te )e,, 


这 个 级 数 在 范 数 意义 下 是 收 全 的 . 因为 考虑 YY (xz,e)e 之 两 个 部 分 和 Su 与 Sw ,Ns>N, , 则 
容易 证 明 ， 器 

1S -su 人 = 三 (ze)P. 
由 贝 赛 尔 不 等 式 ,上 式 右 方 当 N， 和 No 时 蜂 欧 于 0, 所 以 | su; 是 且 中 的 柯 西 序列 .因此 有 
一 个 yE 日 使 y- D(a)e. 显然 


ly = lm(Sy,Ss)= > lr,e) hp. 
于 是 y 关 xz, 因为 由 ie, ,… ,ex,，…| 不 完全 的 假设 我 们 已 知 上 式 右 方 < | x 外 2， 但 是 我 们 可 以 证 
明 (y,e,)=(z,e,). 事 实 上 ,车 N 充分 大 (N > 站 )， (Su,e,)= pa @)(e,,e;)= pe 6,)8, 
一 (ze) ,所 以 (ye)=(y- Syye)+ (Sy,e) = Cy— Sue) +t (zre). 但 是 1(y 一 Su,e) < 
1y- Ss 上 el = Hy Sw 一 0. 所 以 (y,e)=(z,e,) 对 一 切 i 成 立 . 即 是 说 (zx 一 y)]e,, 对 
一 切 成立. 令 。e= 一 y. 我 们 找到 了 吾 中 的 一 个 非 0 的 , 正 交 于 一 切 。 的 元 。. 
现在 再 回 到 工 * 空间 . 第 四 章 中 . 我 们 着 重 指出 ,对 于 两 个 7([0,2x]) 函 数 F(z ) 与 g(r), 
定义 
G8) Aa) (023) 


成 为 一 个 内 积 .在 这 样 的 内 积 下 , L*([0,2x]) 是 一 个 复 内 积 空间 .而且 因 为 L? (0,2x) 是 - -个 完 
“全 是 半天 各 定理 玉生 是 “个 项 尔 伯 特 空间 : 它 是 一 个 可 分 天 条 什 特 空 间 ， 为 它 


具有 一 个 完全 的 on. 系 | -er | ,=0,+1,+2,…. 对 于 其 中 的 任 一 元 / 
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除了 相差 一 个 常数 因子 外 就 是 fz) 的 储 里 叶 系 数 ,而 对 L*([0,2x]) 酉 数 ,公式 
Paka BD le) 


是 已 经 证 明了 的 . 
重要 的 事实 是 ,7([0,2x]) 是 一 个 “典型 的 "可 分 希 尔 伯 特 空间 .事实 上 , 任 给 一 个 可 分 希 尔 


伯 特 空间 及 ,定理 9 告诉 我 们 , 它 一 定 具 有 一 个 完全 的 en. 系 je|,i=0, 土 1,…, 寺 2，… 这 里 
我 们 对 其 指标 i 重新 作 了 编号 ,使 它 可 取 一 切 正 、 负 整数 值 . 我 们 现在 在 日 与 L*([0,2x]) 中 建 


立 如 下 的 一 一 对 应 :对 FE 如 ,我 们 可 以 锋 函 数 

加 。1 we 

f(z)= 2 a 

与 了 相对 应 .这 里 f, = (了 ,6,). 这 个 函数 确实 是 存在 的 ,因为 

f= Dfe,, {24) 
而 由 于 理 是 一 个 硕 尔 伯 特 空间 ,由 (21) 式 ,3 1#1*<+o%. 因 此 这 个 级 数 在 L*([0,2x]) 中 收 
敏 .所 以 可 以 记 其 和 为 (x). fE L2([0,2r]) 耐 且 

2x 

站 And 

反之 , 若 有 一 个 FLz)E L2([0,2r]), 则 可 用 上 式 作 其 傅 里 叶 系 数 广 , 而 用 (24) 式 作 一 个 让 ,很 容 


易 证 明 FEH. 总 之 ,L”([0,2x]) 与 日 有 一 个 保持 线性 关系 的 同 构 . 在 这 个 同 构 关系 下 ,内 积 和 
范 数 都 不 变 : 设 有 另 一 个 5E 所 .对 应 子 另 一 个 g(x)E€ 1L*([0,2]) ,它们 的 候 里 叶 系数 是 g, = 


(&16)= 2(z)- 霹 *” 拭 , 册 由 由 守 丽 尔 等 式 有 


fh?= 9) #1:= 7’, 
(六 go = Dfg, = (5 
所 以 这 种 对 应 保持 内 积 与 范 数 均 不 变 .总 之 是 等 距 同 构 . 希 尔 伯 特 空间 除了 有 线性 结构 以 外 .就 
只 有 内 积 与 范 数 ,决定 了 其 所 有 性 质 . 在 这 个 意义 下 ,所 有 的 可 分 希 尔 伯 特 空间 ,木质 上 都 是 
L*([0,2x]). 

关于 度量 空间 以 及 赋 范 线性 空间 我 们 就 讲 到 这 里 为 止 . 度量 空间 的 另 一 些 性 质 如 紧 性 与 连 
道 性 就 都 移 到 下 节 去 讨论 .这 一 方面 是 由 子 本 节 篇 幅 炎 长 ,同时 也 只 讨论 度量 空间 ,而 紧 性 与 连 
通 性 在 一 般 的 拓扑 空间 中 讨论 更 合适 ,所 以 宁可 在 下 一 节 讲 . 在 那里 可 以 更 清楚 地 看 到 , 虚 量 空 
疝 中 的 紧 性 与 一 般 拓 扑 空间 中 的 紧 性 有 什么 区 别 ， 


$3 拓扑 空间 


1. 拓扑 空间 欧 基 本 概念 ”上 度量 空间 是 最 直观 的 拓扑 空间 , 它 道 过 两 点 间 的 好 离 来 定义 开 
集 . 闭 集 , 邻 域 收 僵 性 等 等 ,与 微 积 分 中 的 讲法 很 接近 . 面 且 在 这 个 基础 上 我 们 特别 建立 了 巴 拿 
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蔡 空 间 和 希 尔 伯 特 空间 . 那么 为 什么 还 要 进一步 抽象 化 呢 ? 一 方面 固然 是 因为 确 有 不 可 定义 度 
量 的 空间 (然而 这 类 空间 并 不 常见 ,有 许多 是 属于 "病态 空间 “之 列 ); 另 一 方面 ,有 许多 情况 下 使 
用 度量 并 不 方便 ,这 样 就 使 得 我 们 进一步 考虑 ,在 度量 “后 面 “是 否 还 有 更 党 一 户 的 结构 ?我 们 弄 
清楚 了 这 些 结构 ,就 能 更 深刻 地 理解 微 积分 学 的 一 些 概念 、 方 法 之 实质 .例如 在 1 中 关于 紧 性 
的 问题 就 有 一 个 未 证 明 的 定理 , 讲 到 紧 和 列 紧 一 一 即 一 个 序列 是 否 有 收 竹子 序列 的 问题 ,又 如 在 
那里 讲 到 连续 函数 的 一 些 性 质 , 我 们 只 说 关于 连续 函数 可 以 取 中 间 值 的 定理 和 其 它 两 个 性 质 ( 达 
到 最 大 最 小 值 以 及 一 致 连续 性 ) 是 不 相同 的 , 它 涉及 连通 性 .那么 什么 是 连通 性 呢 ? 我 们 学 过 的 
微 积分 知识 中 还 有 哪 一 些 是 水 及 连通 性 的 呢 ? 因此 ,我 们 的 目的 并 不 是 要 去 研究 一 些 很 特殊 的 
空间 . 虽然 我 们 主张 ,如 果 一 个 空间 很 有 用 ,就 应 该 去 讨论 它 ,哪怕 不 太 容 易 也 要 讨论 . 我 们 的 
目的 在 于 探究 一 些 更 深刻 的 结构 ,以 便 用 来 解决 更 多 的 问题 . 

举 一 个 例子 , 设 函 数 y= (x) 在 x = ro 点 连续 ,其 定义 是 任 给 一 个 。>0, 必 有 相应 的 S(e) 
>0 存 在 ,使 当 |z- zol<3 时 ,|y- f(z。)|<e. 如 果 用 邻 域 的 语言 来 陈述 就 是 :没有 f(z,) 的 
一 个 邻 域 V, 必 可 找到 re 的 相应 邻 域 口 , 使 得 AU) 己 V. 这 里 ,se 和 5 分 别 是 用 以 度量 V,U 的 
两 个 数 . 也 就 是 说 ,邻近 的 程度 是 用 数 来 刻画 的 , 现在 要 问 ,如 果 不 用 数 的 大 小 可 否 仍然 讨论 
“邻近 "的 概念 ?当然 这 样 做 会 产生 一 些 困 难 , 例 如 A( zy ) 的 邻 域 了 若 用 |y 一 f(xo)|<。 来 刻 
通 , 则 两 个 邻 域 可 以 “比较 大 小 ”, 可 以 讨论 一 捉 邻 域 逐 产 趋 向 一 点 等 等 ,如 果 没 有 度量 ,这 些 概念 
如 何 刻 画 ? 把 这 一 类 问题 暂时 放 在 一 边 ,应 该 说 ,“ 邻 近 " 的 慨 念 是 否 一 定 要 用 度量 玉 刻 画 是 一 个 
问题 . 

如 果 不 用 度量 来 刻画 ,就 只 有 表 公 理化 的 方法 来 "定义 "什么 样 的 集合 可 以 说 是 zx 或 flzro) 
的 邻 域 ,例如 至 少 应 该 要 求 zeE 《xo 的 任 一 邻 域 )…… 

认识 到 有 必要 这 样 来 讨论 空间 中 有 关连 续 性 的 问题 或 称 为 拓扑 问题 ,经 历 了 一 个 漫长 的 时 
期 . 可 以 追溯 到 19 世纪 后 半 叶 ,其 葛 基 者 应 该 算是 黎 螺 . 到 了 20 世纪 初 ,人 们 才 得 到 了 共识 ,有 
了 拓扑 空间 的 理论 . 这 个 理论 采取 了 公理 化 的 形式 ,也 是 那个 时 代数 学 的 总 的 潮流 决定 的 .对 于 
一 个 空 闻 的 拓扑 性 质 , 即 有 关连 续 性 的 性 质 ,可 以 从 一 个 或 几 个 基本 概念 开始 讲 起 ,至 于 选取 哪 
一 个 概念 ,有 不 同 的 作法 ， 有 主张 从 邻 域 开 始 ,有 主张 从 闭 包 开始 ,而 后 来 大 家 公认 的 讲法 则 是 
从 开 集 开 始 , 这 上 段 历史 我 们 不 能 细 说 了 ,只 是 要 提醒 ,当年 拓扑 学 的 发 展 是 为 了 更 深刻 地 研究 许 
多 数学 和 物理 学 问题 一 一 个 重大 问题 是 天 体力 学 问题 ,而 不 只 是 为 了 对 数学 概念 作 更 精确 的 
撕 述 . 

下 面 我 们 就 按 拓扑 学 发 展 的 这 种 精神 ,从 最 基本 的 概念 开始 作 公 理化 的 叙述 ， 

定义 1 室 间 ( 即 一 个 集合 )K 之 一 个 拓扑 = 就 是 指 X 的 一 族 子 集 6， 其 中 之 元 (都 是 X 的 子 
集 ) 称 为 开 集 ， 应 该 适合 以 下 的 条 件 ， 

人 XX 和 名 都 是 开 集 :XEr,GE Tr; 

CD 集 曲 甸 个 "中 必 元 , 昌 作 可 多 个 开 奥 之 并 人 为 开 入 :LjULE 5 (UE) 


GD 有限 才 个 "中 之 范 , 印 有 限 多 个 开 集 UU ,Us 之 交 仍 为 开 集 , 即 由 UE .x 县 上 
f EE 
上 一 节 中 我 们 看 到 在 度量 空间 X 中 ,以 球 为 基础 ,定义 了 开 集 .我 们 还 特别 约定 空 集 是 开 


392 第 六 章 再 论 微 积分 的 基础 


集 .全 空间 是 开 集 则 很 容易 理解 . 球 是 一 个 与 度量 (半径 长 ) 有 关 的 梳 念 ,所 以 那里 的 开 集 并 非 是 
先 验 地 加 以 规定 的 , 它 是 否 有 现在 的 定义 中 的 (i) ~《 启 ) 的 性 质 ,是 应 该 证 明 的 .我 们 也 确实 证 明 
了 它们 ($2 定理 2). 这样 我 们 看 到 ,在 度量 空间 中 按 82 定 义 4 所 定义 的 开 集 ,确实 符合 现在 所 
给 的 开 和 集 的 定义 ,于 是 读者 会 问 , 按 现在 的 定义 所 给 的 开 集 ,对 于 度量 空间 ,是 否 怡 好 就 是 32 定 
义 4 的 开 集 ? 这 是 不 一 定 的 .因为 82 定义 4 如 上 所 述 是 以 度量 为 基础 的 ,而 这 里 的 定义 完全 不 
涉及 度量 .从 完全 不 涉及 度量 的 定义 出 发 ,要 能 推导 出 基于 度量 的 概念 ,是 很 不 容易 的 .一定 要 对 
王 加 上 一 些 限 制 才 行 .这 时 ,我 们 就 说 X 可 度量 化 (metrizable). 而 且 重 要 的 是 ,同一 个 集合 和 
(我 们 暂时 不 用 空间 这 个 词 ) 可 以 赋予 完全 不 同 的 拓扑 ,构成 完全 不 同 的 空间 ,怎么 可 能 都 是 度量 
空间 呢 ? 大 家 都 会 看 到 ,X 上 至 少 有 以 下 两 种 抑 扑 : 

i 《X,roj(rs 就 是 指 适合 定 文 1 的 (i) ~ (ii) 的 开 集 族 或 者 称 为 一 个 拓扑 ) ,这 里 zo = 
1 名 ,Xl, 它 显然 适合 定义 1 之 要 求 . r 称 为 平凡 拓扑 . 

i (X,ri) ,ri =|X 之 所 有 子 集 } .当然 名 和 都 是 X 的 子 集 . r; 称 为 离散 拓扑 . 

二) 如 果 可 能 在 X 上 引信 度 量 o, 则 下 以 用 这 个 度量 来 定义 $2 定 义 4 那 样 的 拓扑 ,因此 ， 
这 种 拓扑 称 为 度量 拓扑 . 

于 是 我 们 看 到 , 任 给 一 个 集合 和 ,都 至 少 可 以 赋 以 +, 与 r; 两 种 拓扑 .但 判断 一 个 集合 是 否 
可 以 赋 以 度量 拓扑 则 是 很 困难 的 事 .这 样 我 们 也 就 看 到 ,度量 空间 只 是 一 种 很 特殊 的 拓扑 空间 . 
因为 同一 个 集合 X 可 以 髓 予 不 同 的 指 扑 而 成 不 同 的 拓扑 空间 ,所 以 有 时 我 们 也 把 有 关 的 拓扑 + 
写 出 来 而 记 一 个 扰 扑 空间 为 (X,z)， 
同一 集合 X 可 以 赋予 不 同 的 拓扑 ,这 就 产生 了 拓扑 的 比较 问题 . 设 同一 集合 XX 上 有 两 个 拓 
扑 + 与 , 即 指定 两 个 子 集 族 满足 定义 1 的 各 项 要 求 ,并 分 别称 其 中 之 元 为 = 开 集 与 开 集 .车 
一 切 + 开 集 均 为 开 集 , 即 由 UE + 可 得 UE r ,就 说 5 弱 于 ( 粗 于 ) ,同时 也 就 说 “ 强 于 ( 细 
于 )r. 所 以 ,平凡 拓扑 弱 于 一 切 拓 盾 ,而 离散 拓扑 则 强 于 一 切 拓扑 .但 是 并 非 任意 两 个 指 扑 都 可 
以 比较 强 弱 . 

定义 2 设 (X,r) 为 二 产 扑 室 间 . UCX 称 为 这 个 拓扑 空间 (或 简单 就 说 是 < 这 个 拓扑 ") 的 
包 集 ,如 果 其 余 集 U = XA U 是 一 个 开 集 . 

闭 集 有 下 面 的 性 质 (证 明 很 容易 , 故 略 去 ) : 

定理 1 车 (X,r) 之 闭 集 族 记 为 艺 则 

{0) XK, EF; 

(i) 有 限 多 个 闭 集 之 并 仍 为 闭 集 , 即 车 LN ,…， UvE2Z 则 日 UEF 

《 诈 ) 任 竟 多 个 闭 集 之 交 仍 为 闭 集 : 即 若 忒 E 所 则 n UEF 

定义 3 设 (X,r) 是 一 个 者 扑 空间 ,x EX 的 名城 是 指 通 合 以 下 条 件 的 X 之 子 生 O(c);zE 
Qtz] 面 且 存在 -个 开 集 U:zE TCD 

这 个 定义 与 $2 定义 5( 度 量 空 间 中 邻 域 的 定义 ) 是 一 致 的 ,z 之 邻 域 的 集合 称 为 z 之 邻 域 
系 , 记 作 4. 

定理 2 设 (X,7) 是 一 个 拓扑 空间 ,4 为 ze 天 之 邻 域 系 , 则 

人 车 可 E 人员 凡 UU EL 
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ny 
(让 著 Uis…,DNEh, 则 门 UEh; 


(ii) 车 UE , 则 z 必 有 有 一 个 邻 城 可 ,使 U 为 本 中 任 一 点 的 邻 域 

(iv) 车 UEAh ,VIOU, 则 VE ; 

定理 1,2 之 证 明 均 略 去 ,因为 它们 与 度量 空间 中 的 相 永 定理 ( $ 2 定理 3, 定理 4) 完全 一 样 . 
开 邻 域 的 概念 ,以 及 关于 X 和 纪 既 为 开 集 又 为 闭 集 的 讨论 在 这 里 也 适用 . 

关于 开 集 与 邻 域 的 关系 ,很 容易 证 明 

定理 3 设 (X,r) 悬 二 个 拓扑 空间 ,ACX 非 空 ,A 为 开 集 之 充分 必要 条 件 是 :A 悬 其 每 一 
点 的 邻 域 . 

证 必要 性 是 明显 的 ,因为 定义 3 中 的 A(x) 与 U 可 以 都 选 为 4， 

充分 性 ” 设 对 任 一 点 = 和 A ,A 均 为 其 邻 域 ,由 定义 3 必 存在 开 集 U. ,使 rE UCA, 取 A 
中 所 有 的 点 +, 并 取 U, 之 并 ,于 是 1ziC UDCA, 亦 即 4CLJU-CA, 所 以 和 = [JD,. 由 开 


集 的 性 质 (ii) ,A 是 开 集 . 

下 面 我 们 把 度量 空间 中 集合 A 的 内 域 . 闭 包 等 概念 也 都 移 到 拓扑 空间 (XX,r) 中 来 . 这 里 的 
结果 与 $2 的 定义 6.7 和 定理 5 也 都 是 一 样 的 ,所 以 证 明 全 痢 上 去 . 

定义 4 设 (X,r) 为 一 拓扑 空间 ,ACX,zxEX. 

(i) z 称 为 4 之 内 点 :如果 z 有 一 个 开 邻 域 UCA; 

《iD 工 称 为 A 之 外 点 ,如 果 x 是 A 之 余 集 A' 之 内 点 ; 

(ii 车 = 既 非 A 之 内 点 ,又 非 A 之 外 点 , 则 称 = 是 A 的 边界 点 . 


定义 5 同上 ,A 过 皮 点 的 集 仓 称 为 4 之 内 域 , 雇 作 入 或 intA; A 之 内 域 的 余 集 


[int( 4 )] 称 为 4 之 轩 息 , 迅 作 三 ;边界 点 之 集合 记 为 bdA = X - [入 U (intA') ], 称 为 A 的 边 
界 . 


定理 4 A 是 一 起 食 天 4 中 的 开 集 之 并 , 奔 以 杂食 于 A 内 的 最 大 开 集 ;元 是 一切 包含 A 的 
闭 集 之 交 , 所 以 是 包 贪 A 的 最 小 闭 集 ;bdA 也 是 闭 集 ,而且 


A=A Ubd A=AUbd A, 
A =A\bdA-A\bdA. (1) 


从 这 个 定理 还 可 以 看 到 ,A 为 开 ( 闭 ) 集 的 充分 必要 条 件 是 A= 有 外。”(A= 互 ). 

我 们 还 要 引入 一 个 很 有 用 的 概念 一 一 导 集 .为 此 先 给 出 以 下 的 定义 ， 

定义 6 设 (Xe) 为 一 手相 空间 ,ACX,z EX 称 为 A 之 极限 点 ,如 果 + 之 任 - 邻 域 D(z) 
中 均 含有 A 中 除 z 以 外 的 其 它 点 ， 极限 点 之 集合 称 为 A 人 之 导 集 ， 记 作 A” 

极限 点 的 概念 很 明显 是 通常 微 积分 教材 中 讲 到 的 点 的 序列 之 极 归 点 的 概念 的 推广 . 我 们 不 
舱 看 一 下 ,xz 入 人 .是 什么 意思 .由 定义 6,z 筷 4" 显然 是 指 x 有 某 一 邻 域 (zx) 或 者 与 A 不 相交 ， 
即 其 中 不 含 A 之 点 ,这 时 z 是 A 的 外 点 ;或 者 (zx) 中 只 有 一 点 cE A, 这 时 二 是 A 的 孤立 点 ， 
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所 以 极限 点 就 是 在 X 中 除去 4 之 外 点 以 及 上 4 之 孤立 点 后 余下 的 点 . 恨 限 点 也 称 为 训 点 . 

我 们 在 81. 8 2 中 都 讲 到 了 处 处 稠密 的 概念 ,而 且 看 匈 了 它 在 微 积 分 以 至 整个 分 析 数 学 中 
的 重要 性 .现在 我 们 可 以 给 它 一 个 正式 的 定义 . 

定义 7 谈 (X,7) 是 一 扣 扑 安 间 ,X 之 玉 娄 4 称 为 在 X 中 而 密 ,就是 可 万 =X。 

在 微 积分 中 我 们 经 常会 遇 到 这 样 的 情况 , 即 要 在 一 个 拓扑 空间 的 某 一 子 集 4 上 讨论 一 个 数 
学 问题 . 最 简单 的 例子 是 讨论 函数 f( 工 ,,…, x, ) 在 某 点 ze = (zx?,"… ,x ) 的 连续 性 .如 果 这 点 是 
了 之 定义 域 A 的 内 点 ,自然 没有 任何 图 难 . 如 内 ro E bd4, 则 条 件 lim 7Kz) = f(zo) 应 该 改 成 


limf(z)= f(zo). 如 果 A(z) 是 -元 函数 ,而 A 是 一 个 区 间 [a ,2] ,我 们 通常 都 说 在 其 端点 应 该 
工人 
于 左 \ 右 连续 来 代替 连续 . 但 若 F(zi,…,z,) 是 多 元 函数 ,而 A 是 R" 的 某 一 子 集 , 则 bdA 的 构 
造 可 以 非常 复杂 .这 时 把 A 本 身 就 当 作 一 个 拓扑 空间 就 方便 多 了 .因此 ,我 们 宁可 用 (4A,r) 代 
欧 (XX,r). 问 题 是 = 如何 选择 .我 们 当然 希望 -与 * 有 关 . 所 以 我 们 一 定 选用 所 谓 子 空间 拓扑 . 

定 久 8 设 (X,z) 为 一 拓扑 空间 ,而 ACX, 在 A 中 定义 拓扑 如 下 : UCA 为 开 集 , 当 且 仅 当 
U=VNA, 而 VV 是 (X,r) 中 的 开 集 . A 上 的 这 个 拓扑 称 为 子 空间 拓扑 .车 记 它 为 ,我 们 用 
(A,r COX, rT) 表示 不 仅 A 其 的 子 集会 ,而 且 = 起子 空间 拓扑 (又 称 为 X 在 A 上 诱导 的 拓 
扑 , 话 导 拓扑 或 相对 拓扑). 

以 下 凡 说 到 某 拓扑 空间 是 X 的 子 空间 时 ,总 是 指 其 上 赋 有 子 空间 拓扑 .当然 这 里 应 该 验证 ， 
确实 是 拓扑 , 即 它 适 合 定 义 1 中 的 (到 (iii), 这 是 很 容易 的 ,所 以 留 给 读者 自行 验证 . 

这 样 一 来 ,关于 左 , 右 连 续 , 读 者 自然 会 看 出 , 即 是 在 子 空间 拓扑 下 的 连续 性 . 而 且 读 霄 不 妨 
证 明 一 下 一 个 简单 的 事实 :车 x。 是 A 的 孤立 点 , 则 任 一 定义 在 A 上 的 函数 f(z) 在 zo 处 都 连 
续 . 这 个 例子 会 帮助 读者 不 必 费 很 大 的 劲 去 专门 讨论 bdA 的 构造 . 

拓扑 学 的 主题 不 但 是 拓扑 空间 ,还 有 拓扑 空间 之 间 的 映射 . 其 中 最 重要 的 是 两 个 拓扑 空间 
(XK,r),(Y,a) 之 间 的 连续 映射 . 

定义 9 六 (Xz) 一 (了 ,9) 称 为 连 纺 的 ,如 果 (Y,a) 之 每 个 开 集 VV 在 f 下 的 原 像 /1(V) 
= UU 是 (X,r) 的 开 集 . 

但 是 我 们 在 微 积分 教材 中 习惯 的 是 一 个 映射 (一 个 函数 ) 在 Zo 点 的 连续 性 ,而 了 在 整个 区 
域 上 为 连续 即 指 了 在 每 点 上 均 为 连续 , 在 一 般 拓 扑 空间 中 我 们 也 可 以 这 样 做 ,而 有 

定理 5 f/:(X,r) 一 (Y,o) 为 连续 , 当 且 仅 当 / 在 X 之 每 一 点 xz 均 为 连续 , 即 对 /(7。) 在 
(Y,o) 中 之 每 个 邻 培 rs 规 可 找到 zx 在 (X,r) 中 的 一 个 令吉 U0,,, 便 (UD)C We 

证 (必要 性 设 /为 连续 , 任 取 一 点 xo, 并 记 F(x)= yo, 任 取 y, 在 (Y,o) 中 的 邻 域 
7, 自然 有 六 (7) = UCX, 今 证 U 必 为 x 的 邻 域 .首先 ,reE U 是 明显 的 ,其 次 Y 腻 是 y, 之 
邻 域 , 必 有 会 y 的 开 集 VCCV. 显 然 z。 Ef"'(V,)CU, 但 由 假设 ,f 是 连续 的 , 开 集 V, 之 原 
像 /7 (Vi)= U, 是 (X,r) 中 的 开 集 ,而 zoE UU. 所 以 由 邻 域 之 定义 ,U 是 x 之 全 域 ,而 且 
AFLU) = V, 故 /在 每 一 点 ro 均 为 连续 . 

《 启 充 分 性 设 f 在 X 之 每 一 点 处 均 为 连续 , 任 了 到 (Y,o) 中 的 开 集 VV, 今 证 fF (V) 是 刁 之 
开 集 ,如 果 / (Y) =- 如, 久 当 然 是 (X,r) 中 的 开 集 .如 果 广 !(T) 天 杂 , 则 令 zu 为 U= 广 !(Y) 
中 任 一 点 ,f(z。) = 即 成 为 了 中 之 任意 点 .由 邻 域 之 性 质 , 开 集 是 其 任意 点 之 邻 域 , 故 由 候 
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设 应 有 < 之 邻 域 [使 (Us )C V, 从 而 Us CU, 但 U, 中 应 有 一 个 开 集 包含 zo 点, 我们 就 
用 UU, 记 这 个 开 集 ,所 以 可 设 U., 为 开 集 .如 果 zy 这 取 U 中 各 点 , 则 


UvU= U izlc Uv cv. 
seU spel 


所 以 UU= 【UU , 右 方 是 开 集 Du 之 并 ,所 以 也 是 开 集 . 即 是 说 广 :(Y)= UU 作为 V 之 原 像 是 并 
ED 


集 .因此 /连续 .证 毕 . 

读者 应 该 注意 ,连续 性 的 定义 为 “ 开 集 的 原 像 仍 是 开 集 ” ,而 不 是 “ 开 集 的 像 是 开 集 ”. 即 是 说 ， 
著 UU 是 (X,r) 之 开 集 ,了 (UU) 不 一 定 是 (Y,a) 之 开 集 .如 果 一 个 映射 f:(X,r) 一 (了 ,ao) 映 关中 
之 一 切 开 {( 闭 ) 集 为 开 { 闭 ) 集 , 即 上 述 /( UU) 为 开 ( 闭 ) 集 ,这 种 映射 称 为 开 ( 闭 ) 上 映射 , 开 ( 闭 ) 映 射 
的 概念 在 许多 数学 问题 中 很 重 村 ,但 无 论 如 何 , 它 不 必 是 连续 映射 .我 们 不 来 举例 了 ,只 是 再 提醒 
一 下 ,必须 把 开 上 映射 和 连续 映射 区 别 计 ， 

在 许多 数学 分 支 中 还 会 遇 到 以 下 的 问题 :已 知 :XY 了, 如 果 在 六 或 Y 中 已 赋 有 了 拓扑 ， 
问 在 了 或 X 应 该 给 怎样 的 拓扑 才能 便 /为 连续 ? 例如 已 给 了 拓扑 空间 (X,r), 则 对 于 UE* 
( 即 对 中 的 开 集 U), 记 AU)= V, 我 位 有 U= '(V). 如 果 我 们 定义 这 样 的 VV 就 是 Y 中 一 
个 开 集 ,如 果 这 能 够 构成 一 个 拓扑 =, 则 f:( 久 ,fr) 一 (Y,o) 显 然 是 连续 的 .因为 o 中 的 开 集 ,就 
是 按照 = 中 开 集 U 的 像 来 定义 的 , 亦 即 按照 其 原 像 为 z 中 的 开 集 这 一 要 求 来 定义 的 .问题 是 这 
样 的 " 是 否 为 一 拓扑 -显然 , 儿 与 了 都 属于 ,因为 其 原 像 为 多 与 XX 都 是 r 中 的 开 集 . 着 VEa 


对 一 切 4 成 立 ,而 且 器 = 六 1CV), 则 UU, 为 = 之 开 集 ,而 也 是 + 之 开 集 ,但 f( UU)= 
UADD= 避 w ,所 以 UJVE a. 此 外 ,对 有 限 多 个 VE ok=1,2,…,N, 令 其 原 像 为 UU = 


CVD) 网 下 Er 而 站 可 Er 但 是 上 六 站 可 = 站 Fos 作坊 ,所 以 门 妈 , 电 热 其 原 
= 1 =1 点 一 1 = kl 
像 是 c 之 开 集 , 则 其 本 身 应 是 了 中 之 开 集 , 即 门 内 Ee, 所 以 这 样 作出 的 og 确实 是 一 个 拓扑 .如 


果 在 这 样 的 之 外 再 添加 哪怕 一 个 子 集 六 作为 开 集 , 则 立 之 原 像 训 必 不 在 r 中 ,因为 -中 之 子 
集 都 被 /映射 至 o 内 而 不 可 能 在 v 外 . 所 以 ,只 要 Y 中 再 加 一 个 “ 开 集 "也 会 破坏 的 连续 性 .所 
以 我 们 说 = 是 使 /连续 最 强 ( 组 ) 的 拓扑 . 

与 此 相似 ,车 在 了 中 已 有 拓扑 0, 令 VE ,我 们 定义 V 在 /下 的 原 像 U=f-'(V) 为 X 中 
的 开 集 ,和 上 面 一 样 ,这样 定 义 的 开 集 族 r 确实 构成 一 个 拓扑 ,而且 /:(X,r) 一 (Y,o) 是 连续 


的 ,但 车 把 + 中 的 开 集 减少 一 个 = 广 !(Y) , 则 o 开 集 区 之 原 像 达 不 再 为 开 , 因 此 广 不 再 连续 . 
这 就 是 说 ,要 保证 /为 连续 ,r 中 的 开 集 一 个 也 不 能 少 .所 以 定义 。 开 集 之 原 像 为 + 开 集 ,这样 得 
出 的 拓扑 (上 而 我 们 已 说 了 这 样 的 确 可 证 明 为 一 拓扑 ) 是 使 为 连续 最 弱 ( 粗 ) 的 拓扑、 总 之 ， 
车 X 中 已 有 拓扑 r, 以 A( UD) ,UE r, 作 为 Y 中 的 开 集 ,可 以 得 到 使 为 连续 的 最 强 的 拓扑 ; 若 
Y 中 已 有 拓扑 ,以 /+(V),VE o 作为 X 中 的 开 集 ,可 以 得 到 使 为 连续 的 最 绊 的 拓扑 
现在 得 到 了 一 个 最 重要 的 概念 . 
定义 10 设 f(X.r) 一 (YY,o) 是 (一 个 一 一 贞 


即 一 对 一 地 把 x 号 到 区 个 了 上 :GD 1 
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是 连续 的 ;(ii)/ ! 也 是 连续 的 , 则 称 ( 贸 ,r) 与 (Y,o) 同 肘 {homeomorph),f 为 一 同 是 映射 (ho- 
meomorphism). 

注 ”我们 用 了 二 二 喘 身 (bjection) 一 词 ,常用 的 还 有 单 射 (injection) 与 满 射 (surjection) 两 个 
词 - 前 者 指 Y 中 任 一 元 y 如 果 有 原 像 , 则 原 像 为 唯一 的 ;后 者 指 Y 中 一 切 点 都 是 X 中 某 点 的 
像 ,就 是 了 把 三 贞 到 Y 上 ,而 不 只 是 了 内 -前 者 是 说 方程 /x)=y 如 果 有 解 , 则 解 必 是 瞧 一 的 ; 
后 者 则 说 , 方 各 Az) =y 对 Y 中 的 一 切 y 都 有 解 (但 不 一 定 是 叭 一 的 ) .一 个 映射 如 果 既 是 单身 
又 是 满 射 就 称 为 是 一 一 映射 ,这 时 f(z)=y 对 任意 yE Y 都 有 唯一 解 存在 . 
钙 的 拓扑 空间 机 以 在 成 相同 的 空间 ,因为 拓扑 空间 的 基本 定义 就 是 开 集 ,X 与 了 同 胚 表 
明 , 不 但 多 与 Y 作为 点 的 集合 ,是 通过 f 实现 一 一 对 应 的 ,而 且 z 与 o 作为 子 集 族 ,也 通过 同一 
个 了 实现 一 一 对 应 .如 果 粗 略 地 说 ,X 与 了 的 一 切 拓扑 性 质 者 是 以 开 集 为 基础 来 定义 的 , 则 在 经 
过 同 胚 映射 后 , 开 集 是 一 一 对 应 的 ,因而 X 中 开 集 的 性 质 也 都 移 到 Y 中 的 开 集 上 而 没有 改变 .把 
这 一 点 说 明白 一 点 :所 谓 拓 扑 性 质 就 是 经 同 胚 映射 不 变 的 性 质 .因此 , 同 胚 的 拓扑 空间 可 以 看 成 
是 相同 的 拓扑 空间 .这 一 点 经 过 下 面 的 例子 就 看 得 很 清楚 ,下 面 的 几 个 例子 在 整个 数学 中 起 重要 
的 作用 ,虽然 限 子 2 维 情况 ,其 重要 性 并 不 稍 减 . 

2. 拓扑 空间 的 几 个 例子 

考虑 n 维 单位 球面 S" ， 


En 


zt rl 
我 们 只 考虑 2 维 球 而 S7 ,并 记 上 半球 而 (不 带 边 的 ) 为 
3 =|rER ,rl tritri=1,r,>0! 
(图 6-3 一 1) 它 的 朋 包 合 , 则 是 5S 站 x, 渤 01. S? 的 边界 是 乎 而 z, = 0 上 的 单位 圆 局 , 即 S'. 
我 们 又 记 D? 为 平 而 zs =0 上 的 单位 加 盘 : x? + zx? <1， 本 
其 边界 即 S' ,而 闭 包 万 : 是 闭 贺 盘 zi + z2 才 1. 同样 可 以 
考虑 下 半球 而 S: . 在 球面 S” 和 平 而 取 :z; =0 上 都 按 
我 们 直觉 习惯 的 方式 规定 哪 一 些 集合 为 开 集 .于 是 我 们 得 
到 两 个 拓扑 空间 S$? 与 R . 我 们 要 看 一 下 怎样 稍 作 修改 即 


可 建立 一 种 同 胚 关 系 . Ey 

建立 这 样 的 同 胚 有 多 种 方法 ,有 -个 最 常见 的 称 为 球 二 从 
极 射影 (sterecgraphic projection) , 其 方法 是 由 球面 S? 的 人 A 
北极 N(0,0,1) 与 球 而 S 上 一 点 4 联 直线 , 它 交 R? 于 
点. 这 里 我 们 取 R* 为 赤道 平 而 x; =0. 于 是 我 们 让 A ~_7 
一 4 点. 直觉 告诉 我 们 ,这 个 对 应 是 一 对 一 的 ,而 且 是 双 
方 ( 即 指 映射 4 一 A“ 与 撩 映射 4 一 4A) 都 是 连续 的 ,现在 图 6-3-~1 
我 们 来 计算 一 下 .以 下 凡是 上 加 一 拓 ”… 的 都 代表 R: 中 的 平面 Rz :zx; =0 上 之 对 象 ,否则 代表 球 
面 S:;x?+ zi+ zx?=1 上 之 对 象 ,相同 的 字母 代表 相对 应 的 对 象 . 我 们 把 NS 与 NA 所 决定 的 
曲面 与 平面 画 在 图 6-3~1 中 ,并 设 O 即 原点 ,ON 为 z; 轴 ,OA ”为 x, 轴 , 这 里 7=1,2, 而 我 们 
得 到 的 结果 也 对 7 = 1,2 均 成 立 , 于 是 我 们 有 ON = 1,O4' = x,BN=1- I,BA= zx, 由 于 
人 NOA'wANBA ,所 以 | 


sR] 


$3 拓扑 空间 397 


1 = 4 A 1L2. (2) 
现 求 它 的 送 映 射 , 将 (2) 平 方 后 对 ; 求 和 有 : 
, 2 
Nel? = De BA) 
2=1 1=1 


1+ zy 
1- zs 


=(1- xi)/1- zs 六 一 


这 里 我 们 利用 了 AE S ,所 以 x! +xz?=1. 由 上 式 得 
' 1-x3=2A1+ } rc’ 1”). (3) 

由 此 即 知 4 一 4 把 R* 与 除去 N 点 ( 即 +;=1 处 ) 的 球面 S? 双方 一 对 一 且 双 方 连 续 地 对 应 起 
来 - 

注意 ;一 1 的 情况 .这 时 x’ 一 +%. 如 果 我 们 认为 Re 上当 x 一 + ee 时 的 点 都 是 一 
个 点 ,而 且 认 为 是 无 穷 远 点 ,或 者 说 把 这 个 “极限 "看 成 一 个 点 添加 到 Re 上 ,就 得 到 “扩充 的 "RR? : 
RU 1oo1. 而 且 我 们 就 说 扩充 的 R 上 只 有 一 个 无 穷 远 点 . 于 是 “扩充 的 "Rz 与 S: 是 互相 局 胚 
的 , 球 极 射影 (2) 与 (3) 就 是 一 个 网 胚 驳 射 .于 是 按 上 面 所 讲 的 ,了 吕 lee1 与 S 应 看 成 相同 的 拓 
扑 空间 .例如 S? 上 北极 N 的 邻 域 就 变 成 扩充 的 RR 上 无 穷 远 点 的 邻 域 .例如 , | x > R>0(R 
是 任意 正 数 ) 就 是 无 穷 远 点 的 一 个 邻 域 . 

这 个 观点 在 研究 复 变 量 的 画 数 时 特别 有 用 ,我 们 在 第 三 、 四 章 中 讲 过 解析 函数 的 微分 与 积 
分 仍 蚌 解析 函数 ,并 且 认 为 解析 郑 数 都 定义 在 复 平面 C 上 的 某 个 区 域 (甚至 就 是 C 本 身 ) 中 ,C 
就 是 本. 所 以 我 们 是 在 未 扩充 的 R: 上 讨论 解析 函数 的 .如果 存 某 个 函数 F( z), 令 * =1/t, 而 得 


到 沙 数 f(z)= f(17t) = g(t), 它 在 0<111< 支 中 解析 ,如 果 (1) 一 直到 :=0 都 是 解析 的 ,我 


们 就 说 f(z) 在 = = ce 处 也 是 解析 的 .这 种 观点 可 以 说 是 在 未 扩充 的 R 上 把 解析 函数 f(z) 解析 
延 拓 到 R' Uiooi 上 ,直到 现在 我 们 都 是 在 未 扩充 的 R" 讲 微 积分 的 .现在 许可 采用 另 一 种 观点 ， 
即 在 扩充 了 的 R , 即 RU ico} 上 补充 这 个 函数 ,而 把 无 穷 远 真正 看 作 一 个 点 .但 这 个 观点 与 第 
一 章 绪论 中 讲 的 " 实 无 限 " 还 有 区 出 .如 果 看 到 ,Rz U | co1 其 实 就 是 S? , 面 北极 NE S: 是 其 上 一 
个 “普通 的 "点 ,这 是 任何 人 都 能 接受 的 . 所 以 把 |co | 看 成 扩充 的 R: 上 一 个 “普通 的 "点 也 是 十 分 
自然 的 事 .我 们 说 这 与 * 实 无 限 " 还 有 区 别 是 因为 讨论 “ 实 无 限 "时 ,我 们 甚至 不 需要 找 一 个 北极 之 
类 的 对 象 来 与 之 相应 .但 是 这 里 究 竞 会 届 到 :一 0 时 z~* ce ,这 个 品 究竟 不 是 通常 的 数 .解决 这 个 
间 题 的 办 法 是 ;不 要 奢求 一 下 子 就 在 整个 S: 上 讨论 函数 而 把 S? 分 成 几 个 部 分 :一 部 分 不 包括 
北极 N ,例如 就 是 R 中 的 |z|< 玉 ,在 这 一 部 分 里 讨论 函数 时 ,我 们 取 z 为 自 变量 , 或 者 说 以 = 
为 “局 部 坐标 ”. 另 一 部 分 则 包括 北极 N, 也 就 是 包括 “扩充 的 "R? 的 “无 穷 远 "点 ,例如 | = | > Ri 


(Ri 与 R 不 一 定 相 同 面 可 取 民 , < 怀 ), 这 时 我 们 就 换 一 个 新 的 局 部 坐标 已 而 在 14|< 关 《注意 ， 
包括 :=0, 即 z= %) 中 讨论 函数 f(1/41)= p(t). 这 两 个 部 分 可 能 相 重 ,例如 在 Ri < | zj< 屎 
中 ,我 们 则 允许 采用 任 一 个 局 部 和 坐标 ,而 两 种 局 部 坐标 : 与 z 之 间 有 一 个 “转换 关系 "(transition 


relation)z 王 17. 这 个 十 分 自然 的 观点 在 现 民 数 学 中 起 了 极 大 的 作用 , 面 拓扑 的 观点 是 其 关键 . 
下 一 章 我 们 将 要 详细 地 展开 它 . 至 子 在 复 变量 函数 的 研究 中 ,也 就 是 在 复 分 析 中 ,在 扩充 的 复 平 
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面 上 讨论 解析 函数 也 是 极 富 成 果 的 .这 个 扩充 的 复 平面 就 称 为 黎 受 球 . 这 是 黎 曼 对 整个 数学 的 伟 
大 贡献 之 一 . 

可 能 使 读者 感到 意外 的 是 ,R 不 仅 有 这 一 种 扩充 的 方法 , 为 了 解释 这 一 点 ,我 们 从 一 个 表 
鼎 上 看 来 全 盛 关 系 ,甚至 显得 有 些 不 自然 的 同 蚁 开始 .不 过 我 们 声明 一 点 ,由 于 避免 舌 帆 过 长 ,以 
及 避免 还 要 更 多 的 准备 知识 ,下 面 关于 射影 平面 的 讨论 将 更 多 地 依靠 直观 ,而 不 甚 严格 .但 是 这 
里 讲 的 结果 都 是 正确 的 ,都 有 严格 的 解释 和 证 明 ， 

考虑 R' 中 过 原点 之 所 有 直线 之 集合 和 ,我 们 把 每 一 条 这 样 的 直线 看 成 一 个 点 ,并 用 下 面 的 
方法 对 这 些 点 的 集合 赋 以 拓扑 ,并 讨论 这 样 得 到 的 拓扑 空间 - 设 一 条 这 样 的 直线 有 方向 数 (at， 


oa) ,这 些 a 不 能 同时 为 0; 》) a? 汉 0, 于 是 , 任 取 一 个 非 零 实数 A《 才 0), (2e ,aa has ) 仍 是 
同一 条 直线 的 方向 数 ,所 以 我 们 不 能 说 每 一 条 这 样 的 直线 ! 必 与 唯一 一 组 (ci , ai, a3) (其 中 


六 于 天 0 一 一 对 应 ,而 应 该 在 这 些 三 元 组 之 间 建 立 一 个 等 价 关 系 : 
(orse2 as) ~ (BP, ba) 3A 使 (a ,aa as) = 2(8 PP)， 

这 里 “= (csyaz,as),8=(p .5 ,Bs) 都 属于 R'\ 10| ,这些 ,8 称 为 这 条 直线 的 齐 次 开标 (ho- 
mogeneous coordinates)~- 一 其 实 并 不 是 严格 意义 下 的 学 标 , 因 为 直线 ! 与 方向 数 ec 并 非 一 一 对 
应 , 它 只 与 a 在 关系 ~ 下 的 等 价 类 一 一 对 应 .这 些 等 价 类 之 集合 我 们 记 作 R /一 , 称 为 Rs 对 于 一 
的 商 空 间 (quotient space), 商 空间 的 概念 是 数学 的 基本 概念 之 一 . 其 实 我 们 过 去 已 见 过 很 多 . 
例如 周期 运动 ,一 个 质点 沿 单位 圆周 作 旋 转 , 其 所 走 的 路 程 当然 构成 整个 实数 域 及 ,但 是 每 转 一 
图 ( 正 向 或 反 向 ) ,这 个 质点 都 回 到 原来 的 位 置 , 所 以 如 果 不 问 它 已 转 了 多 少 圈 ,而 只 问 它 现在 在 
圆周 上 的 位 置 , 则 运动 路 程 S 和 S + 28r 必 拓也 其 实 代 表 同 一 位 置 -一 一 或 称 相位 (phase) .所 以 我 
们 用 S~S+2kr 表示 这 个 情况 . 这 个 质点 走 过 的 路 程 SE R, 但 其 相位 之 集合 则 为 R/ 一 = 
R72xZ. 相 位 空间 是 路 程 空间 关于 旋转 上 整数 周 的 商 空 间 . 现 在 加 到 原来 的 问题 .在 X 的 每 个 元 ， 
即 一 条 过 口 的 直线 7 的 等 价 类 中 选 一 个 代表 元 .为 此 ,在 Ra 中 以 O 为 心 作 单位 球面 S17;.x? + 
za + zz ?一 1, 于 是 每 一 个 / 均 与 它 交 于 两 点 , 设 其 一 是 xz( 用 交点 在 R* 中 的 直角 坐标 来 表示 ) ， 
则 另 一 交点 是 一, 这 两 点 位 于 一 条 直径 的 两 端 , 称 为 对 径 点 (antipodal points) .我 们 可 以 有 两 个 
说 法 ,一 是 在 这 两 个 对 径 点 中 任 取 一 点 为 其 代表 元 ,例如 取 位 于 下 半球 面 S: 上 的 一 点 代表 1, 但 
这 时 位 于 赤 间 平面 上 的 一 对 对 径 点 ,例如 图 6-3- 2 中 的 a 与 a 又 如 何 ? 我 们 也 可 以 规定 取 前 
面 的 一 点 .或 者 我 们 把 S"” 当成 地 球 表面 ,认为 NA 为 始 初 子午 线 , 并 由 它 开始 计算 经 度 ,并 且 取 
经 度 在 [0,7) 中 的 点 为 代表 元 ,这 样 X 中 的 每 一 条 直线 均 与 S* U | 前 半 条 赤道 | 上 的 点 一 一 对 


应 ,我 们 记 5? U 前半 条 赤道 | 为 各 , 则 X 与 全 作为 集合 是 一 一 对 应 的 .这 样 的 说 法 固然 直 
观 , 但 是 太 多 人 为 而 不 自然 的 痕迹 .尤其 是 ,在 应 用 它 作 具体 计算 时 很 不 方便 ,因此 我 们 又 想到 利 
用 商 空间 的 技巧 , 即 认为 x 与 -x 互相 等 价 ;x~( 一 zx), 而 六 与 SWIz 一 《一 z)} 一 一 对 应 .对 此 
有 一 个 重要 的 说 明 :第 一 种 说 法 的 好 处 仍然 在 于 其 直观 性 , 回 到 上 面 讲 的 绕 贺 旋转 的 例子 ,起 点 
位 于 S=0 与 S=2x, 其 实 是 一 个 点 ,就 是 说 ,如 果 把 线 眉 [0,2x] 的 隘 端 “ 粘 合 "起 来 , 它 就 是 并 
周 . $=0 与 $=2x 是 等 价 的 :具有 相 朵 相位 ,我 们 就 把 它们 “ 粘 合 "在 一 起 . 把 这 个 想法 用 于 我 
们 的 例子 :首先 把 S* 去 掉 , 只 看 下 半球 面 S* ,然后 再 把 下 半球 面 的 边缘 一 一 赤道 一 上 所 有 的 
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对 径 点 ,例如 图 6-3-2 中 的 a 与 , 糙 在 一 起 ,这 样 就 可 以 得 到 5 ,而 仍 有 X 与 人 作为 集合 
一 一 对 应 .到 这 里 读者 会 间 ,具体 怎样 粘 法 ? 举 一 个 日 常生 活 中 的 例子 ,如 果 你 拼 出 了 一 张 贺 形 
的 饺子 皮 , 为 了 准备 包 馅 , 先 把 它 找 成 碗 形 ,我 们 说 这 就 是 S* ,可 是 最 后 怎样 按 上 述 要 点 捏 成 一 
个 饺子 呢 ? 要 求 饺子 皮 边 上 的 每 一 对 对 径 点 要 捏 在 一 起 .我 们 直觉 的 经 验 是 :这 是 捏 不 成 
的 ,您 可 以 做 一 个 黎 受 球 那样 的 “饺子 ”, 但 做 不 成 S: 饺子 . 为 什么 做 不 成 ? 数学 上 可 以 证 明 ,只 
有 在 4 维 空间 才 可 以 做 成 . 这 里 我 们 回避 了 许多 重要 的 数学 问题 :什么 是 商 空 间 ? 它 有 什么 性 
质 ? 什么 叫 在 4 维 空间 才能 做 成 ”这 些 属于 拓扑 学 的 范围 , 但 是 为 了 看 出 它 的 困难 所 在 ,我 们 
不 势 再 退 一 步 , 如 果 只 是 部 分 地 把 对 径 点 捍 到 一 起 了 , 便 如 已 把 S: 边缘 上 用 号 线 画 的 两 段 粘 在 
一 起 了 ;a 点 粘 住 了 e ,6 点 业 在 8 上 ,这 成 为 一 个 什么 ? 把 “饺子 皮 ”S? 拉 成 一 条 长 方形 ,把 它 
的 右 端 a5" 转 180" 后 粘 到 友 边 的 cb 上 就 得 到 下 面 那个 著名 的 曲面 一 一 默 比 乌 斯 带 (Mabius 
srip)( 图 6-3- 3). 如 果 上 面 我 们 不 把 a'b' 转 180", 面 允许 a' 粘 到 5 点 ,56' 业 到 a 点 ,就 会 得 到 
一 个 柱 面 , 它 有 上 、 下 两 个 边 , 是 两 条 曲线 ,可 是 默 比 乌 斯 带 的 边 只 是 一 条 曲线 .请 问 ,怎样 把 余下 
的 部 分 a2 “与 按 我 们 的 要 求 精 在 一 起 呢 ? 


Se 
(= 
图 6~3-2 图 6-3-3 
回忆 一 下 ,我 们 在 第 二 章 中 介绍 了 黎 曼 曲面 , 那 也 是 一 种 无 法 在 我 们 朝夕 生活 于 其 中 的 到 
中 实现 的 . 数学 中 出 现 了 这 样 一 些 研究 对 象 , 并 不 只 是 由 于 想 把 微 积分 的 基本 概念 弄 得 更 明白 ， 
例如 黎 曼 提出 歼 剖 曲面 是 与 但 研究 所 谓 阿 贝尔 积分 密切 相关 的 . 更 进一步 ,他 终生 思考 的 问题 
是 ,我 们 生活 于 其 中 的 空间 的 物理 本 性 究竟 是 什么 ? 对 子 空间 的 研究 与 物理 学 的 许多 重大 问题 
站 联系 .拓扑 学 的 创始 者 之 一 庞 加 莱 研 究 拓扑 学 开始 是 出 于 天 体力 学 的 所 谓 nz 体 问 题 ,于 是 非 
常 自然 地 出 现 了 种 种 奇特 的 空间 结构 . 正 是 为 了 研究 这 些 空间 结构 , 才 进一步 感到 必须 把 一 些 最 
大 本 的 概念 弄 清楚 .这 已 经 居 20 世纪 初 年 的 事 了 . 
现在 再 回 到 上 述 关于 买 与 S 的 研究 .我们 可 以 肯 提 出 一 个 与 它们 同 胚 的 空间 . 在 S 的 南 


极 N 处 作 一 个 切 平面 z, = -1, 在 这 个 平面 与 3 间 先 建立 一 个 作为 集合 的 一 一 对 应 :车 在 S> 
上 有 一 点 了 ,联结 OP 交 z; = -1 于 P,( 见 图 6-3-4), 反 之 , 若 在 Zs == 一 1 上 有 一 点 Pi ,联结 
OP: 交 5- 于 PP. 这 样 我 们 令 PP 与 P, 对 应 即 得 S82 与 4,=- 1 的 对 应 .注意 ,这 个 对 应 还 没有 拓 


展 到 3 上 ,因为 联结 O 与 赤道 上 一 点 例如 a 点 .将 得 到 一 条 与 z; = - 1 平行 的 直线 , 它 与 T= 
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-1 不 会 在 任意 有 限 远 处 相交 .所 以 ,车 想 把 这 个 一 一 对 应 拓展 到 整个 S$: 上 ,就 需要 在 此 平面 上 
梁 加 一 些 理想 元 素 ,就 如 同 把 复 平面 变 成 扩充 复 平面 要 增加 一 个 无 穷 远 点 z= oo ,使 它 成 为 黎 曼 
球 一 样 .但 是 我 们 不 能 简单 地 在 rs = -1 上 再 添加 一 个 点 .因为 在 扩充 复 平面 时 ,我 们 的 目的 是 
要 把 复 变量 的 解析 函数 推广 到 = = 附 近 ,为 此 我 们 要 利用 z= 17z 以 保持 f(z) 的 解析 性 质 ,而 
在 变换 z=171 之 下 ,扩充 的 复 平面 上 只 许可 有 一 个 无 穷 远 点 = = 00 与 +=0 四 应 .现在 我 们 拓展 
zs= -1 的 目的 是 什么 呢 ? 我 们 希望 拓展 后 的 平面 尽 可 能 多 地 保持 欧 氏 平面 的 性 质 . 在 网 氏 平 
面 上 有 两 个 互相 对 偶 的 性 质 :( 芭 经 过 两 个 不 同 点 可 以 作 一 条 且 仅 有 一 条 直线 联 线 . (ii) 两 条 直 
线 , 如 果 不 平 行 , 则 必 有 一 个 且 仅 有 一 个 有 限 远 处 的 交点 ,请 注意 ,第 二 个 提 法 就 是 著名 的 平行 线 
公设 . 这 个 公设 在 欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 表述 如 下 :“ 若 一 直线 落 在 两 直线 上 所 构成 的 同 旁 内 角 
和 小 于 两 直角 ,那么 把 两 直线 无 限 延长 ,它们 将 在 同 旁 内 角 和 小 于 两 直角 的 一 侧 相交 ." 直 到 
1795 年 , 普 蒜 非 尔 (John Playfair) 才 把 这 个 公设 改 述 为 我 们 熟悉 的 形式 ;过 直线 外 一 点 可 以 作 一 
条 , 且 仅 可 作 一 条 与 此 直线 平行 的 直线 .所 谓 平行 直线 ,《 几 何 原本 》 卷 之 定义 23 是 说 , 即 “ 向 两 
方 无 限 延伸 ,而 在 两 个 方向 上 彼此 不 相交 的 直线 . ”可见 , 欧 几 里 得 是 非常 谨慎 地 避免 说 到 “在 无 
穷 远 处 相交 "一 类 的 话 ,因为 什么 是 “无穷 远 处 "在 数学 上 是 没有 定义 的 .现在 我 们 扩充 平面 x; = 
一 1 想 达 到 的 目的 就 是 把 上 述 (i)、( 记 ) 两 条 加 以 推广 ,使 (i) 成 为 :(i) 经 过 两 个 不 同 点 (不 论 是 有 
限 远 点 还 是 无 穷 远 点 ) 都 可 以 作 一 条 且 仅 有 一 条 直线 . (ii) 则 推广 成 :(ii) 两 条 不 同 直线 必 和 有 有 一 个 
且 仅 有 一 个 交点 (如 果 它 们 不 平行 ,这 个 交点 就 是 有 限 远 点 ,如 果 平 行 ,这 个 交点 就 是 无 穷 远 点 ) 
这 样 一 来 ,平行 线 必 在 无 穷 远 处 相交 "这 个 原本 含义 模糊 的 命题 就 变 得 完全 确切 清晰 了 . 一 个 平 
面 ,这 样 添加 上 无 穷 远 点 以 后 , 称 为 射影 平面 , 记 作 RP: ,射影 平面 上 的 几何 学 称 为 射影 几何 学 . 
我 们 立刻 就 会 看 到 ,射影 平面 与 黎 曼 球 而 是 截然 不 同 的 数学 对 每. 由 此 可 见 , 为 了 达到 我 们 的 是 
的 ,首先 要 说 明和 什么 是 zx; = -1 上 的 直线 .如 果 在 z; = -1 上 已 经 有 了 一 条 我 们 熟知 的 有 限 远 
处 的 直线 (或 线段 )Z{( 或 P, 9,), 则 OP,,OQ, 决 定 RR 中 的 一 个 平面 , 它 与 半球 面 S: 沿 一 大 加 
弧 aPQb 相交 -大 圆 红 ( 劣 弧 ) PQ 对 应 于 PiQ, .在 x; = -1 上 我 们 过 到 了 什么 是 无 穷 远 点 的 困 
难 , 可 是 在 球面 S$? 以 及 S: 上 却 没有 这 个 困难 . 因此 ,我 们 把 直观 而 种 素 的 直线 "定义 "推广 为 : 
za= -1 上 ,大 图 劣 弧 的 像 就 是 直线 ,大 阅 由 通过 球 心 的 平面 决定 ,大 贺 就 是 这 个 平面 与 球面 之 
交 . 图 6-3-4 上 我 们 画 了 一 条 通过 有 限 远 点 P, 的 直线 !, 它 决定 了 相应 大 圆 的 平面 , 即 OPQ 


平面 , 它 与 赤道 平面 交 于 直径 a6. 如 上 所 说 ,a 一 5 ,而 且 我 们 以 总 为 代表 元 (ee 全 ) ,5 县 然 在 
大 贺 上 ,6 之 像 就 应 该 在 1 上 .在 相应 于 /的 大 加 劣 纺 (4a,6](a 不 算 弧 上 的 点 ,但 是 5 算 ) 上 ,只 
有 这 一 点 在 赤道 平面 上 , 它 的 像 不 在 有 限 远 处 .因此 ,我 们 定义 6 的 像 即 1 上 的 无 穷 远 点 .这 与 我 
们 的 直观 是 很 符合 的 :直线 06 与 平面 x, = - 1 平行 ,所 以 它 与 此 平面 交 于 无 穷 远 点 ,但 是 从 图 
6-3-4 上 看 ,由 P, 沿 /向 Q, 移 动 时 ,球面 上 的 相应 点 向 移动 ,因此 趋向 无 穷 远 . 但 由 加 ,向 
书 移 动 时 ,球面 上 相应 点 也 趋向 赤道 平面 ,所 以 在 / 上 也 趋向 无 穷 远 点 ,那么 是 否 在 1 上 有 两 个 
无 穷 远 点 昵 ? 没有 .因为 后 一 情况 下 球面 上 的 点 趋向 4, 而 上 面 已 经 说 过 ,a 与 5 是 粘 合 在 一 起 
的 :a 一 5, 所 以 不 论 是 向 QQ, 移动 还 是 向 已 移动 ,都 会 趋向 ! 上 前 同一 个 无 穷 远 点 .总 之 我 们 看 
到 ,在 x= -1, 即 在 RP* 上 ,每 条 通过 至 少 一 个 有 限 远 点 P 的 直线 1 上 均 有 恰好 一 个 无 穷 远 
点 , 即 大 图 与 赤道 交点 5 的 像 .上 面 我 们 加 上 了 一 点 限制 ;“ 通 过 至 少 一 个 有 限 远 点 了 的 直线 1” 
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图 6-3-4 


那么 有 没有 不 通过 任何 有 限 远 点 的 直线 呢 9 注意 到 ,每 一 条 直线 都 相当 于 一 个 大 加 (其 上 的 对 径 
点 视 为 一 点 ), 则 还 有 一 个 大 回 的 像 不 在 有 限 平面 上 ,这 就 是 赤道 平面 上 的 大 圆 (或 如 我 们 前 面 说 
的 ,只 是 这 个 大 贺 上 经 度 在 [0,x) 上 的 一 段 ). 所 以 我 们 在 平面 上 再 引入 一 条 理想 的 直线 , 称 为 无 
穷 远 直线 . 因为 其 上 的 点 都 是 某 一 直线 : 上 的 无 穷 远 点 , 古 没 有 有 限 远 点 .这 样 一 来 ,通过 两 个 不 
间 无 穷 远 点 也 有 一 条 直线 , 即 赤道 平面 上 的 大 图 ,这 条 直线 就 是 唯一 的 不 通过 任何 有 限 远 点 的 直 


线 .总 之 我 们 看 到 ,为 了 保证 S* 与 平面 za= 一 1 的 点 一 一 对 应 ,就 应 该 在 平面 上 增添 一 些 “理想 
元 素 " :每 条 有 限 直 线 ( 即 通过 至 少 一 个 有 限 远 点 的 直线 ) 上 加 上 一 个 ( 且 羽 加 一 个 ) 无 穷 远 点 以 对 
应 于 赤道 平面 上 之 大 关上 的 点 ;整个 平面 应 加 上 一 条 无 穷 远 直线 { 它 不 通过 任何 有 限 远 点 ) ,以 对 
应 于 赤道 平面 上 之 大 图, 添加 了 这 些 理想 元 素 的 平面 称 为 射影 平面 RP?*. 
我 们 还 可 以 多 说 几 句 :每 条 有 限 直 线 涨 一 个 无 穷 远 点 .这 在 直观 上 好 理解 ,可 是 这 些 无 穷 远 
点 的 集合 何以 要 称 为 一 条 直线 ,而 不 简单 地 就 说 是 “无 穷 远 点 轨迹 ”之 类 ? 一 方面 因为 这 个 轨迹 
是 杰 道 平面 上 之 大 图 的 像 ,而 大 圆 之 像 总 应 该 说 是 直线 . 还 有 男 一 个 理由 :我 们 一 开始 就 讨论 
R 中 通过 原点 的 直线 ,并且 对 每 一 条 这 样 的 直线 均 给 以 “ 齐 次 坐标 ", 即 其 方向 数 ,而 方向 数 (a ， 
a2,as) 之 三 个 分 量 不 许 同时 为 0. 其 实在 射影 几何 中 ,平面 上 每 个 点 (x,y) 也 都 有 一 个 齐 次 符 
标 : 令 zx= rivzs,y= Az3,(z1 ,X21T3) 就 称 为 此 点 的 齐 次 坐标 ,我 们 也 规定 这 三 个 分 量 不 得 
同时 为 0. 我 们 知道 ,平面 上 的 直线 方程 是 
aizr+eazy+eas=0， 
其 中 ai ,ua 不许 同时 为 0, 但 引信 齐 次 坐标 后 , 它 成 为 
六 QT Aartarritayrs=0. 《4) 
因为 (xz, ,zs ,zs) 地 位 平等 一 一 即 地 位 对 称 一 一 我 们 不 应 对 哪 一 个 有 所 偏爱 ,所 以 这 时 应 加 的 限 
制 就 只 能 是 a, .ai ,as ,不 得 同时 为 0( 否 则 (4) 式 成 为 平凡 的 全 等 式 ). 若 ao = as = 0,as 赤 0, 则 
(4) 成 为 
z3 一 人， (5) 
它 仍 是 一 条 直线 (一 次 方程 ), 称 为 无 穷 远 直线 . 同样 ,一 个 点 (z ,?) 即 (z,,zz,zi) 中 ,本 应 xz; 天 
0, 但 由 于 这 三 个 分 量 现在 是 对 称 的 ,我 们 不 应 “ 野 视 "x, ,不 应 该 不 许 它 为 0, 面 应 规定 ri ,ra ,zs 
不 能 同时 为 0( 对 方向 数 也 有 类 似 规定 ,车 *; = sz = as =0, 就 好 比 只 有 一 个 原点 , 作 不 出 任何 直 
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线 了 ) .我 们 规定 , 凡 齐 次 坐标 为 (zzr;,0) 之 点 称 为 无 穷 远 点 ,当然 它们 的 集合 是 无 穷 远 青 线 
(5) .从 这 一 段 讨 论 可 以 看 到 ,无 穷 远 点 ,无穷 远 直线 与 有 限 点 ,有 限 直 线 比 较 ,没有 任何 本 质 上 的 
特殊 之 处 .这 正 是 射影 几何 学 的 精 义 之 一 . 

有 了 这 些 讨论 ,就 可 以 看 到 欧 氏 平面 上 那 两 个 对 偶 的 性 质 现在 成 为 

(1) 这 任 训 两 个 下 网 点 必 腹 -直线 ， 

当 这 两 点 都 是 有 限 远 点 (如 图 5-3- 4 上 的 P, Q, ) ,这 直线 就 是 S* 上 的 大 图 弧 PQ ; 若 一 点 
是 有 限 远 点 已, 一 是 无 穷 远 点 5 ,就 是 过 P 与 5 的 大 圆 弧 , 它 的 像 即 过 P| 而 与 直径 ,5 平行 的 直 
线 ; 若 两 点 都 是 无 穷 远 点 ,这 直线 就 是 无 穷 远 直线 . 

《ii 任意 两 条 不 同 必 有 唯一 交点 . 

这 是 因为 两 个 大 圆 必 有 交点 ,也 是 因为 两 个 不 同 的 方程 (4) cixi + bxy + crs=0,a+ b+ 
0,i=1,2, 且 (a151501) 与 (42 ,53,c2) 不 等 价 , 必 有 非 0 的 公共 解 . 如 果 这 个 交点 不 在 赤道 
平面 上 而 是 有 限 远 点 ,这 就 是 初等 几何 中 讲 的 两 直线 相交 于 某 有 限 远 点 .如 果 这 个 交点 是 东道 平 
面 上 某 点 例如 65 点 , 则 从 初等 几何 看 来 ,这 两 条 直线 必 平 行 于 直径 a6 ,而 有 相同 的 无 穷 远 点 5 为 
其 公共 点 .这 一 点 读者 很 容易 用 立体 几何 的 简单 知识 证 明 . 

那么 普 束 非 尔 的 平行 公设 怎么 说 呢 ? 如 果 平 行 线 理解 为 不 相交 的 直线 ,那么 这 个 公设 错 了 ， 
为 它 与 ( 江 ) 矛 秆 .如 果 把 该 公设 理解 为 从 1 外 一 点 必 有 一 直线 与 ! 相交 于 1 上 的 无 穷 远 点 5, 那 
么 它 就 是 (i). 总 之 ,在 射影 几何 中 没有 给 “平行 性 " 留 下 特殊 的 地 位 ,或 者 干脆 就 说 平行 性 不 是 
射影 几何 的 概念 . 

倒是 有 一 点 应 该 强调 ,(i) 与 ( 订 是 对 候 的 :把 * 点 "与 < 直线 * 互 换 一 下 ,(i) 就 变 成 (ii) ,(ii) 就 
变 成 (i). 射影 几何 中 许多 最 基本 的 定理 都 是 对 偶 的 ,只 要 证 明 了 其 一 ,把 其 中 的 点 与 直线 互 换 
就 得 到 另 一 个 对 偶 的 定理 .初等 几何 中 的 许多 定理 都 有 这 样 的 炸 质 . 而 在 现代 数学 中 点 z 与 方 
向 数 所 代表 的 向 量 的 对 个 关系 ,起 了 十 分 重要 的 作用 我 们 在 第 五 章 中 还 联系 着 量子 力学 讨 
论 了 这 种 对 侦 关 系 . 这 种 对 伪 关 系 和 射影 几何 中 的 对 侦 关 系 本 质 上 是 相通 的 . 

我 们 似乎 离 题 太 远 , 这 是 有 原因 的 . 射影 几何 起 源 于 透视 ,这 在 建筑 学 与 绘画 中 都 是 基本 
的 ,在 19 世纪 中 ,射影 几何 成 了 数学 发 展 的 主流 的 一 个 突出 的 部 分 . 当然, 时过境迁 ,现在 可 以 说 
是 风光 不 再 了 .然而 , 它 的 许多 基本 概念 都 成 了 数学 中 不 可 少 的 财富 . 由 于 它 与 默 比 乌 斯 带 等 等 
有 密切 关系 ,而 默 比 乌 斯 带 在 许多 问题 上 又 是 典型 ,如 它 的 单 侧 性 ,不 可 定向 性 {在 下 一 章 我 们 将 
看 到 这 些 概 念 在 微 积 分 中 是 多 么 重要 )， 所 以 ,对 射影 几何 的 一 些 基本 概念 还 是 知道 一 些 为 好 . 
因为 现在 大 学 的 数学 课程 一 般 都 不 再 讲 有 关内 容 了 ,我 们 借 此 机 会 在 这 里 多 占用 一 些 篇 幅 讲 了 
以 上 的 内 容 . 下 面 还 是 回 到 拓扑 学 的 问题 . 


我 们 上 面 实际 上 是 讲 了 三 个 集合 即 X(R’ 中 过 原点 之 直线 的 集合 ),S 以 及 RP* 之 间 有 一 
一 对 应 关系 .但 是 重要 的 是 如 何在 其 上 建立 拓扑 ,从 商 使 得 这 些 集合 之 间 的 一 一 对 应 变 为 拓扑 空 
间 的 同 胚 .这 里 最 容易 的 从 S? 开始 , S* 上 如 何 定义 开 集 似乎 直观 上 没有 什么 困难 .我 们 也 可 以 
一 言 以 项 之 :让 S$? 赋 有 R? 的 平 空间 拓扑 , 即 UCS? 为 一 开 集 , 当 且 仪 当 有 一 个 了 的 开 集 了 ， 
使 U=V 人 NS? .进一步 我 们 来 定义 时 上 的 拓扑 ,由 于 S* 是 S? 在 一 种 等 价 关系 -下 的 商 空间 ， 


我 们 说 UCS: 是 一 个 开 集 的 意义 如 下 : 任 找 一 个 =E UU, 它 在 S: 中 所 冠 义 的 等 价 闫 旦 5 的 一 
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个 子 集 1z, -~ +i ,把 这 些 子 集 ( 注 意 ,不 是 看 作 -- 个 等 价 类 而 是 看 成 一 个 子 集 ) 并 起 来 ,得 到 一 个 
V( 用 一 个 很 容易 看 懂 的 写法 :V = UU(- U)) ,如 果 V 是 S: 的 一 个 开 集 ,我 们 就 说 L 是 S? 的 
一 个 开 集 ,这 就 是 拓扑 学 中 在 商 空间 中 定义 商 折 扑 的 方法 - 这 件 事 看 来 简单 ,但 有 一 些 细微 之 处 
要 注意 ,例如 看 图 6-3~2, 在 和 A 点 附近 的 UU , 它 在 S? 中 的 等 价 类 之 并 分 成 两 块 ,一 块 是 S 上 
所 附近 的 避 - , 另 一 块 是 “下 半球 面 "S 上 B 点 附近 的 品 , (图 上 上 的 阴影 区 域 ) .如 果 A 点 附近 的 
U- 是 包括 了 赤道 大 圆 红 的 话 , 则 日 附近 的 IJ, 也 应 包括 赤道 大 图 绝 . 这 两 块 并 起 来 并 非 Sz 中 的 


开 集 .但 车 在 鱼 中 到 UUU. 而 且 包 括 赤道 大 圆 弧 , 妈 隐 6 -3 一 2 中 分 离 的 两 块 U, ,它们 一 
在 A 点 附近 ,一 在 B 点 附近 , 则 它 在 S? 中 的 等 价 类 之 并 合成 两 块 , 即 图 6 - 3 -2 上 的 两 块 连通 


的 UUDU, .它们 都 跨 过 赤道 大 阅 , 而 且 都 是 S: 上 的 开 集 ,因此 其 并 也 是 开 的 ,所 以 5S2 上 和 分离 


的 两 块 U , 合 在 一 起 算是 于 的 开 集 . 有 了 生 上 的 拓扑 , 即 可 定义 RP? 上 与 和 上 的 拓扑 . 我 们 
来 看 前 者 ,如 果 记 图 6-3-3 上 由 OQ 到 PP 到 ,之 映射 为 g, 我 们 说 UCRP? 为 一 开 集 ,如 果 它 


是 S 上 某 开 集 Y 的 像 的 话 ; U= 9(Y), 按 前 面 的 说 法 ,这 样 在 RP? 上 定义 拓扑 乃 是 保证 有 为 
连续 映射 的 最 强 的 拓扑 ,但 同时 也 是 使 p…: RP? S? 为 连续 的 最 弱 的 拓扑 .所 以 这 是 使 了 为 同 
胚 ( 即 gq 与 p” 均 为 连续 ) 的 唯一 的 拓扑 .对 三 也 可 同样 规定 其 拓扑 . 

总 之 ,我 们 得 到 的 不 只 是 X，Sz 与 RP? 作为 集合 -一 对 应 ,而 且 是 它们 作为 拓扑 空间 的 
胚 .这 三 个 空 条 实际 是 相同 的 ,是 射影 平 而 的 三 个 不 同 的 表示 方法 . 

把 它 与 黎 曼 球 比较 就 会 感到 , 原 米 两 个 局 部 地 看 来 完全 一 样 的 拓扑 空间 (二 者 局 部 地 看 都 是 
R 的 一 部 分 ) ,整体 地 看 却 完全 不 同 .这 样 不 由 得 提出 一 个 问题 :给 出 两 个 拓扑 空间 X 与 Y 怎样 
看 出 它们 是 否 同 用 的 昵 ? 这 是 拓扑 学 的 根本 问题 ,也 是 无 法 完全 解决 的 问题 . 

讲 完 了 关于 拓扑 空间 发 其 映射 的 基本 概念 以 后 ,读者 可 能 会 想到 ,是 否 应 该 继续 讨论 有 关 序 
列 极限 等 等 问题 了 .很 遗憾, 不 可 以 . 通 赏 凡 讲 到 序列 问题 时 ,总 是 联系 着 度量 空间 的 . 关于 序列 
的 一 些 基本 定理 在 一 般 拓扑 空间 中 并 不 成 立 . 当然 ,在 微 积分 中 有 一 些 极 限 是 不 能 归结 为 序列 极 
限 的 ,例如 在 第 四 章 中 就 讲 到 , 黎 曼 积分 的 积分 和 的 "极限 "应 该 说 成 是 上 ,下 和 的 下 、 上 确 界 更 
好 .为 了 讨论 这 一 类 极限 问题 ,以 及 把 极限 与 收敛 性 问题 放 在 拓扑 空间 来 讨论 ,就 需要 引入 * 网 " 
(net) 的 概念 .这 是 拓扑 学 的 另 一 篇 章 ,我 们 在 此 割爱 ， 

3, 紧 拓 扑 空间 ”现在 回 到 拓扑 空间 的 两 个 重要 的 特性 : 紧 性 与 连通 性 . 在 这 里 我 们 将 看 划 
一 般 的 拓扑 空间 与 前 而 讲 过 特殊 的 拓扑 空间 一 一 度量 空间 有 多 么 大 的 差别 .同时 也 把 一 些 可 以 
在 上 一 节 就 开始 讨论 而 没有 展开 的 问题 在 这 里 继续 下 去 .但 在 这 之 前 ,我 们 先 介绍 一 个 似乎 不 起 
眼 而 又 十 分 重要 的 概念 一 一 可 分 离 性 . 

定义 1 闭 (X.， 坟 < 类 直 加 ,车 中 任意 再 丰 辐 点 。 号 =， 均 有 其 人 是 以 = 1 
2) ,使 NU,= 纪 ,. 这 时 XxX 称 为 豪 斯 多 夫 空间 ( Hausdorff space) ,或 可 分 离 空间 . 

这 个 概念 似乎 是 完全 平凡 不 足 道 的 , 它 无 韭 说 中 的 两 个 不 同 点 r, 与 .x; 总 是 可 分 离 的 .在 
度量 空间 中 它 必 然 成 立 ( 读 者 可 以 自己 证 明 ) ,但 在 一 般 的 拓扑 空间 中 它 确 实 可 能 不 成 立 . 举 一 个 
平 几 不 吓 道 的 例子 ,车 < 是 平凡 的 拓扑 , 即 只 有 好 与 入 关 个 开 集 ,这 种 不 相交 的 邻 域 就 找 不 到 
了 . 可 是 在 数学 中 确实 还 有 非 平凡 的 拓扑 空间 也 其 非 豪 斯 多 夫 的 ,这 说 明 拓扑 空间 确实 是 一 个 


可 
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极 广泛 的 概念 ,我 们 有 时 不 得 不 稍 加 限制 使 它 更 接近 我 们 熟悉 的 度量 空间 . 引 人 这 个 概念 目的 在 
此 . 附 蒂 所 一 句 , 引 人 (X,c) 的 可 分 离 性 还 是 因为 下 一 章 将 讨论 的 微分 流 形 必须 是 可 分离 的 . 若 
不 然 , 微 积分 中 许多 重要 工具 都 会 失效 . 

下 面 我 们 开始 讨论 紧 性 , 对 于 一 般 的 度量 空间 ,$1 中 已 经 讲 了 的 关于 灵 的 紧 性 的 结果 
($1, 定 更 5) 现 在 要 作为 定义 来 用 

定义 12 设 (X,) 为 一 新 扑 空间 , 闭 X 之 任 二 开 覆 瘟 1 Li 中 必 有 一 个 有 限 子 覆 盖 , 则 称 
(rz) 为 紧 灾 间 .车 ACX 为 ~- 子 集 , 且 4 作为 (X,r) 之 子 空 间 是 紧 的 , 则 A 称 为 紧 集 、 

注 上 面 说 A 作为 于 空间 即 指 A 上 赋 有 让 X 诱导 而 得 的 子 空 间 拓扑 . 所 以 当 我 们 说 | 
是 A 的 开 覆 盖 时 , [就 是 子 空 间 拓扑 中 的 开 集 . 亦 即 存在 (X,r) 中 的 开 集 V ,使 U= VA， 
因此 ,在 许多 书 中 讲 A 是 紧 集 时 说 :* 若 有 A 的 并 覆盖 | Vi ,其 中 V, 是 X 中 之 开 集 , 则 必 有 4 
的 有 限 子 覆盖 ”, 这 与 我 们 的 讲法 当然 是 一 致 的 . 

这 个 定义 当然 地 适用 于 度量 空间 

定理 6 车 广 (X,r) 一 (Y,o) 为 连续 ,ACX 为 紧 集 , 则 f(A)CY 也 是 紧 集 ， 

证 设 ! | 是 /(A) 的 开 覆 盖 ( 这 里 的 用 法 是 指 V。 是 Y 中 的 开 集 ), 由 于 是 连续 的 , 故 
(VD)= U, 是 (是 ,r) 的 开 集 ,而 且 | U1 是 A 的 开 屠 盖 , 因 为 A 是 紧 集 , 故 必 有 1U, | 的 一 个 


有 限 子 集 |U,,…, Uw 使 A UU 从 而 f(A)CU A(D,)= [jw , 即 是 说 | V ,TV | 是 


f(A4) 的 有 限于 覆盖 ,从 而 f(A) 为 紧 .证 些 . 

注 如果 A = 义 , 这 个 定理 仍 成 立 . 

紧 集 在 连续 映射 下 之 像 仍 为 紧 ,但 (Y,o) 中 的 紧 集 K 在 (X,r) 中 的 原 像 则 不 一 定 为 紧 , 如 
果 对 YY 之 任 一 紧 子 集 K,f:(K)CX 仍 为 紧 , 则 了 称 为 适当 的 (proper}. 

紧 集 在 同 凸 映射 下 之 像 当然 仍 是 紧 的 .这 个 简单 的 事实 却 告 诉 我 们 一 个 重要 事实 :车 = 了 
RR,A=[a,6]CX,B=(a,8)EY, 则 [a,5] 与 (a,8) 决 不 可 能 同 胚 ,否则 (a,6b) 将 成 为 及 的 
紧 子 集 .但 在 $1 中 我 们 已 经 看 到 实数 系 的 紧 子 集 必 为 有 界 闭 集 , 丽 (e ,5) 不 是 有 界 闭 集 ,所 以 
它 与 [a,5] 不 可 能 同 胚 ,由 此 看 来 , 开 区 间 与 闭 区 间 的 拓扑 性 质 有 很 大 的 区 别 .到 高 维 R" 时 , 情 
况 也 一 样 .所 以 在 整个 微 积分 理论 中 ,我们 时 时 都 要 注意 是 在 开 集 还 是 在 闭 集 上 讨论 问题 . 最 简 
单 如 函数 姑 ) 的 连续 性 ,在 闭 区 间 上 讨论 时 我 们 习惯 把 连续 性 了 解 为 单 侧 连 续 性 ,只 是 最 简单 
的 例证 . 

紧 性 与 闭 性 有 密切 的 关系 ,我 们 有 

定理 7 紧 变 间 X 的 亲子 集 A 必 为 紧 集 - 

证 设 4 有 一 个 开 覆 盖 | U1 ,因为 A 为 际 ,所 以 A" = 和 \ A 是 X 的 一 个 开 子 集 , 记 作 7 ， 
于 基 | [7 , [| 构成 X 的 开 覆 盖 , 而 存在 一 个 有 限 子 覆 盖 . 不 失 一 般 性 ,我 们 可 把 U? 也 列 人 这 个 


子 落 盖 中 ,而 得 有 限 子 覆盖 为 {U4,…, Us ,UP ,所 以 X= UAU[ [or ] .所 以 上 趟 右 方 亦 必 各 


盖 有 ,但 人 A= 儿 , 所 以 AC LU,, 即 是 说 从 |U,| 中 可 以 找到 入 的 有 限 覆盖 | UU, ,…， 


Uw, 所 以 A 是 紧 集 . 
这 个 定 更 的 逆 则 不 太一 样 了 . 
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定理 8 迹 基 多 太 窑 辐 的 紧 千 集 A 必 为 团 . 
证 为 证 4 是 闭 集 ,只 需 证 明生 一 点 xzEA =X\ 有 AA 必 有 -个 与 A 不 相交 的 邻 域 V 即 可 . 
为 此 任 取 一 点 zE A, 由 于 X 是 巷 斯 多 夫 空 间 , 故 必 有 zz 与 z 的 开 邻 域 V. 与 U, 互 不 相交 : 
VN U,= 名 ,但 1 U.|,ea 是 A 的 一 个 开 覆盖 , 故 必 有 一 个 有 限 子 覆盖 | Ur, DD,| 使 AC 


册 = U. 相 应 地 则 有 = 的 有 限 多 个 开 邻 起 | Yi，…，Vu1 使 V, 与 0, 不 相交 . 记 v= 人 Nv, 
易 见 zxE V,ACU 而 且 VN U= 多 .事实 上 ,车 有 某 点 yE€ VN U 则 y 必 属 于 某 个 UU ,同样 yE 


V= 峭 二 CV 于 是 WNU, 中 有 至 少 一 个 元 》 而 非 空 集 ,这 与 六 MU. = 克 相 矛盾， 


上 而 我 们 实际 上 证 明了 比 定理 所 宣布 的 更 多 的 结果 : 厅 但 x 有 一 个 邻 域 与 A 不 相交 ,而且 
还 与 A 的 某 个 邻 域 U 不 相交 ,而 这 又 是 下 面 结果 的 特例 

定理 9 设 X 是 类 家 去 突 间 ,A A: 为 之 互 不 相交 的 电子 集 , 则 必 存 在 A，,A: 之 人 
TW 与 Wi, 使 WN 由 WwW,= 多 . 


证 任 到 一 点 z€ A,, 用 定理 8 的 证 法 , 必 可 我 到 xz 的 邻 域 V.( 即 上 而 证 明 中 的 人 双 ) 与 


A 的 邻 域 U,( 即 上 而 的 DU, = 口 ) ,使 得 VU,= 儿 ,而 AsCCU,, 但 是 1V.| .ea 构成 A, 的 


开 覆 盖 , 所 以 可 以 由 其 中 选 出 有 限 个 V, 来 :| V,,…, Vw| ,使 得 ACN Ve= Wi, 在 |U, lsen, 


中 取出 相应 的 fU,,…, Ux |, 则 As 忆 UU,= W,,W, 是 A, 的 开 邻 域 ,而 且 仿 照 上 所 的 证 潜 。 
琴 , 站 多 := 他 .定理 证 些 . 

这 个 定理 告诉 我 们 ,一 个 空间 若 为 豪 斯 多 夫 空 间 , 则 不 但 其 不 同 点 是 互相 分 离 的 ,而 且 其 不 
相交 的 紧 子 集 也 是 互相 分 离 的 . 

译 此 ,我 们 试图 来 刻画 一 个 酉 扑 空间 的 全 部 紧 子 集 .最 简单 的 情况 当然 是 R* ,我 们 可 以 证 
明 ,R" 中 的 全 部 紧 子 集 , 即 全 部 有 界 闭 集 .所 以 早期 一 点 的 微 积分 教材 时 常 不 讲 紧 性 这 个 概念 ， 
而 只 讲 其 有 界 闭 集 如 何如 何 .不 言 而 喻 ,R”" 必 是 豪 斯 多 夫 空 间 . 

定理 10 R" 的 紧 子 集 , 即 R" 的 有 界 闭 集 . 

证 我 们 只 对 n=1 来 证 明 , 先 证 R' 中 的 有 界 闭 集 A 为 紧 集 .这 在 本 质 上 就 是 $1 定理 6 
《 海 涅 ~ 博 雷 尔 定理 ) ,不 过 那里 讲 的 只 是 闭 区 间 [a ,5] 而 不 是 一 般 的 有 界 闭 集 4 ,所 以 要 稍 作 修 
改 .因为 A 是 有 界 的 ,所 以 必 有 一 个 有 界 闭 区 疗 [ wr,M], 使 AC[m,M]. 令 A =[m,M]\ A, 则 
全 是 子 空间 拓扑 中 的 开 集 . 设 有 4 的 开春 盖 | ;| , 则 1 局 ,A'| 构 成 [m ,IM ] 的 开 要 盖 , 而 由 $1 
定理 6, 必 有 一 个 有 限 子 覆盖 }; U,,…, U ,A'| ,我 们 一 定 可 以 把 A' 取 走 ,这 不 会 有 影响 . 于 是 
10，…, Un! 成 为 A 的 覆盖 ,从 而 A 为 紧 . 

再 证 另 一 方面 . 设 4 为 R"(n=1) 的 紧 子 集 , 今 证 A 是 Rtn 1) 的 有 界 闭 于 集 . 因 为 R" 是 
训 斯 多 夫 空 间 , 由 定理 8 知 A 为 闭 集 ,余下 的 只 要 证 明 A 为 有 界 的 即 可 , 作 开 区 间 I = 
(一 ,7), 则 4,1 是 A 的 一 个 开 覆 盖 ( 注 意 A 中 的 元 都 是 数 ,而 + oo 不 是 数 .所 以 A 中 任 一 个 > 
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必 位 于 某 个 开 区 间 寺中) .由 A 之 紧 性 , 必 有 有 限 多 个 工 ,使 ACU SM- mag 
< 主 %, 则 ACL -~ M,M] 中 从 而 A 有 界 ,证 毕 . 

至 此 ,我 们 已 成 功 地 刻画 了 R" 中 的 全 部 紧 子 集 . 那 么 读者 会 问 , 能 否 类 似 地 刻画 度量 空间 
中 的 全 部 紧 子 集 即 全 部 有 界 闭 集 , 至 少 是 刻画 巴 拿 赫 空间 战 希 尔 估 特 空间 的 全 部 紧 子 集 即 为 有 
界 闭 集 呢 ? 不 行 ,而 且 这 是 有 深刻 的 理由 的 .所 以 我 们 暂时 把 它 放 在 一 边 而 来 进一步 讨论 紧 性 ， 
不 过 从 现在 起 我 们 要 特别 注意 一 般 的 拓 孙 空间 与 度量 空间 的 区 别 了 ,至 少 ,所 有 度量 空间 都 是 豪 
斯 多 夫 空 间 ( 请 读者 自己 证 明 ) ,而 一 般 拓扑 空间 则 不 一 定 是 . 

先 看 定义 在 一 紧 集 A 上 的 连续 活 数 的 性 质 ,这 个 连续 函数 f(x),z€ A, 可 以 看 成 是 由 ACX 
CX 是 一 个 拓扑 空间 ) 到 RR 的 连续 映射 . 

定理 11 设 (X,r) 是 一 个 拓扑 空间 ,ACX 基 X 的 紧 子 集 .F(z):A~R 是 A 上 的 连续 还 
数 ,这 时 /(x) 必 窟 是 外界 本 数 , 响 县 名 以 达到 其 上 ,下 仿 界 ， 

证 这 个 定理 就 是 $1 定理 7 的 (i), 我 们 换 一 个 更 简单 的 证 法 ,可 以 更 清楚 地 看 到 它 与 度量 
性 质 没 有 关系 .可 以 说 它 是 一 个 纯粹 紧 性 的 证 明 . 

由 定理 6,7(A) 必 为 及 之 紧 子 集 . 由 定理 10 又 知 FA) 是 朋 界 闭 集 ,既然 CA) 作为 了 之 值 
域 是 有 界 集 , 故 ALz) 在 A 上 有 上 .下 确 界 MM=supf(5) ,m=inff(x), 又 因 用 A) 是 闭 集 ,其 FF、 
下 确 界 必 是 /( 人 4) 中 之 点 ,因此 存在 z, ,xz;€ 4 使 f(x,)=M,f(x,)=m. 定 理 证 毕 . 

读者 会 问 , 8 1 定理 7 之 ( 训 即 关于 一 致 连续 性 义 如 何 ? 一 致 连续 性 是 一 个 度量 性 质 ,因此 
(让) 在 一 般 拓 填空 间 上 的 推广 要 利用 一 种 介 平 度 量 结构 与 拓 扩 结构 中 的 概念 ,我 们 就 不 再 讨论 
了 . - 

我 们 在 微 积 分 教材 中 都 会 看 到 一 个 基本 定理 , 即 任 一 无 穷 集 都 至 少 有 一 个 极限 点 仍 在 此 空 
间 中 .车 一 拓扑 空间 有 此 性 质 ,就 说 它 具 有 和 狐 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 查 诺 件 质 .要 注意 ,由 定义 6, 极 
限 点 之 定义 只 与 领域 有 关 , 它 是 一 个 一 般 的 拓扑 性 项 ,而 与 序列 概念 无 关 , x 是 极限 点 即 指 z 之 
任 一 邻 域 中 有 集合 A 中 与 > 不 同 的 点 . 这 与 存在 一 个 收敛 于 xz 的 子 序列 的 概念 是 两 回 事 .这 一 
点 必须 十 分 注意 . 

定理 12 时 空间 X 必 县 有 妆 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 在 涝 性 质 ， 

证 设 SCX 没 有 极限 点 , 今 证 $ 必 为 有 限 集 ， 

任 取 一 点 x*EX, 必 可 找到 一 个 开 邻 域 U, ,使 得 

,| 多， 苦 了 人 SS， 
CS 闫 sz€s, ‘0) 
否则 的 话 ,z 将 是 $ 的 极限 点 ,10.1 ,ex 是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 因 为 X 是 紧 的 , 放 从 | UU,| 中 可 以 取 
出 月 限 多 个 | 0 ,U,，,… ,Us| 来 要 盖 S, 但 由 (6) 式 , U 中 或 者 没有 S 之 元 ,或 者 只 有 一 个 元 .所 
以 S 必 为 有 限 集 ， 

读者 会 问 ,这 个 定理 之 逆 是 否 成 立 ” 如果 成 立 , 则 我 们 可 以 就 用 狐 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 查 诺 性 
质 作为 紧 性 的 定义 ,可 以 明确 指出 ,这 是 不 可 能 的 .由 它 只 能 得 到 较 细 的 结论 :从 和 之 任 一 可 数 
开 覆 盖 中 可 以 找到 有 限 子 覆 盖 . 因此 , 紧 性 的 定义 只 能 是 定义 12 而 不 能 用 “无 穷 子 集 必 有 极限 
点 "来 代替 ,更 不 能 用 “任意 序列 均 有 收敛 子 序列 "来 代替 . 

下 而 我 们 转 到 麻 量 空间 中 的 紧 性 .为 此 ,我 们 先 要 给 出 一 个 技术 性 的 结果 - 
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定理 13( 勒 贝 烙 引 理 ) 设 X 为 一 和 度量 训 间 ,1 U | 为 其 一 个 开 覆 著 , 则 存在 一 个 常数 5> 
0( 称 为 1 D, | 的 勒 中 格 数 ) ,使 X 之 任 一 直径 小 于 8 的 集合 必 合 于 1 UU; | 之 某 一 元 内 . 

证 用 p 表 示 X 中 的 度量 ,B,(P) 表 示 以 了 为 心 ,r 为 半径 的 球 . 一 个 集合 U 之 直径 即 
,ez 

我 们 用 反 证 法 证 明 它 . 设 定理 结论 不 真 , 则 必 存 在 X 之 子 集 序 列 A, ,使 所 有 4, 均 不 含 于 
和 U, 1 之 任 一 元 U, 内 ,但 diam A. 0. 在 4. 中 选 一 点 z ,于 是 得 一 无 穷 于 集 | z, } ,由 狐 尔 斯 特 
拉 斯 - 波 尔 查 诺 性 质 ,这 个 子 集 有 极限 点 了, 因为 1U, | 是 X 的 一 个 开 覆盖 , 故 必 有 一 个 UE 
i 使 PE U. 今 取 e>0, 使 B(P)CU, 再 取 NN 足够 大 使 得 (i) diam hv < 6/2; (ii) rwE 


Bs(P), 于 是 o(zv,P)< 计 ,而 对 A. 之 任何 一 点 zp(z,P) 扩 p(x ,zw)+ p(xw,P)<s. 这 表 
明 AsCUE {U1, 这 与 Aw 不 含 于 | U, {之 任 一 元 之 内 相 牙 盾 . 

注 以 上 说 |z,1 是 一 无 穷 子 集 需要 解释 ,因为 一 个 集合 中 每 个 元 只 能 计 一 次 (而 序列 则 不 
然 , 若 说 |z,1 是 一 序列 , 即 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 , 则 同一 个 x, 可 以 出 现 多 次 ,例如 $2 讲 到 
度量 空间 完备 化 时 讲 到 的 常 驻 序列 ), 而 这 里 的 r, 取 自 A, 却 是 可 以 重复 的 . 若 x, 重复 了 无 穷 
多 次 ,我 们 即 可 用 = 代替 极 限 点 ,也 就 取 zu 为 zw, 车 ru 只 重复 有 限 次 , 则 只 计 一 次 还 会 留 下 
无 穷 多 个 不 同 的 z。 而 上 面 的 讨论 可 以 顺利 进行 . 

现在 我 们 就 来 讨论 度量 空间 的 紧 性 ,注意 , 它 与 一 般 拓扑 空间 是 有 区 别 的 . 

首先 来 看 一 致 连 续 性 , 设 X,Y 是 两 个 度 景 宅 间 ,其 度量 分 别 是 6 与 9, 我 们 说 映射 /:X 一 Y 
是 一 至 连续 的 (或 者 准确 一 点 说 是 关于 (p，o) 一 致 连续 的 ) 是 指 对 任意 >0, 必 可 找到 常数 8(e) 
>0, 使 当 p(riyz:)<3 时 ,c(F(zi) ,f(xy)) <e,8(e) 与 XX 中 取 z,,z, 之 取 法 无 关 . 

定理 14 车 X,Y 为 度量 空间 :其 度量 为 p 和 。, 若 X 为 三 , 则 -- 切 并 续 映 射 /:X 一 Y 必 在 
上 上 一 至 连续 . 

证 因为 /已 设 为 连续 , 故 对 任 给 的 。>0 以 及 xE XX 必 可 找到 8(e,zx)>0, 使 当 YE 
BAN ,ef (2), f (4)) < 三 . 球 1Br(z)1 构 成 X 的 开 禾 盖 ,因此 有 一 个 有 限 子 改 盖 
1B2 (zi)1,=1,2,… ,NN .相应 于 这 个 覆盖 , 必 有 其 其 幢 格 数 3(e) >0, 它 与 x 无 关 . 今 设 有 任 
意 两 点 x 与 x 适合 p(x“)<5, 这 时 x 与 7* 必 同属 于 同一 个 1B7( xs) ,因此 

of) fa Do FzY, Hn) + ol fr) f(r")) 


< 到 + 于 =e. 
定理 证 毕 . 
企 许多 微 积分 教 本 中 常 以 任 一 无 穷 序 列 | z,| 均 有 收 敏 子 序列 作为 紧 性 的 定义 ,这样 做 明显 
是 有 问题 的 ,因为 前 面 我 们 一 再 提 到 ,把 有 关 极 限 的 问题 归结 为 序列 问题 - 般 说 来 适用 于 度量 空 
间 .但 是 有 一 个 重要 的 例外 .广义 函数 理论 中 的 那些 函数 空间 一 般 不 是 度量 空间 ,但 是 在 第 四 .五 
两 章 中 讲 到 广义 函数 空间 的 打 扑 性 质 时 ,总 是 使 用 序列 . 这 是 需要 专门 研究 的 . 本 书 中 我 们 不 能 
去 做 这 种 研究 ,但 是 应 该 指出 这 样 做 是 必需 的 ,而 且 是 可 能 的 .在 紧 性 概念 问题 上 我 们 已 经 有 了 
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三 个 概念 :以 覆盖 为 基础 的 紧 性 定义 ;以 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 查 诺 性 质 为 基础 的 紧 性 定义 :现在 又 
有 了 以 子 序列 收 伍 为 基础 的 紧 性 定义 ,更 确切 一 点 ,有 

定义 13 设 X 为 一 度 医 空间 ,车 XX 之 任 二 无 穷 序列 | z, | 都 有 收敛 的 子 序 列 , 即 有 子 序列 
iz | 收 证 于 X 中 某 个 元 , 则 称 X 为 列 紧 空间 (sequentialiy compact space)， 

我 们 有 以 下 的 基本 定理 . 

定理 15 阁 闵 为- 朗 最 宏 间 , 则 以 下 三 个 全 等 价 ， 

(人 久 为 紧 ; 

(ii》X 具有 魏 尔 斯 特 拉 斯 <- 波 尔 查 诺 性 质 ; 

(ii) X 为 列 紧 . 

证 《iD 一 (i: 即 定理 12 应 用 于 度量 空间 . 

(让 (00: 设 1z.1CX 为 一 无 穷 序列 . 定理 13 的 注 中 我 们 强调 了 ,一 个 序列 | >, | 与 子 集 
1 zj 之 区 别 在 于 前 者 允许 有 相等 的 x, ,后 者 则 不 允许 . 今 设 {z.i 中 有 无 穷 多 个 后 此 相等 的 元 ， 
即 有 zs 一 fo 二 = ,于 是 子 序列 zw | 是 一 个 常 驻 序列 , 它 自然 收 伍 于 zeE .车 1x,! 中 没 
有 无 穷 多 个 相等 的 元 , 则 可 以 找到 一 个 子 集 仍 记 为 | zj (即将 相等 的 元 只 留 一 个 以 后 删 去 其 多 
余 者 ), 它 是 一 个 无 穷 子 集 . 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 - 波 尔 查 诺 性 质 , 它 必 有 一 个 极限 点 zc 闫 ,但 zx, 之 
任 一 邻 域 中 均 可 找到 | z, | 之 至 少 一 个 与 x。 不 同 的 (这 是 由 极限 点 之 定义 6 得 知 的 ) 点 . 今 任 取 
这 样 一 个 点 zn, ,并 令 pplz :xzo) = 81 这 0, 于 是 在 Bi (zo) 中 又 可 我 到 一 点 ZX, ,使 (Zn ,ro) 


一 ea>0, 且 < 艺 , 仿 此 可 得 一 个 麻 列 zs 4, 使 p(x ,xzo) 一 ce< 寺 si< < 
0., 很 明显 jim zw = zx。 而 (ii) 得 证 ， 

《ii 之 (GD): 设 X 为 列 紧 而 | Di 1 是 X 的 一 个 开 覆 盖 . 由 勒 贝 格 引 理 (这 个 结果 是 对 紧 空 间 证 
明 的 , 但 是 读者 容易 看 到 ,定理 13 之 证 明 对 列 紧 空 间 也 是 有 效 的 ) ,这 个 开 覆 盖 应 有 翰 贝 格 数 6， 


今 取 0<3<e 并 证 明 必 有 有 限 多 个 以 6 为 半径 的 球 1B,，…, Bw ,使 B, 汪 X, 这 一 点 可 用 反 


证 法 证 明 . 若 它 不 对 , 则 以 某 个 zx 为 心 ,6 为 半径 的 球 B, = B, (xi ) 不 能 覆盖 X, 帮 有 x, EX \ 
Be(z) 再 作 B= B(za), 旭 BiU Bs 仍 不 能 覆盖 六 , 敌 必 有 zx, EZ \ (BiUB2), 而 plz ,zs) 
之 6,0(zy, za) 之 8, 再 作 B, = Bs (zs), 并 找到 zx. 仿 此 ,可 以 找到 一 个 无 窃 序 列 |x, | ,使 
Of(zo oT) 字 8,n 关 m .这样 一 个 无 穷 序 列 |x, | 因为 其 中 任 两 个 元 距离 不 小 于 8 >0, 而 它 不 可 能 
有 收敛 子 序 列 , 这 与 六 之 列 紧 性 艺 盾 .定理 证 毕 . 

于 是 我 们 看 到 在 度量 空间 中 这 三 个 有 关 紧 性 的 概念 是 等 价 的 ,而 在 非 度量 空间 则 不 一 定 .这 
就 是 在 一 般 拓 扑 空间 中 三 个 概念 不 能 混淆 的 原因 

下面 我 们 进而 讨论 一 个 在 许多 数学 分 支 中 都 一 再 出 现 的 有 关 紧 性 的 问题 . 即 给 出 一 个 空间 
或 其 一 个 子 集 , 弄 清楚 在 什么 条 件 下 它们 是 紧 的 .因为 我 们 现在 主要 关心 的 已 不 再 是 有 关 紧 性 的 
一 般 概 念 ,我 们 将 把 注意 力 放 在 最 常见 的 空间 上 ,首先 是 赋 范 线性 空间 (包括 内 积 空间 ). 这 些 空 
间 都 是 有 线性 结构 的 ,因此 也 就 有 维 数 ,而 我 们 很 快 就 发 现 , 维 数 在 这 里 起 了 决定 作用 . 

人 1 中 我 们 已 看 到 ,R' 是 局 部 紧 的 , 即 任 一 点 都 有 一 个 邻 域 ,其 闲 包 为 紧 . 例 如 RL 上 一 点 zo 


El 


Zr 而 且 > 
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的 邻 域 就 可 以 取 为 含 此 点 的 区 间 , 其 闭 包 就 是 闭 区 间 [a ,5], 而 xo 为 其 内 点 , 它 当 然 是 紧 集 一 一 
即 作为 R' 之 子 空间 ,在 子 空间 拓扑 下 是 紧 空 间 .R' 是 线性 空间 ,直观 地 看 就 是 一 条 平 直 的 直线 ， 
其 各 点 的 邻 域 本 质 上 是 一 样 的 ,或 者 用 数学 语言 表述 ,其 上 的 平移 变换 是 一 对 一 的 仿 射 (但 不 是 
线性 ,因为 在 平移 下 原点 不 是 不 变 的 ) 周 构 与 拓扑 间 征 .所 以 要 证 明 xo 的 邻 域 闭 包 为 紧 只 需 证 
明 z=0 的 邻 域 闲 包 [ 一 a,aj,a >0 为 紧 . 再 以 0 为 中 心 作 一 个 相似 变换 , 它 也 是 线性 同 构 又 加 
上 同 胚 ,而 且 把 [ ~ a,aj] 变 成 1 维 单位 球体 [ 一 1,1], 所 以 证 明 R' 为 局 部 紧 , 只 需 证 明 其 以 0 为 
心 的 单位 球体 为 紧 即 可 ,对 于 R" 也 是 一 样 . 

R' 为 局 部 紧 但 本 身 并 不 为 紧 , 这 是 非常 重要 而 又 自然 的 .这 都 是 R' 这 个 空间 的 “均匀 性 " 造 


成 的 .要 证 明 R' 非 紧 我 们 建议 用 以 下 证 法 . 以 整数 天 为 心 ,之 为 半径 作 开 区 加 五 二 


一 工 必 + 冯 ] ,很 明显 1] ,= 0, 二 1, 鞋 2… 是 R! 的 开 和 覆盖. 我 们 绝 不 可 能 从 其 中 找到 有 限 
3 3 


的 子 覆 盖 , 因为 要 覆盖 R' 就 得 覆盖 所 有 的 整 点 x = ,k=0, 土 1, +2,… 而 每 个 整 点 z= 恰好 
只 落 在 一 个 五 中 .所 以 想 要 覆盖 这 些 整 点 以 至 覆盖 整个 R' ,这 些 1 一 个 也 不 能 少 .这 正 是 R! 的 
“均匀 性 "的 表现 . 

同 理 R" 也 都 是 局 部 紧 而 本 身 非 紧 .但 转 到 无 穷 维 倩 况 就 完全 不 同 了 .我们 下 面 只 是 不 严格 
地 举例 以 说 明 ,严格 证 明 还 要 多 哄 一 些 口舌 . 设 和 是 一 个 实 无 穷 维 希 尔 伯 特 空间 .于 是 有 一 个 
o-n. 系 |e1 ,ey，…,e,，… | 我 们 不 问 它 是 否 可 分 ,因为 不 去 讨论 其 完备 性 ) ,它们 都 位 于 单位 球面 
1 zf =1 上 .单位 球面 当然 是 一 个 度量 空间 ,因此 我 们 想 利 用 定理 15, 看 一 下 1 zx | ~1 是 否 列 
紧 . 它 当然 不 是 ,因为 序列 1e, | 中 两 个 不 相同 的 元 之 距离 平方 为 es-e1:= |。 |- 
2《e。 ,e+ | e, | =2， 而 不 可 能 有 收敛 子 序列 ,如 果 要 严格 地 讲 , 我 们 不 加 证 明 地 给 出 

定理 (F. 里斯) 同 范 线性 空间 B 为 局 部 紧 的 充分 必要 条 件 是 B 为 有 限 维 空间 . 

由 此 可 见 , 在 无 穷 维 空间 中 一 个 集合 为 紧 , 除 了 有 界 条 件 以 外 ,一 定 要 加 上 其 它 条 件 , 循 着 
这 个 思路 可 以 得 到 许多 在 各 数学 分 支 中 十 分 有 用 的 结果 .下 面 我 们 来 介绍 其 中 可 能 是 最 有 名 的 
一 个 : 阿 斯 科 里 - 阿尔 泽 拉 定 理 (以 下 称 为 A- 人 和 定理 》. 阿 斯 科 里 (G. Ascoli) 和 阿尔 泽 拉 (C， 
Arzei6) 都 是 意大利 数学 家 ,他 们 二 人 都 发 现 了 这 个 定理 ,这 个 定理 讲 的 是 有 界 闭 区 间 1 = [a ,6] 
上 的 连续 函数 空间 C(1) 中 的 集合 为 紧 的 充分 必要 条 件 . 因 为 C( 1) 是 一 个 度量 空间 ,所 以 其 中 
的 紧 与 列 紧 是 一 致 的 .在 讨论 这 个 间 题 前 , 先 作 两 点 说 明 . 

所 谓 MM 列 紧 , 即 M 中 任 一 序列 1 g(x)| 必 有 C( 站 意义 下 的 收 贷 子 序列 | gp (7) :imga (x) 
= po lx). CD 意义 下 的 收敛 即 一 致 收 侣 .因此 ,1p。 {zx)| 之 极限 po(z) 仍 在 C(1) 中 , 即 仍 为 I 
上 上 的 连续 函数 ,但 不 能 确定 是 否 在 M 中 ,而 只 能 确定 它 在 中 ,所 以 实际 上 我 们 只 能 证 明 机 
为 列 紧 . 不 过 由 定理 8, 豪 斯 多 夫 空 间 一 一 C( 1) 也 是 一 一 中 紧 子 集 必 为 闭 ,所 以 应 该 证 明 的 只 是 
订 为 列 紧 .车 一 个 集合 之 闭 包 为 紧 , 则 称 此 集合 为 预 紧 (precompact) .所 以 我 们 应 该 证 明 的 是 M 
为 预 紧 ， 

A-A 定 理 中 要 用 到 等 度 连 续 (equiecontinuous) 概 念 : 若 M 为 C( 了 中 之 无 穷 子 集 ( 有 限 子 集 
之 等 度 连 续 性 概念 没有 意义 ) 为 等 度 连 续 的 ,是 指 对 任 一 。>0, 必 有 8(e)>0 存在 ,使 当 
lz -zl<s(e) 时 ,不 论 z,z: 在 了 中 何 处 ,也 不 论 9(z) 是 M 之 凋 一 个 元 ,都 有 | px)— 
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9(zz)|<s. 这 就 是 说 8(e) 不 仅 不 依赖 于 =( 这 是 一 致 连续 性 的 条 件 ) ,而 且 不 依赖 于 p(x) 之 选 
择 . 于 是 我 们 给 出 A 一 入 定理 如 下 : 
定理 16(A 一 人 定理 ) C(1) 之 于 集 M 为 顶 紧 的 充分 必要 条件 是 M 中 的 画 数 有 公共 网 上 
界 且 为 等 度 连续 ， 
证 必要 性 设 M 为 预 紧 .我 们 先 用 一 个 概念 即 e 网 来 表述 紧 性 .车 度量 空间 XX 为 紧 , 以 
任 一 点 已 为 心 ,e 为 半径 作 一 球 B.(P), 则 |. (也 ) 槛 盖 和 ,因此 可 以 找到 有 四 个 这 样 的 球 


BBD ,4=102,…,N 便 四 BCP,)=X. |Pi，…, P| 就 称 为 一 个 网 ,所 以 若 -度量 空间 为 
紧 , 则 对 任意 。>0 均 有 有 限 。 网 存在 (其 进 亦 真 ,这 -点 下 面 要 用 到 ) 把 它 应 用 于 M 并 用 它 来 
证 暖 M 中 之 函数 均 为 等 度 连 续 的 . 我 们 构造 M 的 所 网 ,1p,(z),…, gy (zx)1 忆 CC1), 每 个 
多 (zz) 均 为 1 上 之 连续 函数 , 故 为 一 至 连续. 因此 对 e/3, 可 以 找到 去 (e) ,使 当 |ri - zx |<B(e) 时 
| gsxr) ~ gr(xz2)|< 言 , 在 有 限 多 个 总 (e) 中 取 3(e)=min18,(e),…,8v(e)| ,显然 8()>0， 


于 是 对 任 一 p(x)E M, 可 以 找到 6/3 网 中 的 p,《z) ,而 得 到 , 当 | zi 一 zs|<8(e) 时 
1P( 2 pz) ll gr) g(r) trig (ri) pr)|+ lg (x2) — gr,)| 
<e. 


因此 M 是 等 度 连续 的 . 

M 中 之 元 有 公共 的 界 易 证 ,因为 对 上 述 。/3 网 ,每 个 | ps (zx) | 在 1 上 均 有 上 界 C,, 令 C= 
maxjc ,Cyb, 则 C<+%, 而 | g(xz)| 志 C. 于 是 对 M 中 任 一 g(xz) 仿 上 法 有 

[gCr)l |g (rz) + |p(r)- g(x) SC+1, 

可 见 C+1 即 训 中 所 有 函数 绝对 值 的 公共 上 界 ， 

充分 性 ”充分 性 的 证 明基 本 思想 是 用 有 限 维 空子 去 通 近 页, 应 该 强调 指出 ,这 是 在 涉及 紧 
性 问题 时 的 一 个 基本 方法 ， 

对 于 一 个 连续 函数 pg(z)E 责 ,将 工 等 分 为 


4a Cao, -bo -at hs 


于 是 得 到 pg (xz) 曲线 上 的 w+1 个 点 (a ,9 (a.)). 以 它们 为 顶点 作 折 线 , 记 其 方程 为 y = 
9 …(z) (请 注意 ,这 里 的 gp” (z) 是 指 具有 n+1 个 顶点 的 折线 的 方程 右 方 ,而 不 是 (xz) 的 
阶 导数 , ) 从 图 形 上 很 容易 看 到 ,在 子 区 间 [oi ,a,,, ] 中 若 Pla) 入 g(a41) 必 有 
g(a)Ep "(rE ya, ), 
而 当 g(a,) 之 g(ai,1) 时 则 有 
plan)Sp "(ry(a,). 
总 之 , 当 ecE aasi] 时 
pz} phan)Epr) -oz)Seo(z)-pla)， {71) 


Pz) pa plz) -pg (rp(r)- g(a.1). 《72 )》 


8$3 拓扑 空间 411 


但 是 g(x) 是 一 致 连续 的 ,上 式 中 [zx -a,|,|x~a,,i [< 十 , 故 当 nn 充分 大 时 ,(7,),(7,) 左 右 两 


方 之 项 绝对 值 均 小 于 。, 因 此 对 xE 了 ,有 
suplp(z)~ p(x)) <e, 《8) 

而 得 到 册 的 一 个 由 折线 组 成 的 网 , 记 为 N， 

这 些 折线 还 是 有 界 的 ,因为 对 每 条 折线 p(" (xz) 而 言 

[og™ (Cr) lpg) -g(r + g(r) Set CEC+HL. 

这 里 p(z) 是 邮 中 适合 (8) 式 的 曲线 ,而 C 是 了 中 元 素 绝对 值 的 公共 上 界 . 

当然 ,这 个 s 网 不 是 有 限 的 ,但 每 一 条 折线 均 由 固定 的 分 点 z=a, 处 折线 的 纵 坐 标 56, 决定 . 
所 以 每 一 条 折线 对 应 于 R"“' 中 的 一 点 (65,5, ,… ,6b,). 因 为 每 个 15,| 都 有 界 , 故 对 应 于 上 面 得 到 
的 = 网 的 (bn ,0 ，…b,) 之 集合 是 及 "… 的 一 个 紧 集 ,因而 有 一 个 有 限 e 网 , 记 为 N, .这 个 新 的 有 
限 网 N, 之 每 一 点 对 应 于 一 条 折线 内 ”(z). 取 N: 中 的 ym(x), 即 有 

[p(x) -yp™ (a pre) -gr +t g(r) -pg™ (zr)|<2e. 

所 以 Ni 是 也 的 2e 网 .因为 2e 是 任意 数 ,我 们 不 妨 仍 记 为 s 网 N,. 

这 个 N: 中 之 函数 绝对 值 仍 有 公共 上 界 ， 

在 必要 性 部 分 中 我 们 已 证 明了 ,度量 空间 X 中 任 一 列 紧 集 均 有 有 限 。 网 .现在 要 证 明 其 送 ; 
若 这 个 度量 空间 X 还 是 完备 的 ,而 闭 子 集 M 又 对 任意 e 有 有 限 的 s 网, 则 此 闭 子 集 好 必 为 列 紧 
的 .这 两 个 结论 合 起 来 是 豪 斯 多 夫 证 明 的 一 个 定理 ,我们 要 特别 注意 其 充分 性 部 分 中 假设 了 天 
是 完备 空间 ， 

现在 证 明 其 充分 性 部 分 ,到 一 串 e 0 再 取 对 中 一 个 序列 So = fp myov | , 先 作 碘 之 
网 ,1 | ,以 它们 为 心 。 为 半径 作 球 B, (4?), 必 可 覆盖 末 , 因 此 至 少 有 一 个 这 
样 的 球 包含 了 ig, ，,…, gn ,…| 之 无 穷 多 个 元 , 记 为 

Si= EW 

下 带 只 看 序列 S, ,再 作 更 的 有 限 ez 网 以 及 相应 前 以 @: 为 半径 的 球 ,于 是 又 可 找到 Si 的 一 个 子 
序列 全 舍 于 此 球 中 ， 


Ss = |g ,ee, yg ,el 


仿 此 可 以 作出 Ss, 之子 序列 S;, S; 的 子 序列 S,,…, 而 每 一 个 子 序列 都 含 于 半径 为 s ( y 0) 的 球 
中 - 取 这 些 子 序列 的 对 角 线 序列 
1 

请 读者 自己 证 明 它 是 一 个 柯 西 序列 , 面 因 X 为 完备 的 ,所 以 它 有 一 个 极限 pE X. 又 因 克 是 一 
闭 集 ,所 以 9E 厅 . 这 样 得 知 ,在 也 中 任 一 序列 S。 都 有 一 个 收敛 子 序列 收 敏 于 政之 某 个 元 pg. 
这 样 凡 是 列 紧 的 也 就 是 紧 的 .定理 证 毕 . 

与 数学 中 许多 重大 的 定理 一 样 ,A A 定理 在 L*( 1) 中 也 有 由 里 斯 证 明了 的 相应 的 结果 : 设 
MCIL?*(I) ,使 得 

(i) 存在 一 个 党 数 ,使得 一 锣 p(z)E M 击 有 


| lg(z) 1dr 人 eR, 
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(ii) 对 任意 。>0 均 有 一 个 8(e) >0 存在 ,使 得 一 切 p(z)E M, 只 要 11<3 就 有 
J [g(x+h) -g(r)| ?dr 人 ee’, (9) 


这 时 , 古 必 为 L7( 几 ) 中 的 紧 集 、 

很 容易 看 出 ,(9) 就 是 L* 意义 下 的 等 度 连 续 性 . 它 在 上 涂 的 讨论 中 起 了 关键 作用 .因此 我 们 
自然 要 问 , 它 在 什么 条 件 下 可 以 成 立 ? 我 们 仍 以 CT) 为 例 说 明 它 . 若 gw(z) 不 仅 连续 ,而 且 有 一 
阶 连续 导数 ,于 是 

Cri) g(ra)= 9 (Er x), TI . 
如 果 sup| pg (#)1=K< + o%, 则 对 任 给 的 6, 令 85(s)= 译 " 即 知 当 | zx -za|<fte) 时 
18(zi) g(x)|<e, 而 如 果 这 个 K 不 只 适合 某 -- 个 p(x) ,而 且 适用 于 M , 则 M 是 等 度 连续 
的 .因此 ,我们 不 必 假设 M 等 度 连 续 ,而 是 换 一 个 空间 : 
CD=fi9(zr),9 与 gq' 宪 [a,b1 上 连续 |. 
在 C'( 了 ) 中 我 们 可 以 定义 范 数 为 
Fple 一 sypP(18(z) tig (r)|). 
很 容易 看 出 C'( 了) 成 了 一 个 巴 拿 赫 空 间 ( 即 完备 的 赋 范 线性 空间 ) ,这 个 空间 中 的 有 界 集 
M=|p(z)EC' I) ,sup(| g(x)| + | pg'(r)|)EK)] 

中 的 元 ,不 但 其 本 身 有 公共 的 界 KK, 而 且 一 阶 导 数 也 有 公共 的 界 久 , 所 以 是 C(I) (注意, 不 是 
C' (站) 而 是 C(D) 中 的 有 公共 的 办 (不妨 称 为 一 致 有 界 ) 的 等 度 连 续 函 数 集 . 因此 在 CC7) 中 为 预 
紧 . C (作为 一 个 集合 是 C(T) 的 子 集合 ,我 们 就 说 C'( 了 可 以 嵌入 在 CCJ) 中 .同样 上 面 的 M 
也 丽人 在 C(T) 中 ,但 是 M 在 CD 只 是 C'( 了 ) 范 数 下 的 有 界 集 , 而 在 COD 中 则 它 或 者 说 
是 它 的 嵌入 像 一 一 是 一 个 预 紧 集 .我 们 就 说 M 是 紧 诅 入 在 C( 了 ) 中 .所 以 ,为 了 应 用 入 -A 定理， 
我 们 先 不 芒 把 M 放 在 C'( 了 中 ,并 证 明 它 是 C'( 了 ) 中 的 有 界 集 .就 是 说 先 不 妨 去 证 明 yr)EM 
都 有 一 阶 连续 导数 ,然后 去 估计 g(xz) 及 其 导数 《zt) 并 证 明 sup(|p(z)l+|g (zr)D&K,K 
适用 于 整个 M 而 不 只 是 M 中 某 一 具体 耳 数 .下 一 步 就 是 证 明 M 可 以 紧 肉 人 于 C( 了 ) 中 ,这 样 从 
M 中 的 一 个 序列 | p,(z)| 找 出 一 个 收 侣 子 序列 .因此 AA 定理 就 是 一 个 紧 嵌 入 定理 .我 们 只 讲 
了 一 个 最 简单 的 例子 ,但 是 读者 们 应 注意 到 ,这 是 数学 和 数学 物理 中 极 重要 的 方法 .例如 企 第 三 
章 变 分 学 一 节 中 我 们 讲 到 某 个 泛 函 (例如 能 量 泛 函 ) 的 极 小 化 序列 , 它 可 能 是 某 个 素 波 列 夫 空 间 
末 (2) 中 某 个 集合 M 的 序列 .我 们 不 知道 它 是 否 会 收敛 ,但 不 妨 证 明 它 在 另 一 个 空间 H(A) 
(< 和 ,可 能 还 村 附加 一 些 别 的 条 件 } 中 是 紧 的 , 即 下 (2) 的 某 个 集合 M 紧 嵌 和 人 于 于 (0) 中 , 因 
此 这 个 极 小 化 序列 至 少 在 本 (9) 中 有 收敛 的 子 序列 .当然 与 上 面 的 C(DD) 和 和 C'(T) 不 间 , 这 里 的 
讨论 要 以 1? 理论 为 基础 ,但 其 基本 思想 是 一 致 的 . 它们 也 有 共同 的 问题 :上 而 我 们 虽然 涉及 
C1(7) ,我 们 得 至 的 子 序列 都 只 是 在 CD 中 收 策 ,其 极限 函数 只 能 在 C(7 了 ) 中 而 不 在 C'( 了 ) 中 . 
同样 ,在 变 分 问题 中 我 们 得 到 的 极 小 化 序列 也 只 在 H'(0) 中 ,而 不 在 奈 (9) 中 .这 里 产生 的 新 
问题 当然 又 需要 其 它 方法 来 解 央 ， 但 不 论 如 何 ,我们 看 到 了 紧 性 问题 是 整个 数学 中 的 一 个 重大 问 
题 ,而 类 不 只 是 怎样 把 微 积分 的 基本 概念 弄 得 更 清楚 的 问题 . 

关于 紧 性 的 讨论 至 此 为 止 . 

4. 连通 拓扑 空间 另 一 个 需要 认真 研究 的 问题 是 空间 的 连通 性 问题 . 这 是 一 个 与 空间 的 度 
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量 没有 关系 的 概念 .所 以 下 面 我 们 只 设 XX 为 一 个 一 般 的 拓扑 空间 . 

所 谓 连 通 性 直 现 上 就 是 一 个 几何 形体 是 一 个 整体 .用 一 种 直观 而 不 严格 的 说 法 ,如 果 把 它 分 
成 两 部 分 A 和 日 , 且 A 和 B 互 不 重 倒 ( 即 A 站 B= 如 ) ,那么 A 和 B 就 应 该 紧 靠 在 一 起 .如 果 A 
和 和 B 之 间 的 界面 是 S,S 上 之 点 不 属于 B 就 属于 AA. 现在 设 这 些 点 属于 B 而 且 是 B 的 边界 点 , 则 
它们 虽然 也 是 A 的 边界 点 ,但 却 不 属于 4 ,否则 A 与 日 就 有 了 公共 点 而 互相 重合 .所 以 ,如 果 了 到 
么 ,把 S 上 这 些 点 也 包括 进去 , 则 这 些 点 成 了 及 与 B 的 公共 点 ,而 有 二 站 B 湖 池 , 连 通 性 的 数学 
定义 即 由 此 而 来 . 

定义 14 设 X 为 拓扑 空间 ,车 对 XX 之 任意 非 空子 集 4,B ,使 得 X=AUB 者 , 必 有 NB 
关 儿 ,或 4 间 B 关 儿 , 则 X 称 为 连通 空间 .车 X 之 子 集 C 在 子 空间 拓扑 下 是 连 明 空间 ,就 称 C 为 
久 之 连通 集 .反之 ,车 义 有 这 样 的 非 空子 集 4,B, 使 得 入 = 有 UB, 而 同时 又 有 ANMmMB= ,ANB 
= 多 ,就 说 X 是 不 连通 的 (disconnected). 

如 果 X 是 不 连通 的 , 按 定义 把 XX 分 解 得 X=AUB, 这 时 不 但 及 人 B= 多 ,而 且 因 为 A 忆 
所 ,所 以 还 有 A 站 B=Y ,而 且 A 与 B 均 非 空 集 , 那 么 A 和 日 有 什么 性 质 呢 ? 首先 X=AUB= 
AUBCX. 读 者 会 同 扎 不 是 在 A 上 再 添加 一 些 元 素 构成 的 吗 ? 那么 应 该 有 入 UBD 和 ,为 什么 
AUBCX 呢 ? 有 一 个 初学 者 常常 忽略 的 重要 问题 : 当 我 们 考虑 一 个 拓扑 空间 X 时 ,我 们 认为 
四 就 是 一切”, 就 是 宇宙”. 根 本 无 所 谓 站 外 之 点 ,所 以 去 UBDX 是 “不 通 " 的 .用 数学 语言 来 
说 ,反比 入 多 出 的 点 必 是 4 之 导 集 中 之 点 ,但 所 谓 一 点 zE A', 首 先是 指 x E 和 ,然后 再 断言 它 
还 是 4 中 之 点 .因此 4CX,ACX, 和 AUBCX. 在 子 空间 拓扑 中 看 这 个 辣 题 就 很 清楚 . 设 X= 

= [zy) ,C= 1(r,y) ,zx +y <1}, 则 半圆 

D’'={(r,y)ir +y <1,y>0EC, 
在 忆 的 子 空间 拓扑 下 ,D* =|(x,y)sz +y<1,y 之 0|, 面 在 X=R? 的 拓扑 下 ,D* = | (zx,y)， 
工 + 六 1,y 之 01, 二 者 确实 是 不 相同 的 .总 之 ,在 考虑 C 的 子 空间 拓扑 时 ,不 能 考 砷 C 外 之 点 ， 
例如 上 例 中 单位 图 周 xz? + y* =1 上 之 点 就 不 在 考 虚 之 列 .现在 再 加 到 上 式 ,有 
AUB=AUB=X. 

但 因 ANB= 儿 ,所 以 X\ B=A= 瑟 ,而 A 既然 等 于 碟 当然 为 闭 所 以 B 作 肪 的 余 集 当然 为 开 . 
同 理 ,用 A 门 互 = 他 又 有 A 为 开 .但 这 样 一 来 , 因 AUB=X, 故 了 作为 开 集 A 之 余 集 又 应 为 闭 . 
同 理 A 也 应 为 闭 . 这 样 看 来 ,一 个 不 连通 空间 一 定 可 以 分 成 两 部 分 ,每 一 部 分 都 是 既 开 又 闭 的 非 
空子 集 .在 讲 到 拓扑 空间 的 定义 时 ,我 们 就 看 到 儿 与 X 都 是 既 开 又 闭 的 .现在 我 们 又 看 到 ,一 个 
不 连通 空间 总 可 以 分 成 非 冠 的 两 部 分 A 与 B( 即 X=AUB 且 A 站 B= 儿 ) 使 每 一 部 分 痢 是 既 开 
又 闭 的 .其 实 这 个 命题 之 逆 亦 成 立 :车 六 =AUB,A,B 非 室 , 但 A4NnB=g( 即 A 和 B 没有 公共 
点 ), 而 且 A 与 B 都 是 既 开 又 闭 的 ,这 时 和 一 定 是 不 连通 的 .因为 4 既 为 琉 开 又 闭 , 故 4= 志 ,而 
全 门 召 = 好 , 即 意味 着 专门 B= 好 . 同 理 和 站 百 = .再 由 X=AUB, 即 知 X 是 不 连通 的 .总 之 ， 
我 们 可 以 把 既 开 又 闭 集 的 概念 与 连通 性 概念 联系 起 来 ,而 把 以 上 所 说 的 归结 为 一 条 定理 . 

定理 17 设 X 为 一 拓扑 字 间 。 则 以 下 命 是 是 等 价 的 . 

(i) X 是 不 连通 空间 . 

(ii) 存在 两 非 空 的 既 开 又 闭 子 集 4 上 与 B, 使 X=AUB， 但 ANB=@g. 

{iii) 存在 X 的 一 个 既 开 又 妆 于 集 4, 它 既 非 空 集 ， 又 非 全 空间 . 

证 明 当 然 略 去 了 . TT 
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如 果 已 将 六 分解 如 上 , 则 可 能 4 或 B 还 可 这 样 分 解 ,一 直到 最 后 ,得 到 X= Ua, (注意 A， 
不 一 定 是 有 限 个 甚至 不 一 定 是 可 数 多 个 ) ,而 A 门 4, = CC4 关 jy),A, 为 始 开 又 闭 的 过 通 于 集 . 
每 一 个 A, 称 为 X 的 一 个 连通 分 支 .X 为 连通 空间 之 充 要 条 件 即 它 只 有 两 个 平凡 的 连通 分 支 : 空 
集 纪 与 全 空间 %. 

连通 性 是 一 个 折 拉 性质 ,因为 我 们 有 

定理 18 设 /:X 一 Y 是 由 斯 检 空间 X 到 Y 的 连续 唤 身 , 堵 X 是 连天 的 , 则 /(X) 也 是 连通 


的 . 


证 ”我们 不 妨 就 设 Y= 了 (X) ,否则 在 FAX) 上 引用 子 空 间 拓扑 也 是 一 拓扑 空间 ,我们 就 取 
它 为 了 . 设 了 是 不 连通 的 , 子 是 Y= Y,U YY,, 这 里 Y, Y: 非 空 日 均 为 开 集 .由 三 之 连续 性 , 令 
X= (YI),X, 一 '(Y,), 则 XX,,X, 也 是 非 空 开 集 ,而 且 因 为 和 = 广 :WU Ya:)= 
fCYOUF (YY,)= XU KX,, Xf X = YINA (YD) NY = 所 以 X 
是 不 连通 的 . 这 是 矛盾 -定理 证 毕 . 

既然 连通 性 在 连续 映射 下 不 变 , 则 在 同 胚 映射 下 也 不 变 , 所 以 连通 性 是 一 个 丘 扑 性 质 . 

现在 我 们 要 看 一 个 重要 的 连通 性 质 , 即 有 

定理 19 了 的 于 安 间 X 为 渤 通 的 必要 充分 条 件 是 X 为 二 区间 (包括 于, 闭 , 半 开 …… 县 有 
无 限 端点 区 间 在 内 ). 

证 我 们 先 朗 刻画 一 下 什么 是 区 间 . 它 就 是 具有 以 下 性 质 的 R 的 子 集 XX: 车 abE xX, 
a<b, 则 [a,b]CX. 

必要 性 设 X 在 及 所 赋 的 子 空间 拓扑 下 是 连通 的 , 今 证 X 是 一 个 区 间 .为 此 我 们 使 用 反 证 
法 , 设 a,5EX, 且 a<5, 但 [a,5b]CEX, 于 是 必 有 一 点 cEfa,85], 但 c 生 外 ,当然 a<c<5. 因 为 
4,8 都 在 X 中 ,于 是 令 Xi = (一 co,c) 门 XXX =(c,+oo) 门 入 ,显然 Xi，,X: 非 空 ,因为 aEX， 
bE Xs.X 们 Xi = 刀 是 显然 的 .而 且 因为 c 冬 X, 故 Xi =(~-oocInX=(-ooce]mx,X= 
(c++eo) 站 和 =[e+ ee) 站 其, 责 忆 UN = 有 站 和 = ,X, 显然 是 X 在 子 空间 拓扑 下 的 开 
子 集 , 子 是 和 = X, UX, 是 不 连通 的 .这 与 假设 矛盾 . 

充分 性 ” 设 关 为 一 区 间 , 今 证 X 是 连通 的 ,为 此 设 关 二 XX UX,,X, ,XX 非 空 但 X, 门 XX = 
多 ,我 们 来 证 明 下 门 X 天 人 或 X, 站 及, 天 如 .由 于 已 设 X， ,X; 非 空 , 必 可 取 a€ X,,5EX, ,不 
芒 设 aEX, 令 Y={d,d<<b,[a,d]CX,|, 很 明显 Y 非 空 ,因为 ecE Y,Y 又 是 有 界 集 ,因为 
二 就 是 Y 的 一 个 上 界 . 令 。 为 Y 的 上 确 界 , 子 是 有 两 个 可 能 : (i)c 攻 XX, ,这 时 cE X,, 同 时 cE 
屋 ,就 是 说 闷 门 X 天 好 (icE 和 ,这 时 由 于 < 是 使 [a,c]CX 的 最 大 c 值 , 所 以 必 存 在 一 串 
co Ye, 使 洗刷 , 即 c EXz, 子 是 cE 世 .这样 闷 和 和 中 有 公共 元 < 而 XZ; 门 X| 关 纪 ,这 就 证 
明了 X 为 连通 的 . 

一 个 区 间 是 连通 的 本 是 一 个 十 分 直观 的 事 , 但 若 对 连通 性 作 了 准确 的 数学 定义 后 ,又 是 -人 
有 待 证 明 的 事 ,而 且 证 明 并 非 那么 简单 .但 是 在 花 了 些 力气 以 后 ,会 得 到 报 偿 ,因为 可 以 看 见 微 积 
分 中 关于 连续 函数 的 中 间 值 定理 ,其 实 就 是 一 个 关于 连通 性 的 定理 ,而 且 证 明 十 分 简单 ， 

定理 20( 中 间 值 定理 ) 设 产 X~R 是 二 连续 映射,X 是 连通 的 ,车 /(z),xE XX, 可 以 取 a， 
5 两 值 , 则 对 任 一 c:a 所 ce 气 5, 在 X 中 至 少 可 以 找到 一 点 x6, 合 f(z f(z0) =¢. 
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证 ”出 定理 18 和 定理 19, 了 (X) 必 为 RR 之 一 个 区 间 了 .因为 a= f(x1),6= f(x2) 均 在 1 中 ， 
故 [a,5] 忆 了 即 在 f 之 秆 域 中 ,也 就 是 说 c 在 了 之 值 域 中 ,所 以 存在 zo€ XX 使 f(z0)=e. 

许多 读者 有 一 个 错误 印象 ,以 为 这 是 定义 在 有 界 闭 区 间 [a ,5]( 即 紧 子 集 [a ,5]) 上 的 连续 
函数 的 人 狂 质 . 这 可 能 是 由 于 通常 微 积 分 教 本 都 把 这 个 性 质 与 闭 区 间 上 的 连续 函数 的 其 它 几 个 基 
本 定理 放 在 一 起 ,而 定理 的 陈述 也 成 了 “f(z) 必 可 取 f(a) 与 F(5) 之 间 的 一 切 值 >. 如果 F(z) 不 
是 定义 在 闭 区 间 [a ,6] 上 , f(a),f(5) 又 有 什么 意义 ? $1 定理 8 基本 上 是 仿照 通常 教材 的 写 
法 ,现在 则 给 出 它 完全 用 连通 人 性 的 表述 ,这 时 X 不 但 不 一 定 是 闭 区 间 ,甚至 连 R* 上 的 集合 也 不 
需要 :只 要 X 是 连通 的 拓扑 空间 即 可 ,而 定理 的 叙述 也 认为 了 可 取 其 任意 两 值 (不 一 定 是 闭 区 间 
的 端点 ) 之 间 的 一 切 值 .与 此 相似 ,了 可 以 取 零 值 的 定理 也 可 移 到 这 个 情况 ,只 要 将 定理 改 为 :车 
f:X 习 及 是 连续 映射 ,X 为 连通 , 则 只 要 7(z) 在 X 内 可 以 变 号 , 则 X 中 必 有 f(z) 之 零点 . 

在 讲 到 连通 性 的 应 用 之 前 ,我 们 再 补充 一 些 新 的 连 道 空间 .定理 19 表明 了 区 间 了 是 连通 的 ， 
考 感 由 了 到 一 拓扑 空间 X 之 连续 映射 了 1. 由 定理 18, f( 了) 也 是 连 遂 的 .但 是 f( 了 就 是 
中 的 一 段 弧 z=z(t) ztET,zEX- 它 可 以 是 开 弧 、 闭 弧 或 半 开 半 闭 的 ,了 也 可 以 是 有 界 的 或 无 界 
的 区 间 ,如 果 多 =R", 它 可 以 写 为 

T= zx), 1=1,2,.,n,tET, 

就 是 通常 的 连续 空间 曲线 ,于 是 它们 都 是 连 遂 的 ,这些 曲 线 时 常 称 为 路 径 ,z 称 为 其 参数 ,不 过 在 
数学 中 讲 色 曲线 时 ,我们 时 常 是 指 映射 了 ,而 不 是 f 的 像 . 曲线 是 区 中 的 连通 集 ,曲面 又 如 何 ? 
当然 ,我 们 通常 的 曲面 是 由 R* 的 区 域 (其 中 的 参数 例如 可 以 是 (4 ,w)) 到 Ra 的 映射 : 
Tx) ,y= yu 0), = (u,v). 
如 果 8 是 连通 的 , 则 曲面 也 是 R 中 的 连通 集 ,但 0 是 否 连 通 ? 我 们 其 至 可 以 问 ,如 果 0Q 是 R 
的 矩形 , 它 是 否 连 通 ? 直观 上 看 这 不 是 一 个 问题 ,但 是 如 果 要 证 明 , 则 可 以 利用 以 下 的 事实 ;矩形 
是 两 个 区 间 之 积 ,而 连通 空间 的 积 仍 是 连通 的 . 这 个 事实 证 明 起 来 也 还 要 花 一 些 口舌 . 

作为 中 间 值 定理 的 应 用 ,我 们 给 出 下 面 的 

例 硒 数 次 实 多 项 式 


ac)=m tazi++a， ai 为 实数 ， 
至 少 有 一 个 实 办 点 . 
为 了 证 明 此 定理 ,只 要 证 明 对 充分 大 的 b>0， 
pb) pC- 6b) <O, 


于 是 在 (一 5,5) 中 至 少 有 一 点 ze 使 p(xzo) =0. 现 在 令 |z| 尖 8>0, 例 如 取 $=1, 这 样 
Plz) egta) = (Lt 人) 
I 


这 里 


la .fla,l 
gf(z) 产 1 TT 入 让 之] [可 


其 中 |41=]ai|+…+ |a,|. 于 是 车 
jz121+24= 及 ， 


Latet+lal A 


jz 


则 不 但 |z| 之 1 得 到 满足 ,而 且 
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4(z)2 本 . 


特别 是 因为 < 一 co 时 gq(z) 一 1, 故 知 当 Ez| 守 RR 时 g(z)>0. 于 是 由 
plb)=6"g(b), pl- 658)=(-1)"b"g( -6) 
知道 p(58) 与 p{ 一 上 5) 蜡 号 ,而 此 定理 得 证 ， 

由 代数 学 的 基本 定理 , 知 p(xz)=0 共 有 个 根 ,但 可 能 是 复 根 .只 不 过 当 n 为 奇数 时 一 定 
至 少 有 一 个 实 根 ,所 以 2 为 偶数 以 及 其 它 复 根 的 情况 还 要 用 代数 学 的 基本 定理 米 处 理 . 我 们 想 
要 提 和 到 的 是 ,代数 学 的 基本 定理 也 可 以 用 拓扑 学 方法 去 证 明 . 

中 间 值 定理 与 不 动 点 定理 有 密切 的 关系 ,在 $2 中 我 他 已 经 从 度量 空间 的 完备 化 引申 出 讨 
缩 映 像 有 唯一 不 动 点 存在 .在 那里 ,我 们 把 待 解 的 方程 g(xz)=0 化 为 

-Crz)=0， 好 f(x}= x- g(r). 
然后 g(z)=0 之 解 zo。 即 映 射 了 下 的 不 动 点 : f(z。)= ro- 现 在 要 讲 的 不 动 点 原理 却 与 度量 空间 
的 完备 性 无 关 , 我 们 假设 / 是 拓扑 空间 X 的 子 集 如 上 的 一 个 连续 映射 .我 们 不 要 求 这 个 映射 是 
压缩 的 ,但 要 求 /把 间 映 入 人 0: 7(0)Cn. 这 种 映射 可 称 为 自 映射 ,我 们 指出 .车 如 具有 某 些 性 
质 , 则 其 一 切 连续 的 自 映射 都 有 不 动 点 存在 .例如 我 们 有 

定理 21( 一 维 的 布 劳 威 尔 (Brouwer) 不 动 点 定理 ) 设 1 为 R 的 有 界 闭 区 间 ,7:T 1 是 连续 
映射 , 则 必 有 至 少 一 点 zoE 了 ,为 了 之 不 动 点 ， 

flzo)= xo. 

证 考虑 g(xz)=x- f(x), 若 I=[a,5b], 先 看 g(4) 与 g(5), 因 为 / 映 连 通 空 间 1CCR 到 
天 站 ,所 以 成 刀 也 是 一 个 区 间 (e,B)C[ae ,51( 也 可 能 是 [ae ,8),(a,8] 或 [a,P]), 从 而 a 守 a,B 
全 5. 若 a=4a 或 8=5, 则 z=a 或 z= 即 为 所 求 不 动 点 .车 a=a,8=4 均 不 成 立 , 则 必 有 a> 
1B<B, 因 此 g(a)=a-f(z)=a-a<0,g(6b)=5-f(5)=4&6-B>0. 由 中 间 值 定理 即 知 一 
点 存在 xz,€[a,5], 使 g(xo)=0, 亦 即 

f(x0) = zo. 
定理 证 毕 . 

布 劳 威 尔 定理 在 一 个 方面 不 如 讨 缩 映 像 原 理 , 因为 它 没 有 给 出 例如 逐步 逼近 潜 那 样 的 实际 
我 出 不 动 点 的 程序 . 它 是 一 个 非 构 造 性 的 存在 定理 .同时 , 它 也 不 给 出 唯一 性 .但 是 它 对 映射 六 
的 要 求 很 少 :只 要 是 连续 的 自 映 射 即 可 ,与 此 相对 比 , 它 对 空间 X 的 于 集 2( 瑰 在 是 区 间 T) 的 要 
求 很 高 .这 里 的 了 是 R 的 紧 集 ,但 是 如 果 X= R" 是 有 限 维 的 , 紧 集 并 不 起 重要 作用 ,下 面 就 是 一 
个 例子 . 设 2 是 平面 上 的 圆周 ,不 妨 就 说 是 S:: zi + z = 工 ,如 果 把 此 平面 看 作 是 复 平面 , 则 S' 
可 以 写 为 ==ey , 令 为 一 旋转 :f:S' 一 S' eg-ete' ,ia 是 常数 ,很 明显 , 太 是 一 个 连续 的 自 映 
射 ,但 是 它 明显 没有 不 动 点 .可 见 是 否 存在 不 动 点 ,与 2 的 拓扑 性 质 密切 相关 ,我 们 将 在 附录 中 
给 出 一 个 一 般 的 布 劳 威 尔 定理 一 个 证 明 : 

定理 22( 布 劳 威 尔 定理 ) 设 D"CR" 是 n 维 闭 球 体 zi + …+ zs1, 太 Dr-rD" 是 一 个 连 
续 映 射 ,这 时 /在 D" 中 至 少 有 一 个 不 动 点 . 

还 要 指出 ,车 将 D" 换 成 D" 中 的 凸 体 ,这 个 定理 仍 成 立 . 

布 劳 威 尔 定理 本 质 上 属于 另 一 个 领域 ,这 个 领域 中 的 问题 例如 有 : 某 个 区 域 上 连续 向 量 场 有 
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设 有 奇 点 问题 ,映射 度 疝 题 等 等 , 它 甚至 可 以 推广 到 无 穷 维 情况 ,而 且 与 天 体力 学 、 流 体力 学 有 密 
切 关 系 .这 个 事实 说 明 , 拓 盾 学 所 涉及 的 决 不 仅 是 微 积分 的 基本 概念 .从 历史 上 来 看 , 它 来 自 物理 
学 的 问题 ,而 且 现在 更 是 研究 物理 世界 的 有 力 工 具 , 它 为 这 种 研究 提供 很 重要 的 新 观点 与 新 方 
法 .从 整个 数学 发 展 来 看 ,一 度 显 得 很 抽象 ,似乎 只 是 为 了 逻辑 的 需要 的 那些 数学 理论 ,后 来 又 越 
来 越 直 接地 可 以 应 用 于 物理 世界 的 研究 , 微 积分 的 理论 基础 涉及 的 拓扑 学 理论 是 一 个 例子 . 
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下 述 的 布 劳 威 尔 定理 是 -个 重要 的 拓扑 定理 ; 
布 劳 威 尔 定理 ” 设 f:D"…" 县 一 个 映 n 维 闭 单位 球体 


D': z++zs= | zl (1) 
到 其 自身 的 连续 映射 , 则 / 必 有 至少 一 个 不 动 点 ED”: 
f(T)=E. 


这 个 定理 涉及 拓扑 学 中 许多 重要 的 概念 .下 面 我 们 将 要 给 出 它 的 一 个 解 亲 的 证 明 . 比 之 它 的 
拓扑 本 性 ,这 个 证 明 可 以 说 是 初等 的 . 这 个 证 明 是 米尔 诺 (J. Milnor) 于 1978 年 给 出 的 ,原文 是 : 

J. Miinor，Anaiytic Proofs of the Hairy Ball Theorem and the Brouwer Fixed Point Theorem ， 
Amer. Math. Monthly, vol. 85(1979),521~ 524. 

该 文 首 先 证 明了 另 一 个 更 强 的 定理 :偶数 维 球面 上 不 可 能 把 头发 梳 吴 , 即 所 谓 “ 头 发 定理 
(hairy ball theorern) : 

定理 1 令 S”* 是 RR"'' 中 的 单位 球 而 

Sr (2) 

由 3” 上任 一个 汪 纺 切 向 划 明 必 有 竺 上. 

证 明 的 准备 ”我 们 只 需 就 C: 切 向 量 场 证 明 本 定理 即 可 ,因为 任意 连续 切 向 量 场 均 可 用 C? 
切 向 量 场 去 遇 近 .事实 上 , 若 #; S2 一 Ri 是 一 个 连续 切 向 重 场 :5= ( ,6r+1 ) .由 殊 尔 斯 
特 拉 斯 定理 ,一 定 可 以 找到 C' 向 重 & (x)= (& (zc),… ,名 oz)) .使 得 在 S™” 上 6- 上 = 
sup, > [Cr)-&(x)|*<e. 但 是 &(n) 不 一 定 是 切 向 量 ,所 以 我 们 把 它 投影 到 S”* 在 z 点 的 
切 平 面 上 ,得 到 一 个 切 向 量 (x). 很 明显 (xz) 仍 为 C! 切 向 量 场 ,而 且 仍 有 | 一 加 之 se. 如 
果 对 未 可 以 证 明定 理 1, 则 必 有 x, E 58” 适合 如 (z,) =0. 因 为 S” 是 紧 的 , 故 当 e-0 时 ,可 以 找 
到 一 串 se0( 仍 用 记号 e) 使 z. 有 极限 ZE S” ,而 且 

SCz) =limn (7)=0. 

所 以 下 面 我 们 设 定理 1 中 的 切 向 量 场 (x) 是 C' 切 向 量 场 . 

我 们 用 反 证 法 证 明定 理 1. 设 ¢(z) 头 0, 于 是 可 以 作出 S” 上 一 个 C' 单位 切 向 量 v(x)= 
(zl #8 (xr)1 .这 里 1S(x)|? = 这 全 (z) 是 依赖 于 z 的 而 与 上 面 的 记号 1 S 1 = 
9 | S(z)1 不 局 .以 后 ,我 们 总 是 用 | .| 表 示 一 个 下 维 向 重 的 欧 几 里 得 长 度 .m =1 时 自然 就 
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是 绝对 值 .有 了 y(z) 以 后 我 们 构造 一 个 单位 球面 S” 的 映射 
P(x)= rt ar), 1€ES™. (3} 


因为 x 是 单位 径 向 量 ,v(z)} 是 单位 切 向 量 . 而 与 x 正 交 , 故 
[g(rz)|=VI+te. 
从 而 (3) 中 的 g, 肌 单位 球面 5" 到 半径 为 A1+ 丰 的 球面 ( 记 作 VT+FS”) 上 ,再 令 
£=|zrlyp, Cr/lxr|) (4) 

则 大 在 R,x (R2 70) 中 是 一 个 C: 映 射 , 它 将 半径 为 r 的 球面 S;" 映 到 VIT 红 Si 内， 

现在 我 们 考虑 Y, 与 拓 的 性 质 . 

名 理 2 当 |: | 充分 小 时 py 基 S” 到 S*" 上 的 微分 同 是 

证 多 显然 是 (+,z) 在 及 ,x 昱 "上 的 C 映射 .但 因 S* 并 非 殉 氏 空间 ,我 们 只 能 采取 与 坐标 
无 关 的 处 理 方法 . 注意 到 如 果 限 制 在 S* 上 考虑 , 则 当 :=0 时 , 它 就 是 恒 等 映 射 , 因 此 其 切 映射 
dgo= 这 = 工 而 当 | !j 充 分 小 时 ,dg 也 与 工 充分 接近 而 为 非 退 化 的 ,因此 可 以 应 用 反 函 数 定理 知 
道 g. 当 |ti<e(ls 是 一 适当 选 定 的 正 数 ) 时 是 局 部 微分 同 胚 .但 是 我 们 的 目的 是 要 证 明 g, = S2” 
一 V1+ 如 S”" 是 整体 微分 同 胚 .关于 可 微 性 不 必 证 明 ,现在 证 明 它 是 一 个 双 射 ， 

先 证 明 它 是 满 射 ， 

设 PEV1+eiS* 在 g, 之 像 内 , 则 因 gy 在 P 之 某 邻 城中 是 微分 同 胚 ,所 以 P 之 某 个 邻 域 必 
全 在 g, 之 像 中 , 即 是 说 mw (S? ) 是 一 个 着 集 . p,《S” ) 又 是 一 个 闭 集 . 因为 若 | PCC yp,(S™”),k 
=1,2,…, 而 且 PPEVI+f 5”, 则 必 有 |Q|CCS”* 使 Pg, (Qi ). 因 为 S" 是 紧 集 ,由 波 
尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 知 | Q | 必 有 收敛 的 子 序 列 一 一 不 妨 设 就 是 1Q,j 本身, 故 Q, 一 可 ， 
面 由 多 在 S”" 上 的 连续 性 知 (日 ) = 五 ,因此 五 也 在 名 之 像 内 ,因此 wm (3?" ) 又 是 /1T 六 5*" 之 
闭 集 , 总 之 gp,(S”) 是 连通 集 V1+ 坟 S”* 之 非 空 ( 非 空 几乎 是 自明 的 ) 又 闭 又 开 集 , 故 即 为 
VI+ 红 S2 . 满 射 证 毕 . 

再 证 明 gw 当 |1j 充 分 小 时 是 单 射 ,这 时 要 用 反 证 法 . 设 结果 不 成 立 , 则 一 定 有 一 串 上 ,~>0 ,而 
9 不 是 单 射 , 即 在 S" 上 存在 |Qe| ,| Qi | 使 Q@ 隆 Qi,p,(Q;)= gp (Qi) .再 利用 S2" 之 紧 性 ， 
可 以 认为 Qi 一 豆 ,Q 一 本, 面 go( 责 )= yo('). 但 是 po = 这 是 恒 等 映射 , 故 可 = 可 ' .这 样 当 
充分 大 时 ,QQ 与 Qi 均 在 而 的 一 个 邻 域 中 ,而 p, 在 此 邻 域 中 是 微分 同 征 , 故 不 可 能 当 Q, 关 QI 
时 p。(Q, ) = gp,(Q:). 帮 得 单 射 性 质 . 

引 理 2 证 毕 

在 引 理 2 的 证 明 中 我 们 避免 了 使 用 RR"*! 中 的 坐标 .因为 在 S" 上 ,这 2z + 1 个 坐标 不 是 互 
相 独 立 的 ,但 在 完成 定理 的 证 明 时 , 却 要 利用 R*"! 中 的 坐标 了 . 

定理 1 证明 的 完成 ”S” 是 D”™''! 的 内面, 现在 在 R*™'! 中 考虑 映射 (4) , 面 且 就 采用 R2 1 中 
的 坐标 :z= (zs) (T=) 利用 (3) 有 
fr}=7rtilrlv(r/|x|). 
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所 以 


3 
aet| he) 


=der(6,+ 1 37-(1zhy (zllzl))), (5) 
而 且 +=0 时 ,这 个 行列 式 为 1, 所 以 当 1z| 充 分 小 时 ,这 个 行列 式 应 该 为 正 
现在 计算 D*“! 在 下 之 像 的 体积 .一 方 而 如 果 把 球体 看 成 一 层 一 层 的 球 沉 (其 厚度 为 无 穷 
小 ) 组 成 ,而 每 一 个 球 壳 又 看 成 S” , 它 在 f 映 射 下 成 为 S17 ,所 以 
vol(fD™)= (Vite) "vo". (6) 


det(3 EE)|as = 二 det (3 Ea. 


这 里 利用 了 det 3 下 } >0. 有 方 由 (5) 式 应 该 是 :的 24+1 次 多 项 式 ,但 是 (/TTY)”' 不 是 


项 式 ,这 就 是 矛盾 . 这 个 矛盾 来 自 假 设 3 有 一 个 切 向 量 场 上 xz) 到 0. 所 以 定理 1 得 证 . 

下 面 还 需要 一 个 定理 , 它 讨 论 的 不 是 切 向 量 场 ,而 是 一 艇 的 连续 向 量 场 :和 定理 1 的 情况 不 
一 样 ,这 个 定理 的 结论 与 空间 的 维 数 奇 偶 性 无 关 , 所 以 我 们 设 空间 维 数 为 "， 

定理 3 设 &(x) 是 六 上 的 连续 向 县 场 . 设 在 D" 的 边界 S*- "二 ,6(z) 措 加 球体 记 7 之 处 , 即 
在 |z1=1 处 


另 一 方面 


vol( ADze1 ) = | 


(zx,€(7))20. 
这 时 $ 必 在 D" 中 有 等 点 z, 即 |z|<1 县 (x)=0. 
证 分 成 两 种 情况 
首先 设 = 为 偶数 -把 6 拓展 为 2D"( 即 半径 为 2 的 闭 球体 ) 上 的 连续 向 量 场 刀 如 下 : 
En) 16z) lz|&1, 0 
‘(zl -let+(2 -le er/el), 1<|z|<?. 
很 明显 (xz) 在 2D" 上 是 连续 的 ,上 且 在 1<<|z|<<2 处 


(E(x),7)= (zi-1)lzl2+(2-1zl Ji 让 让 ptlzl 一 1)1z 下 >0， 
这 里 我 们 利用 了 


全 )>0， 

(天 总 全 [是 单位 向 量 】. 所 以 下 在 2D" \ D 上 不 为 0. 在 2D" 之 边缘 即 球面 2S'.-: 上 , 因 |=| = 2， 
有 (x)=x 即 是 径 向 向 量 . 

增加 一 个 维 数 而 考虑 2D"… ,其 边缘 是 2S" .现在 作 一 个 映射 p 把 2D" 映 到 2S" 的 下 半球 面 
上 上 且 得 其 上 的 切 向 量 场 5, 并 使 在 2D" 的 表面 ( 典 为 2S" 的 赤道 ) 上 ,如 A、B、C、D 丰 个 向 量 仍 映 
为 与 赤道 平面 正 交 的 向 量 (如 图 附 - 1) .图 附 -1 只 是 用 几何 图 形 说 明 它 ,如 果 要 写 出 g 来 , 则 可 
以 利用 球 极 投影 .为 了 避免 复杂 的 运算 ,我 们 没有 把 式 子 写 出 来 . 

现 将 拓展 到 2S" 的 北半球 面 成 在 . 如 果 南 半球 面 上 有 一 点 P= (zz )， az = 
(zz ) , 则 北半球 面 必 有 一 个 对 称 点 Q= (z，- zi ) .我 们 定义 ECQ) 之 前 ”个 分 量 与 
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E(P) 之 前 = 个 分 量 反 号 ,而 第 n+1 个 分 量 则 同 号 ,换言之 

ET's Ta) = (Ti TT ). (8) 
所 以 可 以 说 8 与 二 是 对 称 的 ,但 因 在 2S" 之 赤道 上 9p(#) 与 赤道 平面 正 交 , 故 二 (z .0)= 
(0，0，zo) ze >0. 由 (1) 可 知 让 xz ,0)=(z',0) .这样 得 到 2S" 上 的 一 个 连续 切 向 量 场 ， 
现在 n 是 偶数 .由 定理 1, 拓 展 后 的 向 量 场 必 有 零点 ,而 由 对 称 性 在 南半球 面 上 至 少 有 一 个 零点 . 
由 图 , 零 向 重 在 p 下 之 原 像 仍 为 零 向 量 , 面 知 必 有 E2DD" 使 5Fz)=0, 但 前 已 提 过 二 在 1< | zl 
去 2 处 不 为 0. 故 工 必 在 六 中 ,定理 得 证 . 


Dr 
CD) 
4 € S=p(0) 
B 
_A 
图 附 -1 


其 次 看 = 为 奇数 的 情况 . 仍 与 前 而 相似 ,我 们 把 维 数 增加 1 而 考虑 D"… ,并 设法 在 D*“' 上 

作 一 个 n+1 维 向量 皇 如 下 : 
ETE (9) 
4 >0 待定 .关键 在 于 我 们 希望 拓展 后 的 在 D"'' 的 边缘 S* 上 仍 指向 D"*! 之 外 , 即 希 望 在 x? + 


+ z=1 处 ， 


nt " 
TE (Ti Tn ) (+ 
1 1 


= (7,8) +a(1- dr)>0. {10) 
4 的 选 法 如 下 ,和 定理 1 证 明 的 准备 中 说 的 一 样 ,我 们 可 以 假设 8(.c) 一 直到 "的 边界 外 稍 远 


处 , 即 在 |z|s<1+ Po>0 处 都 是 连续 可 微 的 ,并 记 Sz.s (zi cs ) = FC7,9), 而 (1.0) 是 


球 坐标 .于 是 F(r,9) 对 在 0 雪 > 反 1+p 中 属于 C:. 因 此 
lim 王 (的 一 FL9) 
rt r-1 

是 S$” :上 的 连续 函数 ,所 以 一 定 可 以 找到 正常 数 M 使 
F{r,0)- F(1,0) 
EM, M>0. 


=F (1.,0) 
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但 是 F(1.0) = 六 6 (zzs)| ,之 0, 放 由 上 式 双 方 乘 以 非 负 的 1 r( 注 意 ,我 们 是 从 球 


体 D" 内 接近 边界 S*"! 的 ) ,有 
Fr -FO M(-r). 


从 而 
Flr OP MU- 7) = Tr 


所 以 只 要 取 a 之 &, 即 可 证 得 (10) 式 .总 之 我 人 有 > x5 (ri,… ,zw ) 产 0 ,现在 一 1 是 偶数 ， 
所 以 可 以 对 铅 量 声 所 应 用 定理 前 一 部 分 ,而 知 必 有 工 = ( ，…,zr1)E DY 使 和 zy)=0, 但 
ET)= (8(z Ts) a )， ， 
所 以 {4)=0 就 意味 着 , 志 ,; =0, 面 = (E00) 之 (zn, )ED'. 且 
(zi, ) =0, 定 理 证 毕 ， 
布 劳 威 尔 定理 的 证 明 ”对 定理 中 讲 的 映射 / ,我 们 作 &=x -f(z),D">R", 于 是 # 是 D" 上 
的 一 个 向 量 场 ,但 在 D" 的 边界 S"…: 上 ， 
《zv6)=|1z| -Cr, f(r))20. 
这 是 因为 FLz),D' 一" , 故 | f(z) | 所 1, 耐 [Cz,f(z))| 志 |z1*|1f(z)|. 在 "的 边界 上 |z| = 
1,1 fz) | 所 1, 所 以 《xz,#) 之 1 -|f(z)| 之 0. 由 定理 3 即 知 有 一 个 零点 过 :8( 工 ) = 区 一 
f(x)=0. 从 而 f(x) = 三 而 是 映射 的 不 动 点 ,证 毕 . 
以 上 我 们 是 对 单位 球体 证 明 布 劳 威 尔 定 理 的 .但 是 实际 上 ,把 P" 改 成 R" 中 的 闭 凸 体 ,而 对 
了 仍 要 求 它 是 把 此 凸 体 映 到 其 自身 中 的 连续 映射 ,定理 仍然 成 立 . 
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我 们 生活 于 其 中 的 宇宙 一 一 时 间 与 空间 一 一 是 什么 样 ? 这 是 从 远古 以 来 的 哲学 家 就 十 分 关 
注 的 问题 .而 自从 古 希 对 时 代 有 了 作为 一 门 演绎 科学 的 几何 学 以 后 ,空间 就 成 了 几何 学 研究 的 对 
象 . 哥 白 尼 的 日 心 说 固然 在 解放 人 类 思想 上 起 了 无 可 估量 的 作用 ,为 后 来 的 伽利略 、 开 普 勤 开辟 
了 道路 ,这 以 后 才 有 了 牛顿 力学 .但 是 从 对 空间 的 丁 解 而 言 ,只 不 过 是 把 作为 线性 空间 的 欧 氏 空 
间 换 成 了 一 个 仿 射 空间 (affine space). 什么 是 仿 射 空间 ,我 们 不 来 叙述 其 数学 定义 而 只 福 略 地 说 
明 一 下 .任意 定 一 个 起 点 Pt 我 们 不 说 是 原点 , 仿 射 空间 没有 原点 ). 如 果 再 给 出 -点 Q 作为 终 
点 , 则 联结 PQ 两 点 可 以 得 一 向 量 a = GG. 现在 再 以 @ 为 R" 的 原点 , 则 空间 的 任 一 点 了 都 可 以 
写成 + (了 R" 的 某 点 ) 的 形状 , 即 首先 在 以 Q 为 原点 的 空间 中 用 一 个 向 量 @ 训 = 。 来 表示 了 , 则 
了 相对 于 已 点 可 以 表示 成 为 六 = EG + 看守 = a + ,这 样 的 集合 a+ R" 就 是 一 个 仿 射 空 间 . 仿 
射 空 间 的 向 量 是 a + v, 它 不 能 作 加 法 :车 有 两 个 点 T 和 TT, 分 别 对 应 于 e+ mi ,at+ 了 ,它们 不 
能 相 加 .因为 形式 地 相 加 成 (a+um)+(a+u)=2u+(u+z),2a 是 什么 无 法 解释 .但 是 可 以 
作 减 法 (e+ mm ) - (a + oa)= vi 一 v2, 其 实 就 是 T 对 了 的 相对 位 置 .从 数学 来 看 , 托 勤 密 和 哥 
白 尼 的 区 别 就 在 于 托 勒 密 认为 原点 应 该 放 在 P( 地 球 ) 处 ,而 哥 白 尼 则 认为 应 该 放 在 Q (太阳 ) 
处 -其 实 空 间 的 性 质 没 有 发 生变 化 : 它 是 三 维 的 .均匀 的 (在 宇宙 的 任何 见方 ,不论 是 在 比萨 儿 塔 
上 或 在 猎户 座 大 星云 里 ,物理 规律 是 相同 的 ) ,各 向 同性 的 (不 论 是 头 朝天 项 面向 东方 还 是 头 下 脚 
上 做 实验 ,结果 都 是 - 样 的 ) .我 们 说 空间 是 R', 除 了 指定 一 个 原点 位 置 以 外 ,就 是 这 样 的 意思 . 
至 于 时 间 更 是 与 空间 无 关 的 一 维 的 ,均匀 的 . 如果 我 们 确定 了 一 个 时 间 原 点 , 则 时 间 是 R: .总 之 ， 
时 空 就 是 Ri x 名 .这 里 我 们 完全 没有 涉及 时 间 的 不 可 逆 性 , 那 是 整个 物理 学 的 另 一 大 篇 章 . 总 
之 ,时 空 是 一 个 空空 澜 洞 的 框架 . 它 是 被 动 的 ,没有 物理 内 容 的 .这 就 是 牛顿 的 时 空 观 . 几 何 学 就 
是 研究 这 个 框架 的 学 问 .我 们 在 中 学 学 的 初等 几何 和 后 来 学 的 解析 几何 学 就 是 这 门 学 问 的 大 概 . 
到 了 18 世纪 来 时 , 倩 况 开始 有 变化 .首先 应 该 提 到 的 是 高 斯 , 随 着 人 们 枉 费 心机 地 想 去 证 明 平 行 
线 公设 (或 者 证 明 与 此 等 价 的 三 角形 三 内 角 之 和 为 x) ,高 斯 开始 怀疑 我 们 生 于 斯 长 于 斯 的 空间 
究竟 是 不 是 欧 氏 空间 .他 真 的 选 了 三 个 小 出 头 , 想 用 实际 测量 看 一 下 三 角形 三 内 角 和 是 否 确 实 为 
x, 虽 然 可 惜 在 他 的 实验 条 件 下 得 不 出 尾 何 结论 , 却 标志 着 对 牛顿 的 时 空 观 的 一 次 冲击 .高 斯 的 一 
个 极 重要 的 贡献 就 在 于 提出 ,不 要 只 把 一 个 曲面 看 成 R? 中 弯曲 的 一 部 分 ,应 该 把 曲面 就 看 成 是 
一 个 空间 . 在 这 个 空间 里 ,没有 些 达 哥 拉 斯 定理 ,而 有 ds? = Ed + 2Fdudv + Gd 这 里 
《4,0) 是 曲面 上 的 点 的 “您 标 ",E, FF,G 是 (u,v) 的 函数 . 这些 函数 决定 了 这 个 曲面 的 性 质 , 特 
别 是 曲面 的 曲率 .而 且 曲 面 上 的 三 角形 (其 三 边 为 测 地 线 ) 之 三 角 之 和 与 之 差 恰 好 由 有 旧 率 决定 、 
黎 曼 进一步 发 展 了 高 斯 的 思想 . 他 指出 空间 不 一 定 是 三 维 的 ,而 可 以 是 n 维 的 ,在 这 样 的 空间 
里 , 毕 达 哥 拉 斯 定理 自然 是 不 对 的 , 面 有 ds* = 了 gdz dr.(g,(z)) 完 全 决定 了 空间 的 性 质 . 
实 歼 曼 研究 空间 的 性 质 是 为 了 说 明 物理 学 的 问题 .可 是 这 个 工作 不 是 由 黎 曼 完成 的 .尽管 当时 就 
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有 人 提出 , 黎 曼 的 空间 是 奔 曲 的 ,造成 这 种 窒 曲 是 由 于 物质 的 分 布 .可 是 到 了 爱 因 斯 坦 才 说 明了 
引力 与 (g, (zx》) 的 关系 .这 样 一 来 ,物理 学 和 几何 学 就 融合 起 来 了 , 爱 因 斯 坦 提出 这 个 理论 一 一 
广义 相对 论 一 一 大 约 是 1915 年 .当时 出 于 实验 观测 结果 不 多 ,广义 相对 论 对 人 类 的 思想 影响 远 
不 如 现今 之 广泛 深刻 .因此 ,弯曲 的 空间 、 高 维 空间 常常 成 为 科幻 作品 或 艺术 创作 的 题材 .但 是 到 
了 现在 ,大 瀑 炸 黑洞 … 一 连 串 重大 的 科学 进展 使 得 空间 是 弯曲 的 .空间 是 高 维 的 这 样 的 思想 
日 渐 深 入 人 心 ,面向 21 世纪 可 以 肯定 在 这 些 方面 会 到 得 更 大 的 发 展 . 

这 与 我 们 学 微 积分 有 什么 关系 呢 ? 是 否 可 以 说 微 积 分 某 些 理论 , 某 些 章节 已 经 陈腐 了 ,应该 
随 着 知识 的 “大 爆炸 ",“ 炸 "到 九 霄 云 外 去 呢 ?” 是 否 可 以 用 物理 学 来 代 巷 它 呢 ?和 尖 来 都 不 行 .空间 
虽然 是 弯曲 的 ,从 局 部 来 看 却 仍然 是 通常 的 及 "( 连 仿 射 概 念 也 用 不 着 ) ,所 以 微 积分 的 基本 理论 
和 方法 仍然 适用 .但 是 在 下 面 我 们 将 特别 注意 一 些 通常 教材 上 注意 不 到 的 方法 ,所 以 我 们 假设 读 
者 都 掌握 了 初步 的 线性 代数 知识 .一 一 其 实在 第 三 章 中 已 经 开始 这 样 做 了 ,目的 是 使 读者 在 将 求 
有 机 会 接触 到 这 类 最 深刻 的 数学 和 物理 问题 时 会 少 一 些 生 获 感 . 这 些 材料 的 中 心 是 微分 流 形 癌 
题 ,但 还 牵涉 到 一 些 其 它 很 有 用 而 时 常 被 忽 瞳 的 问题 
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于 道 变 向 量 与 协 变 向 量 “向 量 就 是 一 个 有 方向 有 长 度 的 对 象 ”. 这 种 说 法 很 模糊 ,但 是 在 
力学 中 我 们 遇 到 了 许多 的 向 量 其 共同 特点 是 能 按 平行 四 边 形 法 则 作 加 法 与 们 乘 . 而且 ,例如 速 
度 为 等 等 大 家 都 认为 是 向 量 的 物理 量 都 有 分 速度 ,分 力 等 等 ,并 且 可 以 按 平 行 四 边 形 法 则 合成 
这 个 向 量 .把 这 些 概念 代数 化 ,就 得 到 线性 空间 的 概念 , 它 的 运算 规则 就 是 平行 四 边 形 法 则 .但 是 
我 们 还 要 回 到 几何 直观 .说 一 个 向 量 有 方向 ,有 长 度 ,必须 有 一 个 参考 .对 于 RR" ,就 是 要 找 ”个 
线性 无 关 的 向 量 e,,…,e, 作 和 参考, 而 按 平行 四 边 形 法 则 ,每 个 向 量 都 可 写 为 

TT Te tT {1) 

(zzs) 是 了 的 个 坐标 ,ze. 称 为 第 i 个 分 量 (有 时 也 就 说 = 是 第 i 个 分 量 ,下 面 我 们 
一 般 不 加 区 别 ).(e ，…,e,) 称 为 标 架 (frame) ,或 者 称 为 线性 空间 的 一 个 基底 (basis) ,在 物理 学 
中 则 称 为 参考 系 . 如 果 一 个 向 量 代 表 某 个 物理 实体 或 物理 量 , 则 在 换 了 一 个 标 架 后 ,该 物理 量 的 
性 质 不 应 该 变化 ,但 是 标志 这 个 向 量 的 这 组 分 量 (x ，…“,X. ) 却 会 改变 .因此 重要 的 是 了 解 , 当 标 
架 变 化 时 分 量 或 坐标 如 何 改变 .首先 变 看 标 架 作 了 线性 变换 后 ,它们 如 何 改变 . 具体 说 , 设 我 们 换 
了 一 个 新 标 架 ( 记 ,… ,大 ) ,坐标 随 之 变 为 (y,，…,y,), 从 物理 上 看 ,必须 有 

TE Te tt re = yf te yh,. (2) 
规定 (2) 式 成 立 是 一 个 重要 的 原则 .因为 一 个 向 量 无 论 它 是 代表 一 个 物理 量 或 者 就 简单 地 是 一 个 
几何 量 , 它 的 性 质 应 该 与 标 架 的 选取 无 关 . (zz ) 或 (y,，…,y,) 只 是 同一 个 向 量 在 不 同 标 
架 下 的 表示 ,各 个 分 量 的 值 可 以 随 标 架 而 变化 ,但 必须 有 (2) 这 样 的 关系 式 才能 断言 它们 确实 表 
示 一 个 几何 或 物理 实体 ,这 个 重要 的 原则 在 下 面 讨论 物理 定律 的 表示 时 将 一 主 遇 到 . 
因为 我 们 现在 讨论 的 是 均匀 的 空间 ,所 以 标 架 的 变化 应 该 是 线性 变换 ,所 以 我 们 令 
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.= Vari = 12 (3) 
这 里 ,是 实数 (如 果 讨 论 复 空间 时 , 则 不 妨 规定 ,是 复数 ) ,而 且 我 们 设 矩 阵 
A= (a,) (4) 


是 非 奇 异 的 :det4 = |2, | 关 0, 因 为 这 时 也 仅 在 这 时 才能 从 (3) 把 。, 解 出 写 为 f. 的 线性 组 合 .我 
们 不 芒 引进 两 个 "形式 向 量 " 下 = (太太 ) 与 王 = eer) ,而 把 (3) 形 式 地 写成 

F = AE， (新 标 架 ) = A( 老 标 架 ). (5) 
说 是 “形式 向 量 "是 因为 真正 的 向 量 的 分 量 应 该 是 实数 或 复数 ,而 不 是 向 量 ". 或 f, ,我 们 这 里 只 
是 借用 矩阵 的 形式 运算 法 则 而 已 .以 (3) 代 人 (2) 即 有 


Se 二 


= (Bin) ee (rn),. 
因为 ，…,e, 是 线性 无 关 的 ,所 以 有 
= yj = 1 


如 朵 引信 坐标 的 向 量 记 甘 (这 一 次 是 真 向 量 了 ): z= (Tw, x ) ,y='(y,…,y), 则 (6) 可 写 
成 


nn (6) 


工 ='Ay 吉 y = 以 mx. 《7) 
(新 坐标 ) = 内 -( 老 坐标 )， 
以 上 ,左上 角 的 :都 表示 转 置 ， 

(5) 与 (?) 形 成 重要 的 对 比 .两 个 由 R" 到 R" 的 线性 变换 ,车 其 矩阵 互 为 转 填 逆 , 则 说 这 两 个 
线性 变换 互 为 逆 步 的 (contragredient) .所 以 标 架 的 变换 (5) 与 坐标 的 恋 换 (7) 互 为 道 步 .因此 ,向 
量 x 的 上 述 坐标 (zz ) 或 (y，，… ,ys) 称 为 逆 变 坐标 (contravariant coordinates). 所 渭 适 变 
是 相当 于 标 架 而 言 的 ,因为 标 架 的 变换 式 是 (5) 而 坐标 的 变换 为 

y= ArA = 人 《8) 
它 是 与 (5) 道 步 的 变换 ,所 以 x 和 yy 称 为 逆 变 坐标 . 

在 数学 中 有 一 个 重要 的 规定 ,车 一 个 向 量 ( 还 有 以 后 笋 讲 的 张 量 ) 等 等 ,只 要 含有 若干 个 指标 
例如 js, 其 变化 范围 为 例如 (1.2,…,n) ,或 (0,1,…,m - 1)( 坑 空间 的 维 数 而 定 ) ,而 当 
此 空间 的 坐标 作 变化 (7) 时 , 某 个 指标 是 六 变 的 ( 即 与 (7) 相 同 而 与 (5) 逆 步 ) ,这 种 指标 都 写 在 上 
第 , 称 为 逆 变 指标 . 若 此 指标 与 (7) 送 步 ,与 (5) 相 同 ,这 个 指标 一 定 写 在 下 角 ， 称 为 协 变 指 标 . 若 在 
一 个 式 子 中 同一 个 一 个 字母 作为 指标 出 现 丙 次 ,一 次 是 道 变 的 ,一 次 是 协 变 的 , 即 一 下 一 上 , 则 规定 要 
对 此 指标 求 和 ,而 略 去 求 和 号 >; ,其 变化 范围 视 空间 中 坐标 记号 的 规定 而 定 . 这 叫做 爱 因 斯 坦 
求 和 约定 ,所 以 (1),(3),(6),… 应 写作 


T= re,, 
= 
f= Ne， 
= Ay, 


等 等 ,为 什么 》 的 两 个 指标 要 一 上 一 下 ,后面 要 讲 . 
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我 们 在 整个 第 七 章 中 都 使 用 这 样 的 记号 . 
上 既然 讲 到 送 变 坐标 ,当然 会 问 有 没有 协 变 坐标 (covariant coordinates). 它 的 几何 意义 是 什么 ? 
道 变 坐标 的 几何 意义 前 面 已 经 讲 得 很 清楚 了 ,就 是 把 一 个 向 量 按 平行 四 边 形 法 则 分 解 在 n 个 线 
性 无 关 的 向 量 ( 即 基底 ) 上 .在 构成 基底 的 每 个 向 量 上 应 该 取 一 个 单位 ,但 这 决 不 等 于 说 在 空间 中 
已 经 引信 了 长 并 , 因 为 在 度 最 空间 中 我 们 已 说 过 什么 是 长 度 .至 少 任意 两 点 =,y 间 才 要 定义 其 
距离 p(x ,y) 尖 0, 而 现在 我 们 至 多 也 只 能 在 该 向 量 的 方向 即 该 坐标 轴 上 定义 "长度 ”. 其 所 以 还 要 
加 上 引 呈 是 因为 坐标 轴 上 给 了 两 个 点 zx 和 y,p(z,y)= x 一 y 可 正 可 负 , 表 明 在 z 和 y 之 间 要 区 
分 出 起 点 与 终点 .这 个 概念 在 度量 空间 中 是 没有 的 .在 坐标 轴 上 按 m 
给 定 的 单位 测 “ 长 度 "实质 上 是 比例 线段 问题 . 欧 几 里 得 的 《几何 
原本 》 就 把 这 一 点 说 得 很 明白 .我 们 就 此 停 下 不 再 追究 ,只 是 说 5 
一 点 :给 定 道 变 华 标 只 需要 在 空间 中 能 作 向 量 运算 (加 法 和 正 负 傍 PEE 
数 的 放大 即 前 面 说 的 傍 乘 ) 就 驶 了 .现在 我 们 在 R" 中 引 人 欧 几 里 ,A 人 | Dn 
得 度量 (许多 书 上 这 时 把 R" 改写 为 E" ,EE 是 欧 几 里 得 (Euclid) 第 
一 个 字母 ,本 书 则 不 这 样 做 ). 在 R* 中 取 一 个 标 架 ,这 时 又 会 有 一 
个 误解 ,以 为 这 个 标 架 一 定 是 正 交 的 ,这 是 由 于 我 们 太 习 局 了 在 
了 与 R* 的 坐标 系 Ozy 与 Oxyz ,而 忘记 了 标 架 只 需 线性 无 关 即 图 7-1-1 
可 ,所 以 入 们 忘记 了 在 用 到 Oxy, Oxyz 时 应 该 加 上 一 名 : 正 交 从 
标 系 Oxy 等 等 (这 当然 有 点 多 余 ) .反而 在 不 必 加 什么 说 明 的 地 方 偏 要 说 在 R* 上 取 一 个 “ 斜 交 举 
标 系 ”坐标 系 本 来 就 无 所 谓 斜 正 , 引 人 欧 氏 度量 后 才 得 到 作为 特例 的 正 交 标 架 .不 过 倒 要 提醒 - 
下 ,每 个 坐标 轴 上 的 单位 长 倒 都 要 选用 同样 的 1, 否则 连 等 边 三 角形 的 概念 都 会 出 毛病 
图 7-1- 1 上 我 们 只 画 了 R ,我 们 考虑 一 个 向 量 GE 以 及 它 在 两 个 坐标 轴 Oz! ,Oz? 上 的 投影 长 
和 与 名 ,于 是 OF 完全 决定 了 (61,6;) .反之 (6 ,人 6) 也 完全 定义 了 [着 ,所 以 (6 .人 6) 也 是 三 的 一 
种 坐标 ,下 面 我 们 证 明 这 就 是 P 的 一 个 协 变 坐 标 . 
为 了 证 明 这 一 点 ,考虑 一 个 运算 : 记 疝 量 4 在 道 变 向 量 昌 上 的 投影 为 (4,B), 于 是 上 = 
( 芒 ,6,), 这 个 运算 对 A 与 B 分 别 均 为 线性 的 ,于 是 任 取 一 个 逆 变 向 量 06=《x' ,x?) ;我 们 有 
(OB,060) = rtér = ér. (9) 
此 式 对 n 维 向 量 也 是 成 立 的 ,但 是 (9) 式 左 方 的 量 显然 与 坐标 的 选取 无 关 , 所 以 右 方 亦 然 . 于 是 
我 们 换 一 个 标 架 ,使 O 六 的 投影 为 (7 , 加) ,05 的 道 变 和 坐标 为 (y'，y') ,应 有 
Er = 了 3 (10) 
但 是 新 坐标 y 与 日 坐标 之 间 有 关系 式 (8), 令 其 中 A 的 元 素 为 (a'》. ; 是 第 一 个 指标 ,表示 模 
行 ,i 是 第 二 个 指标 表示 竖 列 .为 什么 -个 写 在 逆 变 位 置 ,一 个 写 在 协 变 位 置 ,是 国 为 这 样 一 来 ， 
则 (8) 可 以 写 为 


d BE 


y = dx. (11) 
至 少 可 以 看 到 这 样 写法 与 y 为 逆 变 坐标 相符 合 .以 此 代 人 人 (10) 立即 有 
Er’ = par 


由 把 上 式 右 的 ; 改写 成 i,i 改写 成 ,有 
(§ ~ mha! )r' = 0. 


426 第 七 童 ”微分 流 形 上 的 微 积 分 


此 式 应 该 对 任意 z 成 立 , 故 其 系数 为 0, 即 有 


& = a (12) 
注意 现在 是 对 横行 的 指标 求 和 而 (11) 中 是 对 竖 列 的 指标 求 和 ,所 以 (12) 右 方 为 'Ay, 而 有 
="AE. (13) 


所 以 是 协 变 坐 标 . 

定义 逆 变 坐标 时 我 们 只 需要 R" 的 线性 结构 ,也 就 是 只 需要 平行 四 边 形 法 则 ,与 道 变 坐标 不 
同 ,在 定义 协 变 坐标 时 ,我 们 则 增加 了 RR" 中 的 欧 氏 结构 一 一 度量 ,这 样 才 有 了 投影 等 等 .但 是 我 
们 想 要 问 , 是 不 是 非 此 不 可 ? 不 然 ,我 们 在 上 面 把 投影 写成 (A,B) ,读者 立刻 会 想到 这 是 内 积 ， 
而 且 就 此 就 联想 到 欧 氏 空间 的 度量 . 其 实 我 们 并 设 有 用 到 度量 的 任何 特殊 性 质 ,如 果 用 <&, xz)， 
《9,3) 来 表示 上 面 的 “内 积 " ,我 们 所 用 到 的 只 有 以 下 几 件 事 : 

1 (é,r) = (ys 


2. y= Axr; 

3， (é€,7)=(n,Ar)= Ap, x); 

4， 有 由 (6- 47,z)=0 对 一 切 z 成 立 得 出 

§ ='An 或 y='A 6. 

第 一 点 是 说 应 该 有 一 个 量 , 此 量 是 内 蔓 的 即 与 坐标 无 关 的 ,我们 这 里 则 是 z ER* 的 一 个 线 
性 泛 函 ,无 限 维 线性 空间 的 线性 泛 函 之 定义 中 应 该 加 上 连续 性 ( 即 有 界 性 ) 的 要 求 .我 们 在 讲 希 尔 
伯 特 空间 与 广义 次 数 时 都 强调 了 这 一 点 ,但 有 限 维 线性 空间 上 的 线性 泛 函 则 一 定 是 连续 的 .第 四 
点 是 要 求 《是非 退 比 的 , 即 若 对 一 切 zrER" 均 有 (E,r)=0, 则 必 致 =0. 在 R* 上 这 总 是 成 
立 的 ,至 于 另外 两 点 就 简单 地 是 矩阵 的 初步 知识 . 在 线性 代数 中 我 们 记 R" 上 的 线性 泛 函 之 集合 
为 (R")` ,并 且 证 明了 它 也 是 一 个 n 维 线性 空间 ( 当 R" 换 成 C" 时 ,(C*)"' 也 是 一 个 x 维 复线 性 
空间 ) 称 为 R" 之 对 侦 空 间 , 若 &E (R") ,xzER", 则 4 作用 在 x 上 之 值 s{z) 也 常用 内 积 记号 , 记 
作 s(x)=4#,x+), 甚 到 也 称 为 “内 积 ” 于 是 我 们 可 以 把 以 上 所 说 的 归结 为 一 个 定理 . 

定理 1 RR" 的 向 最 与 其 对 信守 间 (R*) 中 之 向量 是 也 为 北上 的 因此,R" 中 的 向 量 称 为 地 
杰 册 是,(R 》 中 之 卫生 和 为 以 变 内 昌 . 

前 面 所 讲 的 就 是 此 定理 的 证 明 . 我 们 只 想 提出 一 点 : 当 我 们 给 出 R* 及 其 对 侦 空间 时 ,本 来 
都 没有 给 定 基底 一 一 标 架 一 一 坐标 ,所 以 当 我 们 说 4E (R")' 在 .x ER" 上 的 值 s(z) 或 Ce,zy 时 
本 来 就 意味 着 此 值 与 坐标 的 选择 无 关 . 

现在 在 R" 中 取 一 个 基底 < ,i=1,2,…, ,注意 我 们 是 把 指标 写 在 下 面 的 ,因为 现在 我 们 有 
了 一 个 标 架 , 面 不 是 向 量 的 坐标 一 一 坐标 是 把 向 量 用 e 作 线性 表达 时 的 系数 . 当 基底 作 线 性 变 
换 (3) 或 (5) 时 ,从 标的 变化 与 之 道 步 , 而 这 些 坐 标 是 用 上 指标 一 逆 变 坐标 来 表示 的 ,所 以 标 架 
应 该 用 下 指标 来 表示 . 前面 就 是 这 样 做 的 .与 此 相间 ,在 (R")" 中 的 标 架 则 应 用 上 指标 表示 :在 
(R") 中 找 一 组 出 量 (e ,j=1,2,…,n, 使 

({e')’,e) = 6,. (14) 

这 样 的 (e” )” 是 存在 的 , 它 就 是 用 上 式 定义 的 R" 上 之 线性 泛 函 ,很 容易 看 到 (e* )'，…, (0* )* 
是 线 狂 励 关 的 ,因此 构成 (R") "的 一 个 基底 , 称 为 !e ，…+en| 的 对 侦 其 底 . 

为 什么 一 般 的 微 积 分 教科 书 没有 区 分 道 变 与 协 变 向 量 ” 因 为 一 般 书 上 都 只 在 正 交 的 笛 卡 儿 
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坐标 系 中 讨论 向 量 ,而 两 个 正 交 锭 卡 儿 坐标 系 之 问 的 线性 变换 又 都 是 正 交 变 换 :4 “= 4 ,所 以 
(8) 和 (13) 都 是 一 样 的 ,而 逆 变 坐标 与 协 变 坐标 就 没有 区 别 了 .我 们 知道 ,所 有 的 维 实 线性 空 
条 都 是 同 构 的 .<R" )" 自然 也 就 同 构 于 R" .在 丧失 了 协 变 与 道 变 之 别 后 ,就 更 没有 理由 视 它们 为 
不 同 的 空间 .如 果 把 (R") “就 写成 R" ,把 (e" )' 就 写成 < , 则 对 偶 基 底 就 成 了 o-n. 系 .向 量 EE 
(R")" (=R") 作 用 在 向 量 zER"” 上 之 值 , 如 果 用 这 个 on. 系 表示 就 成 了 

《Er)》 一 《ee 


= Er = tr, 

也 就 是 内 积 , 即 是 说 ,R* 的 线性 泛 函 ,如 果 选 定 了 一 个 o.n. 基底 ,都 可 表示 成 为 内 积 . 

RR" 的 一 切 正 交 变 换 均 用 正 交 矩阵 表示 , 它 构成 一 个 群 , 记 作 O(n). 特别 重要 的 是 行列 式 为 
1 的 正 交 和 矩阵 群 , 是 它 的 一 个 特别 重要 的 子 群 空间 C" 则 有 酉 群 
U(n)( 物 理学 家 喜欢 称 为 么 正 群 ) 和 特殊 西 群 SU(z) .这些 都 是 特别 重要 的 李 群 (" 李 "是 人 名 ， 
即 Sophus Lie, 1842 一 1899 ,挪威 大 数学 家 ), 可 以 说 是 现代 的 理论 物理 学 的 最 主要 的 框架 .在 正 
交 群 下 , 逆 变 与 协 变 的 区 别 就 不 起 作用 了 . 

但 是 并 不 是 一 切 情况 下 都 可 以 把 忍 " 与 (R")" 视 为 相同 的 . 下面 我 们 讲 一 个 极 重要 的 “ 例 
子 ” 一 一 R" 中 的 牛顿 第 二 定律 .如 果 我 们 在 R" 与 (R")" 中 采用 了 互相 对 偶 的 基底 ,而 将 其 中 的 
疝 量 分 别 写 成 了 (r zz) 一 ze 与 #={ 和 ,… ,而 )= 名 Ce'), 设 它们 都 是 时 间 :的 光滑 函 


数 , 子 是 工 = ( 0) = = (和 二) = 名 (e"). 按 我 们 的 习惯 ,动能 是 工 = 


2 但 是 动能 是 一 个 物理 量 , 它 应 该 是 与 坐标 的 选取 无 关 的 .如 果 换 一 个 坐标 系 y = 


> (0), 则 因 y = Ne ,有 > = 7 而 第 ;个 质点 之 质量 mm 更 是 与 坐标 无 关 的 ,所 以 在 y 内 标 中 
计算 的 动能 是 


也 = 也 A (15) 
右 方 一 般 说 来 当然 不 会 是 了 = > ms 但 是 有 一 个 情况 是 可 以 的 , 即 是 我 们 所 描述 的 乃 是 


六 个 质点 所 成 的 质点 组 在 RR* 中 的 无 约束 的 运动 . 这 个 质点 组 有 3N 个 自由 度 , 例 如 第 一 个 质点 
的 位 置 就 由 = = Xi ,zs = Yi ,zx3 = 2 描述 ,而 且 mm，= mm = ms = AM 即 第 一 个 质点 的 质 
量 . 这 时 ”= 3N 而 且 

了 = DM 这 + 和 )， 


如 果 作 R (注意 ,不 是 R") 中 的 正 交 变换 ,把 (X,Y, , Z,) 变 成 (U,V,, W) ,这 时 确实 容易 计算 
昌 攻 (种 + 让 + 各)= 吉 (+ 训 + 名 ) 而 了 确实 与 和 标的 进取 无 关 , 大 多 数 力学 书 中 者 


只 讨论 这 个 情况 .严重 的 问题 在 于 ,作用 在 这 个 质点 组 上 的 力 是 保守 力 , 即 是 有 位 势 为 F(x) 的 
力 , 位 势 就 是 负 位 能 F(z)= - V(z) ,而 作用 在 质点 上 的 力 是 grad F = -grad V. 于 是 牛顿 运动 
方程 成 为 
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mz = F(z) i = ln (16) 

(不 对 ; 求 和 ). 如果 要 考虑 人 举 标 变换 ,立即 看 由 了 问题 : 式 左 是 逆 变 向 量 z' 对 时 间 的 二 阶 导数 ， 

在 经 奥 力 学 中 时 间 是 一 个 均匀 流动 的 参数 , 它 与 空间 完全 无 关 , 所 以 本 章 一 开始 就 说 了 牛顿 时 空 

是 Ri xR! 而 不 说 是 Rl.. ,这 样 ,ze' 对 + 求 导 后 仍 是 逆 变 向 量 . 但 式 右 则 不 然 ,如 果 引 人 新 坐标 . 
y=Nr 或 y= hz， A = (X)， 


z= py 或 zz=4 yA!= (pi), 
则 


ar Ay rr Hay 
‘注意 ,分 母 中 的 上 指标 算是 下 指标 ). 于 是 (16) 的 左右 双方 分 曾 是 一 道 变 与 协 变 向 量 的 分 量 ,而 
式 只 有 在 不 区 分 逆 变 与 协 变 向 量 的 坐标 系 中 , 才 有 意义 .例如 上 面 说 的 N 个 质点 而 每 个 质点 
均 在 一 个 R' 中 运动 , 目 每 一 个 R' 中 各 了 到 o.n. 标 架 . 就 属于 这 个 情况 . 
怎样 克服 这 里 的 记 盾 ? 关键 在 使 动能 了 成 为 与 坐标 无 关 的 标量 .方法 是 在 各 个 坐标 系 中 分 
别 引入 一 个 矩阵 一 一 即 a? 个 量 (g, ) 并 把 个 修改 为 


T= gt, gy- 8 (17) 
这 里 的 (g,) 的 选 法 应 该 是 使 在 我 们 几米 用 以 表述 牛顿 第 二 定律 所 用 的 x 坐标 中 工 = 
纪委 人， 而 在 用 另 一 个 沧 标 y = Ar,A = (ww) 时 应 招收 成 #18。- 名。 全 得 

Bu = gualal, gy = guatal, 《18) 
这 里 ( ) 是 (ae ) 的 逆 抵 阵 .注意 ,我 们 已 经 把 质量 放 在 g, 中 去 了 .由 (17) 和 (18) 立 即 有 

1 工 - 

T= BRETT 一 了 8oyy 
但 是 了 既然 在 x 坐标 系 中 代表 动能 ,当然 在 y 坐标 系 中 也 代表 动能 一 动能 是 一 个 标量 , 它 的 
什 不 受 坐 标 变 换 的 影响 ， 


解决 了 这 个 问题 ,立即 就 知道 .牛顿 第 二 定律 的 正确 表述 应 该 是 


3 
(gi) = Ei = 2 (19) 
dz 


因为 加 = 六 3 一 e011 于 = 站 时 = a 25 玫 将 上 式 下方 以 ,再 对 1 求 和 即 得 


aF 
ay 


各 


Ea ) = 法 . (20) 
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比较 (19) 和 (20) 说 明 咎 顿 第 二 定律 在 任何 坐标 系 中 都 是 成 立 的 ,而 且 可 以 用 简单 的 形式 扒 
导 得 出 各 个 坐标 系 下 这 个 定律 的 形状 一 现在 (19) 和 20) 形状 是 一 样 的 -这 就 叫做 这 个 定律 
的 协 变性 . 一 切 物理 定律 都 应 该 具有 这 种 协 变性 ,否则 就 不 能 断定 它 确 有 物理 意义 . 上 面 我 们 是 
用 got!' 代替 了 速度 写 ,由 于 质量 已 放 在 g, 中 ,所 以 gx’ 就 是 动 间 .但 是 与 速度 不 同 ,动量 现在 


是 协 变 向 量 , 因为 (19) 右 方 是 协 变 向 量 , 我 们 用 a 去 莱 它 再 对 i 求 和 就 自 然 会 得 到 3 下 .也 就 是 


证 明了 用 o; 去 乘 guzr' 仍 是 一 个 协 变 向 量 . 这 样 我 们 看 到 ,牛顿 第 二 定律 是 以 协 变 向 量 形式 来 表 
未 的 ,其 所 以 如 此 做 是 因为 外 力 是 保守 力 gradF , 面 这 是 一 个 抄 变 向 量 . 总 之 ,一 个 有 物理 意义 或 
几何 意义 的 等 式 双 方 必须 是 同 种 类 型 的 向 量 或 同 为 标量 ,否则 就 要 认真 讨论 为 什么 会 产生 这 种 
不 一 致 ,我 们 上 面 的 讨论 与 本 章 一 开始 就 提 到 的 获 曼 的 思想 ds* = g, dx' dx 有 密切 关系 ,ds 既 


是 虐 离 平方 ,双方 除 以 di 只 得 速度 平方 { 宝 ] = gr 再 考 中 到 可 以 把 质量 也 吸收 到 中 中 去 ， 


则 让 { 禾 :) 其 实 是 动能 . 所 以 , 歼 显 的 思想 有 深厚 的 物理 背景. 至 此 ,读者 会 问 , (g, ) 究 竞 是 件 
么 ? 这 是 n? 个 数 或 函数 组 成 一 组 (考虑 到 对 称 性 , 实 有 于 mn + 1) 个 数 ) ,而 在 坐标 变换 下 , 它 


按 (18) 式 变化 . 它 还 有 一 个 奇怪 的 性质 : 即 当 它 与 一 个 逆 变 向 量 xz! 相 乘 , 并 对 求 和 ,从 而 使 指 
标 j 在 最 后 的 结果 中 不 再 出 现 ( 这 个 运算 叫 * 缩 并 ”(contraction)), 这 时 一 定 出 现 一 个 协 变 向 


量 一 动量 ,我 们 记 作 p, = Bu, 一 个 数学 对 象 如 果 有 这 些 奇妙 的 性 质 , 其 本 质 必然 值得 认真 讨 
论 .如 (g,) 这 样 的 对 象 就 称 为 一 个 张 量 . 黎 显 就 是 发 现 了 度量 张 量 (&, ) ,由 此 建立 了 获 显 见 何 
学 ,对 整个 数学 和 物理 学 起 了 极 大 的 推动 作用 ,我 们 将 在 下 而 再 细 说 . 

最 后 我 们 要 提出 一 点 ,上 面 我 们 讲 向 量 都 是 以 空间 某 一 定点 为 原点 建立 一 个 线性 空间 R*， 
所 有 的 向 量 都 是 R" 或 (R")" 之 元 ,这 些 空间 中 的 坐标 变换 也 都 是 常 系数 的 线性 变换 .但 是 在 实 
际 的 物理 问题 中 ,并 不 只 讨论 一 个 定点 上 的 问题 ,而 要 考 虞 菜 一 区 域 2 中 的 向 量 函 数 .标量 了 
数 .这 个 2 是 R' 的 一 个 区 域 ,但 这 里 的 R* 与 向 量 所 在 的 R* 或 (R*)" 是 两 回 事 ,正如 我 们 的 第 
三 章 中 讲 什 么 是 微分 时 , 讲 到 + +h 时 说 的 ,x E OCR* 与 所 在 的 RR" 是 不 同 的 .后 者 叫 切 空 
间 , 前 者 叫 将 空间 .这 在 下 一 节 讨论 切 从 、 余 切 处 时 会 再 过 论 . 现在 我 们 讲 坐 标 变换 时 就 要 考虑 
0 中 的 变动 ,而 不 只 是 R' 中 的 向 量 按 y= Ar 或 y='A 1x 的 变换 ,但 是 现在 的 非 线性 变换 = 
= z(y) 的 线性 部 分 , 亦 即 下 面 要 讲 的 切 变 换 ,确实 是 以 底 空 间 中 的 x 点 或 机 应 的 ,点 ( 均 作为 定 
点 考虑 ) 为 原点 的 切 空间 R" 让 的 统 性 变换, 这 个 线性 变质 的 年 阵 就是 外 可 比 生 阵 (2). 这样， 
我 们 就 可 以 给 出 

定义 1 设 在 维 区 域名 中 作 任意 兴 标 变换 , 即 贡 分 间 且 一 x(y) 或 y=y(z). 矿 在 Q 上 

"个 站 滑 汕 数 f(x), 本 y 入 中 机 应 由 及 个 闪光 台数 Fy), 使 

f(z} = Fy), x = x{y), 《21) 

束 称 /Cx) 为 一 标 晤 - 若 在 中 对 每 个 娄 标 第 。， 个 光洁 天 数 所 成 的 一 组 Li(z)， ,六 ())， 
而 夸 咽 二 娄 标 和 y 下 相应 有 -组 (FP,(»y),…, FP,(y)) 问 有 关系 式 
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F(3) = Dh) NY, (22) 
则 区 它 沟 加 变 向 量 ,这 时 规 定 将 痪 村 写 在 上 而 而 有 


Fy) = f(z) 和 


车 与 F 网 的 关系 或 为 
FE(y) = (az) 


这 时 夫 定 捐 桥 号 存 下 页, 划 殖 之 为 协 变 各 基 ， 

例如 ,9 中 某 一 函数 p(z) 之 梯度 grad g 就 是 协 变 向 量 . G 中 某 一 曲线 r = (1 之 “导数 " 
或 "速度 "[ 品 …, 季 ] 以 及 请 此 昌 线 的 短 分 (dz'，- ,da ) 孝 是 六 变 向 量 ,可 以 说 ,它们 是 最 重 
要 的 协 变 和 道 变 向 量 - 

2. 旋转 和 反射 上 一 车 中 除了 最 后 一 段 是 讨论 的 非 线性 坐标 变换 以 外 ,我 们 都 是 讨论 的 线 
性 变换 .在 物理 学 中 具有 特殊 重要 性 的 是 一 些 特殊 的 线性 变换 例如 SO(r), U(n) 还 有 作为 相 
对 论 基 础 的 洛 伦 兹 变换 (Lorentz transformation) 等 等 . 这 就 涉及 了 群 论 的 问题 ,是 一 个 浩 蔡 的 数 
学 海洋 ,即使 是 从 微 积分 的 角度 来 看 ,也 确 有 一 些 变换 特别 重要 ,例如 有 平移 .旋转 和 反射 . 我 们 
在 这 里 不 去 讨论 平移 ,因为 它 虽 然 简单 , 却 不 属 于 线性 变换 ,而 是 仿 射 变换 .下 面 我 们 讨论 旋转 . 
至 于 反射 , 则 其 性 质 又 与 旋转 很 不 相同 .不 过 ,这 里 有 两 个 相 联系 的 问题 .前面 我 们 是 固定 了 一 个 
向 量 , 即 一 个 点 ,然后 让 基底 即 坐 标 轴 改变 并 旦 看 此 点 的 坐标 如 何 变 化 . 另 一 个 情况 是 
固定 基底 ,并 让 此 向 量 , 即 一 个 点 , 变 成 另 一 个 向 量 , 面 月 这 个 变换 对 于 被 变换 的 向 量 是 线性 的 
这 两 种 问题 虽然 不 同 , 却 互 有 联系 ,甚至 可 以 看 成 一 种 “相对 运动 *: 把 一 个 平面 向 量 绕 原 点 旋转 
角度 9 与 将 坐标 轴 旋 转 一 个 角 ~ 9 ,所 得 的 公式 是 一 样 的 ,所 以 下 而 我 们 只 看 向 量 的 变化 . 

先 看 平面 上 的 旋转 , 先 春 由 (z,y) 点 (现在 没有 必要 区 分 掀 变 与 道 变 向 量 , 因 为 我 们 用 的 是 
正 交 和 销 卡 儿 坐 标 ) 到 (xy ) 的 旋转 ,其 旋转 中 心 为 原点 ,旋转 角 为 多 -最 好 的 方法 是 用 复数 记号 ， 


于 是 令 z=z+iy,z =x +iy’, 则 


日 下 
dy 


"=erz, {23) 
(x + iy) — (zeos 9 — ysin g) + Csin g + yeos 9), 
分 开 实 应 部 ,并 用 和 矩阵 表示 , 即 得 


7 = zcos 多 一 3 sin pry’ = xsin p+ ycos p, 


人 os 
y sing cosgp yy 
这 是 点 的 变换 .如 果 坐 标 轴 旋转 一 个 角度 gp 则 得 
(2 ol} on 
yy —sing cosgi\y 


不 论 是 哪个 问题 ,变换 矩阵 都 是正 交 和 矩阵 . 
二 面 我 们 还 看 到 ,平面 旋转 可 以 用 天 个 观点 来 看 :一 是 看 成 实 的 正 交 变 换 ,一 是 看 成 复 变 换 
=e"z,e" 可 以 看 成 一 个 一 阶 和 矩阵 , 它 仍 是 酉 矩阵 ,因此 记 为 (er)， 这 个 情况 在 三 维 时 照样 成 


京 
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其 实 (24) 或 (24') 也 可 以 看 成 一 个 三 维 的 点 变换 或 坐标 变换 .例如 (24') 是 x,y 平面 绕 x 办 
旋转 了 角度 .因为 = 轴 是 旋转 轴 , 所 以 = 坐标 不 变 = = z. 这 样 ,例如 (24') 就 成 为 
工 


x cosp sing 0 


y -snp cosgp 1 ， (25) 
EE 0 0 1 
变换 矩阵 仍 是 一 个 正 交 矩阵 ,不 过 阶 数 为 3. 我 们 要 证 明 R* 中 
一 般 的 旋转 都 可 以 这 样 处 理 .现在 设 原 有 一 个 坐标 系 Ozyz ,经 
旋转 成 为 Orz'y xz .我 们 要 想 办 法 把 一 个 一 般 的 旋转 分 解 为 车 
干 个 (2S) 那 种 类 型 的 旋转 的 乘积 .为 此 ,我 们 令 OL 为 zy 平 ， 
桓 和 Oz' 平 面 之 交 线 ,Oz 和 De 之 交角 是 6, 由 Oz 到 DOL( 均 “ 
在 平面 Oxy 上 ) 之 角度 为 ,在 Or'y 上 由 Or 到 OF 之 角度 为 
久 ( 揪 ?了 7-1-2)》. 由 Oryz 坐标 系 变 到 Oxyz 分 成 三 步 实 现 . 
1. 以 Ox 为 办, 在 Orzy 平面 上 将 Oz 旋转 p 成 为 OL , 令 新 
坐标 系 为 (zl ,y, ,21), 则 Or 即 OL ,Oz 即 Oz ,而 由 (25) 有 


TL 


4 


也 


cosy sing 0 [x 
y| - (26) 图 7“1-2 


2 


yl sing cosp 0 

加 0 0 1 
2. 现在 Ox, 即 OL , 它 既 在 Oz y, 平面 上 ,又 在 Oxy 平面 上 ,所 以 一 方面 它 与 Oxi 正 交 ， 

一 方面 又 与 Oz' 正 交 . 以 Ox; 为 轴 在 Ozx' 和 画 上 旋转 一 个 角度 8, 于 是 得 到 新 坐标 系 Oz; ya zz ,这 

里 Ozs 即 Or ,Oz 即 Orz 而 由 (25) 式 有 

1 0 0 

0 co0 sing 


E23 TL 


232 | = 31 |， (27) 


2 0 -snb cost 
3. 现在 绕 Ox, 作 最 后 一 次 旋转 .因为 Oz, 即 Oz' 所 以 旋转 是 在 Oz, y, 平面 上 实现 的 .旋转 
的 角度 为 $. 于 是 Oz 即 OL 变 成 Ox“. Oz, 是 旋转 轴 所 以 不 变 . Oy, 即 Oy' (条 件 是 Qz’y'z 与 


Ozxyz 同 为 右手 或 左手 坐标 系 ) ,于 是 最 后 有 


&1 


rx” cosy siny 0] fz 
3 =|-sing csy Ofly,|. (28) 
z” 0 0 1) | z; 
合并 (26),(27),(28) 即 得 最 后 的 结果 
区 x 
y |=Aly|. {29) 
总 EL 


| Cos peos 几 一 cos Hsin psin y Sin gcos $+ cos feos psin gy sin gsin 多 
A = - cos psin # — cos sin peos 分 一 sin psin y+ cos Ocos geos py sin Geos |). 
sin psin 8 — cos psin 8 cos 0 


很 容易 证 明 ,A 是 一 个 正 交 垂 降 ,而 且 det A =1. 但 是 变 注 意 ,这 是 由 于 我 们 假设 了 Ory 与 
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Oxzyz 同 为 右手 或 左手 系 , 即 有 相同 “ 手 征 ”(chirality) ,否则 下 面 我 们 会 看 到 ,A 仍 为 正 交 矩阵 ,但 
是 det 4 = -1, 这 种 情况 将 在 下 面 讨论 .所 有 这 种 适合 det A =1 的 正 交 和 矩阵 成 为 一 个 群 , 记 作 
SO(3),(0,g,$) 是 它们 的 三 个 参数 , 称 为 欧 拉 角 , 它 是 欧 拉 在 研究 刚体 绕 固定 点 的 旋转 时 提出 
的 ,固定 点 即 选 为 原点 O ,刚体 原来 的 位 置 通过 附着 于 其 上 的 以 O 为 原点 的 一 个 正 交 标 架 Oxyz 
来 刻画 ,而 其 转动 后 的 位 置 则 通过 Oz'y'z“ 来 刻画 - 


我 们 把 这 些 结 果 归 结 成 为 
定理 2 剑 因 着 O 点 胸 正 交 丰 标 系 的 能 转 成 为 行 到 式 为 1 的 


E 交 短 降 集合 SO(3) . 它 是 一 


个 于 ,多 为 = 纹 竺 丈 正 次 隆安 仿 有 三 个 读 统 参数 (9,p,$)( 称 为 隐 拉 角 ), 这 时 0<0< rr0<9 


<2xr,0<y<2r. 


上 面 关 于 参数 变化 范 


标 架 仍 变 为 正 交 标 架 ,行列 


重要 的 是 ,如 果 我 们 把 n x n 矩阵 的 n? 个 元 看 成 R” 
就 成 了 R” 中 的 一 点 .矩阵 为 非 奇 异 的 , 即 R" 


的 规定 是 很 明显 的 . 此 外 ,我 们 还 应 证 明 SO(3) 之 任 一 元 一 定 刻画 
正 交 标 架 的 一 个 旋转 ,这 是 很 容易 证 明 的 .因为 正 交 变换 下 长 度 不 变 , 所 以 角度 也 不 变 .这 样 正 交 
式 为 1 表明 标 架 的 手 征 不 会 改变 . 
一 点 的 坐标 ,于 是 每 个 nx n 和 矩阵 和 A 
h 不 适合 代数 方程 der A =0 的 点 之 集合 .这 是 一 


个 开 集 ,这 类 矩阵 也 成 了 一 个 群 , 称 为 a 维 一 般 线性 群 , 记 作 GL(n)( 有 时 写作 GLCn ,RR) 以 与 


复 矩 阵 群 GL (wn ,C) 区 别 ), SO(3) 是 GL(3) 的 一 个 子 群 ,而 由 J 


E 交 条 件 ( 共 6 个 方程 ) 来 刻画 ,所 


以 这 是 一 个 3 维 曲面 .这 个 曲面 是 光滑 的 ,其 有 微分 流 形 结构 .每 一 个 点 因为 代表 一 个 矩阵 又 可 


以 对 它 进行 群 运算 .这 是 一 大 类 极为 了 


要 的 数学 结构 , 称 为 李 群 ,我 们 在 这 里 当然 不 能 再 讲 了 . 


上 面 我 们 提 到 ,二 维 平 面 上 的 旋转 可 以 用 一 个 复数 。* 来 表示 . 它 也 是 一 个 一 阶 酝 矩阵 ,所 以 
的 旋转 SOC3) 也 可 以 用 SU (2) 表 示 , 这 里 我 们 就 不 来 证 明了 . 


SO(2) 也 就 是 SU(1), 同 样 RR 
需 训 提 到 的 是 行列 式 为 1 的 条 件 , 但 实际 上 , 若 A 为 


E 交 和 矩阵 , 则 人 及 = A 所 以 ,A*A= 了 ， 


从 商 det(' 有 4)'det(A)= ldet A|?=1, 面 A 之 行列 式 之 值 可 以 是 + 1. 上 面 我 们 讲 了 A € SO(3) 
必得 det 4 =1, 现 在 要 问 ,det 4 = -1 是 什么 样 的 标 架 变 换 即 坐标 变换 ?这 是 一 个 有 深刻 物理 
意义 的 问题 ,因为 有 两 种 坐标 系 ,如 图 7-1-3 中 R* 的 两 个 正 交 标 架 就 不 可 能 用 旋转 与 平移 使 
之 重合 .而 其 中 之 一 在 镜子 (虚线 ) 中 的 像 就 是 另 一 个 . 这 两 个 互 为 镜像 的 坐标 系 称 为 具有 不 同 手 
征 : 右 方 的 一 个 称 为 “右手 坐标 系 ", 左 方 的 一 个 称 为 “左手 坐标 系 ", 二 者 的 关系 是 


EPE 


{30) 
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对 于 R 也 是 一 样 , 图 7-1-4 给 出 了 左右 手 坐 标 系 , 其 关系 也 是 
-1 0 0 
y 0 10 
2 0 0 1 
(30) 和 (31) 这 样 的 线 件 变换 称 为 x 方向 的 反射 (reflection) .如果 对 所 有 坐标 轴 均 作 反 射 , 则 称 为 
反 演 (inversion)( 物 理学 家 常 称 为 字 称 (parity) 变 换 ) .反射 与 旋转 不 同 , 它 不 形成 群 . 例如 在 到 
上 作对 x 与 y 轴 两 次 反射 如 图 7 一 1~3 的 Oy ,等 干 绕 O 点 旋转 ,而 不 再 是 反射 ， 

坐标 系 的 手 征 是 一 个 重要 问题 .在 Rs* 中 选取 一 个 o.n. 标 架 时 .即使 原点 位 置 相同 ,三 个 轴 
都 与 对 应 的 轴 平 行 , 却 可 以 有 手 征 的 不 同 .这 会 影响 到 对 物理 量 的 表述 和 刻画 . 因为 物理 量 和 几 
何 量 与 参考 系 -~ 坐标 系 的 手 征 的 关系 是 非常 重要 的 问题 , 即 以 “向 量 "而 言 , 我 们 前 面 指出 ,所 
谓 的 向 量 原 来 只 是 指 线性 空间 之 元 素 ,因此 适用 平行 四 边 形 洁 则 ,从 而 也 有 坐标 ,而 和 坐标 的 变 
换 与 标 架 的 变换 是 逆 步 的 ,因而 是 逆 变 坐标 .有 了 对 侦 空 间 以 后 又 有 了 协 变 举 标 .不 过 这 一 段 讨 
论 又 限制 坐标 变换 只 是 正 交 变换 ,因此 协 变 道 变 之 区 别 又 消失 了 .但 在 这 时 又 出 班 了 新 问题 , 即 
正 交 变换 是 否 保持 手 征 不 变 ; 从 算术 上 看 即 此 变换 的 行列 式 是 +1 还 是 -1; 从 几何 上 看 则 是 此 
变换 中 是 否 除 了 旋转 以 外 还 包含 了 反射 ,于 是 ,从 作为 线性 空间 的 元 素 的 向 量 中 又 可 分 为 两 个 子 
类 :一 类 是 在 一 般 的 正 交 变 换 , 即 在 O(3) 之 下 , 亦 即 容许 手 征 改变 时 ,适合 坐标 变换 的 规则 ,我 
们 甚至 说 它们 在 手 征 变换 下 不 变 ( 或 者 比较 准确 一 些 说 它 协 变 ), 这 类 向 量 称 为 真 向 量 (proper 
vector) 恶 极 向 量 (polar vector) , 另 一 类 在 SO(3) 下 按 坐 标 变换 的 规则 处 理 , 而 若 手 征 改变 (例如 
z = 一 工 之 类 ) 时 , 则 整个 向 量变 号 , 亦 即 在 det A= -1,AEO(3) 时 , 正 交 变换 及 将 写成 A = 
PFA，P 为 手 征 变换 ,Pu = - wu,A1E SO(3) 按 通常 的 向 量变 换 规则 作用 于 一 向 量 ,于 是 Av = 
PA4Aas=Pp=-a= 一 4 & -这 一 类 向 量 称 为 灰 向 量 、 盆 向 量 (pseudo - vector) 或 轴 向 量 (axial 
vector) .上 面 讲 的 话 可 能 令 读者 感到 太 抽 象 ,但 看 一 下 实例 就 知道 这 个 区 别 实际 上 是 很 本 质 的 . 
在 RR 中 最 重要 的 真 向 量 当 然 是 位 置 向 量 (z，y, x) 以 及 它 对 时 间 的 导数 , 即 速度 与 加 速度 a. 
由 牛顿 第 二 定律 得 出 的 力 F = ma ,还 有 动量 my (注意 ,现在 我 们 不 区 别 协 变 与 道 变 向 量 ) ,当然 
也 都 是 真 向 量 .R* 中 最 常见 的 盾 向 量 是 两 个 真 向 重 4 = {a1,42503) 与 B= (8,653,b,) 的 向 量 
积 4 XB. 请 读者 回忆 一 下 向 量 积 的 定义 . 在 通常 的 教 本 中 的 说 法 ,例如 :4 x 电 是 一 个 向 量 ,其 
大 小 是 |41|Blsin g(y 是 4 与 8 之 间 的 劣 角 , 所 以 0<p 才 x) ,其 方向 与 4 \ 下 所 定义 的 平 而 垂 
直 而 具 4,B,4 x BB 成 一个 右手 系 ,这 里 有 一 个 隐 合 的 假设 即 Ozys 是 一 个 右手 系 .如 果 想 和 
掉 这 个 假设 , 则 上 而 加 了 着 重 号 的 一 句 话 应 改 为 “而 且 ,8,4 XB 成 一 个 与 原来 坐标 系 手 征 相 
同 的 坐标 系 ”. 向 量 积 在 物理 学 中 极为 重要 .例如 设 一 质点 之 位 置 向 量 与 速度 向 量 是 r 和 vw , 则 其 
角速度 w =r x wo 就 是 向 量 积 ,因此 ,om 是 厢 向 量 或 输 向 量 . 同样 还 有 角 动 量 r x mw 和 力矩 yx 
mF 都 县 .可 是 更 有 趣 的 是 转 到 电磁 理论 .我 们 都 知道 有 电场 忆 和 磁场 B. 上 而 我 们 已 经 看 见 了 ， 
已 是 真 向 量 , 可 是 由 安培 定律 ,如 果 有 电流 经 过 导线 d( 电 流 即 运动 的 电荷 ) , 设 电流 值 为 i, 则 它 
在 品 点 产生 的 磁场 是 


x 


‘|= C31) 


» 
z 


dB = 1al x rin’. 
(图 7-1~5) 由 此 立刻 看 到 B 其 实 是 一 个 恬 向 量 . 
不 仅 如 此 ,我 们 来 看 以 速度 w 运动 着 的 电荷 在 电磁 场 志 入 中 所 受 的 力 一 一 称 为 洛 伦 兹 
力 (Lorentz force) (注意, 库伦 定律 只 适用 于 静电 荷 ); 
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r=o(E+ tvxB), < = 光速. 
它 是 真 向 量 还 是 恬 向 量 ? 第 一 项 当然 是 真 向 量 .第 二 项 当 手 征 改 > 


变 时 ,一 方面 作为 向 量 积 会 变 一 次 符号 , 另 一 方面 B 作为 厦 向 量 
又 会 变 一 次 符号 ,最 终 有 是 不 变 . 所 以 洛 伦 兹 力 和 和 牛顿 力 一 样 都 是 真 
向 量 . pe P 
但 是 看 来 电磁 场 中 却 存 两 个 性 质 完全 不 同 的 成 分 : 真 向量 EE 一 

与 是 向 量 吾 ,两 个 不 同性 质 的 东西 怎 能 共处 在 一 起 ? 其 实 还 有 一 

件 “ 怪 事 " 值 得 在 此 提 一 下 :细心 的 读者 一 定 会 注意 到 ,我 们 只 讨论 

三 维 空间 中 的 向 量 积 ,这 是 为 什么 ? 试看 上 面 给 的 4 = Ca,a3,a3),B=(b,5;,6;), 则 AXB 
的 三 个 分 量 恰 好 是 2x3 矩阵 


图 7“1-5 


a | (32) 
b! by bs 


的 三 个 二 阶 子 行列 式 ( 附 以 适当 的 正 负 号 ) ,于 是 要 间 ,对 于 # 维 向 量 4 = (al ,a,,…,.a,),B= 
(5 ,aa ,ao) 可 否 取 2x xn 矩阵 


人 G9) 


的 二 阶 子 行列 式 附 以 适当 符号 来 构成 一 个 新 向 量 呢 ? 但 是 现在 二 阶 子 行列 式 的 个 数 是 (2 ) = 


襄 n(n 一. 如 果 想 构成 一 个 a 维 向 量 ,其 充分 必要 条 件 是 十 n(n -1) =#, 即 一 3. 所 以 三 维 


向 量 的 "向 基 积 "4 x B 是 一 个 三 维 向 量 ,其 实 是 一 件 “ 侦 然 " 的 事 , 它 一 定 还 另 有 实质 . 同样 ,磁场 
B 由 安培 定律 也 是 一 个 “向 最 积 ”, 所 以 它 的 “实质 "是 什么 需要 深入 讨论 .到 了 那 时 才能 对 麦克 
斯 书 的 电磁 理论 有 一 个 确切 的 理解 . 

向 量 有 真 及 之 分 ,标量 当然 也 有 . 真 质 标量 之 别 在 于 手 征 变化 后 变 号 或 不 变 符 叶 . 许 多 物理 
量 例如 质点 的 质量 ,光速 等 等 都 是 真 标量 .但 是 例如 磁场 B 与 位 置 向 量 的 标量 积 r'B 却 是 一 
个 昨 标 量 . 

那么 B 的 本 质 是 什么 昵 ? B 和 EE 在 一 起 构成 一 个 二 阶 张 量 . 

3, 张 量 数学 中 要 研究 的 量 , 除 了 标量 ,向 量 ( 以 及 标量 值 ,向 量 值 函 数 ) 以 外 ,还 有 许多 .把 
张 量 也 纳入 数学 研究 的 对 象 是 一 大 进步 ,因为 这 就 大 大 扩大 了 数学 的 视野 . 人 们 发 现 许 多 在 物理 
学 和 几何 学 中 极 重要 的 量 都 是 张 量 . 这 里 我 们 只 从 几 个 例子 出 发 ,用 有 坐标 的 便于 计算 的 方式 引 
入 张 量 的 概念 和 它们 的 基本 运算 规则 ,其 比较 系统 的 下 依赖 于 坐标 的 讨论 则 放 在 $ 3 中 与 外 形 
式 运算 一 起 来 讲 . 

我 们 已 看 到 ,= 维 空间 中 车 鼎 予 了 坐标 ,其 向 量 就 是 一 组 za 个 数 (本 节 之 中 我 们 限于 讨论 实 
的 线性 空间 )(o， ，"…,4,) 并 要 求 它们 在 坐标 变换 下 按 一 定 规则 变化 ,并 视 其 所 遵循 的 规则 称 为 
谱 变 与 协 变 向 量 . 阶 张 量 , 有 了 坐标 以 后 , 则 是 一 组 nt 个 数 ,而 在 坐标 变换 下 也 要 求 它们 按 一 
定 规则 变化 .一 个 例子 是 黎 曼 引进 的 度量 . 获 显 的 思想 是 ,对 一 般 的 非 平 直 的 空间 ,其 无 限 接近 的 
两 点 之 间 的 距离 (这 里 又 涉及 无 穷 小 的 问题 .但 读者 们 不 会 再 有 困难 ) 不 再 是 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 
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得 出 的 ds* = dz? + dy (这 和 与 我 们 在 欧 氏 空间 中 引入 曲线 坐标 如 极 坐 标 , 球 坐 标 还 不 一 样 .因为 
现在 的 空间 中 根本 不 一 定 有 R" 中 的 直角 坐标 系 存在 ?而 是 
ds: = gytr)drdr, B(x) = g(r), (34) 
这 里 矩阵 (g (x )) 规 定 为 正定 的 . 
如 果 我 们 作 一 个 坐标 变换 


= y(x), 
这 里 =(>) 是 光 清 的 ,而 且 上 式 是 局 部 微分 同 是 ,所 以 雅 可 比 行列 式 沪 2 
时 我 们 讲 的 都 是 线性 变换 


y= Ar, 
现在 则 困 所 讨论 的 空间 不 是 R" ,其 中 的 坐标 变换 当然 不 一 定 是 线性 变换 了 .不 过 在 下 一 节 介 绍 
了 微分 流 形 及 其 切 空间 概念 后 将 会 知道 ,这 里 没有 什么 本 质 区 别 .我 们 现在 只 说 (35) 式 在 某 定点 


(不 纺 设 为 一 0,y(0) 0) 附近 的 线性 部 分 就 是 y= hx ,这 里 4 = 开关 各》| .知道 了 这 


Tl 


一 点 以 后 ,下 面 我 们 就 只 讨论 变换 (35) 了 . 
ds? 的 定义 怎样 能 做 到 与 坐标 无 关 ? 为 了 从 几何 上 研究 空间 的 性 质 而 不 把 坐标 系 的 特点 掺 
进去 ,这 是 完全 必要 的 .为 此 就 要 求 (g, (xz)) 服 从 一 定 的 要 求 .这 要 求 就 是 , 若 在 坐标 系 > 之 下 ， 
&5(z) 变 成 了 gufy) ,我 们 应 该 有 
ds* = gu(y)dy' dy = g(r)dr' dry, 
以 (35) 式 代入 中 间 一 项 即 得 : 


3 i 
ds* = Ruy) Pde de = = (zl) jar dz = gx)dr' de. 
由 dz 的 任意 性 即 得 


Buby) 这 = gs (zx). (36) 
CE 
注意 到 jrjzr= 可 ,也 可 得 出 
gu{y) = 卫生. (37) 


注意 ,(36) ,(37) 和 前 而 的 (12) ,C13) 是 很 相似 的 ,例如 (36) 中 的 (2) = A( 注 意 (36) 中 是 对 名 ,6 


求 和 的 ， 而 (37) 中 的 [3 是 A (37) 中 是 对 ;7 求 和 的 ) 


我 们 再 来 看 一 个 例子 即 A x B. 如 果 用 R? 中 的 o.n. 标 架 (el ,eye ) ,注意 到 从 e 到 e@ 所 得 
的 平行 四 边 形 面积 为 +1( 只 要 ; ,j,k 可 由 1,2,3 用 轮换 排列 而 得 ) ,于 是 
AXB=a be xe tabexe t+a'be, x ey 
t ab’es Xe ta'be xe ta'ble,x el 


= (26 -~ ah)es Xest(aib albi)es Xe + {ab a2b! )e, x e,. (38) 
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注意 到 e, x e 是 yz 平面 上 由 y 轴 的 单位 向 量 转 到 = 轴 的 单位 向 量 所 成 的 平行 四 边 形 ( 其 实 是 
正方 形 ) 的 有 符号 的 面积 , 则 我 们 可 以 把 (38) 式 看 成 一 个 平面 有 向 画 积 向 三 个 坐标 平面 上 的 分 
解 ,也 就 不 炉 把 这 个 有 向 三 积 看 成 一 种 向 量 的 类 似 物 . 它 有 十 分 类 似 于 平行 四 边 形 法 则 的 分 解 
(可 惜 我 们 这 里 采用 了 o.n. 标 架 , 面 它 是 与 欧 几 里 得 度量 有 关 的 ,平行 四 边 形 法 则 却 是 与 度量 无 
关 的 .这 个 问题 我 们 在 讲 到 外 形式 时 还 要 讲 ) ,最 好 是 令 例 如 wi5 at5 =2T*, 则 (38) 可 写 为 

AXB= Te xe,, (39) 
这 里 j,& 可 以 由 1 到 3 任意 取 征 ,而 不 必 姓 (38) 那 样 一 定 去 求 (i,j,&) 成 为 轮换 对 称 . 这 样 自动 
地 有 


T=-™, T=0. (40) 
了 T* 称 为 4 x B 的 分 量 . 
现在 作 一 个 坐标 变换 y= 4z ,使 原来 的 基底 成 为 新 基底 上 = he, ,于 是 e = 4 ,而 上 和 加 
分 别 成 为 
A=ae -al = af, w= Xa, 
B=be = bX =Bf, PR = ab, 
于 是 在 新 坐标 系 下 
AXB= (eB -op xXf + (pap fx ft (up apf Xf,. 
现在 新 的 分 量 是 例如 oa? 8! 等 等 ,而 有 a? 及 A 
换 公式 很 相近 . 1g, (z)i 和 A x B 都 是 我 们 要 讲 的 张 重 .它们 是 二 阶 张 量 , 团 为 它们 的 分 量 或 坐 
标 都 依赖 于 两 个 指标 . 前 者 是 协 变 张 量 ,后 者 是 逆 变 张 量 ,其 理由 自明 .前 者 是 对 称 张 量 ,因为 
gu (z= g.(y) ,后 者 是 反对 称 张 量 .因为 (40) 告 诉 我 们 世 = - T*， 
按 这 里 所 讲 的 ,我 们 可 以 给 出 一 般 的 阶 张 量 的 定义 ,我 们 先 令 上 三 p+ gq,p.9 为 非 负 整 
数 ,我 们 要 构造 出 一 个 p 次 逆 变 ,g 次 协 变 的 张 量 . 这 种 张 量 称 为 ( 户 ,9) 型 张 量 .于 是 有 


定义 3 设 有 民 个 次 滑 画 数 工 (7) ,这 里，… ,i 与 六 ,六 均 耳 相 独 立地 从 1 到 


到 值 .车 作 一 个 局 部 微分 同时 (35) ,使 得 在 新 优 标 系 下 有 ww， 个 男 数 T 


《y), 而 与 原来 的 函 


数组 T(z) 之 则 有 以 下 关系 式 


ee By dy dr dx 
了 * = YY OT SR 
a {y) Br gry a 了 (xz) (41) 


玉江 1 (7)| 县 一 个人 阶 (p,4) 弄 卫 匡 , 球 列 切 六 说 是 一 个 阶 进 变 ,4 眶 协 诡 张 和 ， 
和 

很 清楚 ,向 量 就 是 一 阶 张 最 . 逆 变 与 协 变 向 量 分 别 是 (1,0) 型 与 (0,1) 型 张 量 .标量 则 是 0 阶 
张 量 ,或 者 说 是 (0,0) 型 张 量 . 

有 一 个 特别 重要 的 (1,1) 型 张 量 5 , 称 为 克 罗 内 克 (Kronecker) 张 量 , 它 的 特点 在 于 其 不 变 
性 ; 兰 它 在 y 坐标 下 的 分 基 是 5 , 则 


t=. 
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事实 上 
0 
3 = Fr ay 和 a 


我 们 说 它 是 一 个 不 变 张 量 . 另 一 个 重要 的 张 量 是 = 维 空间 中 的 (0, *) 型 张 量 一 一 列 维 - 齐 维 塔 
《Levi- Civita) 张 量 , 它 在 R" 的 一 个 正 交 坐标 系 下 的 分 基 是 


1, 者 | ] sm. 
= i 42 
| | EE (42) 
0， 若 恒 ,ia 中 有 相等 者 
它 只 在 正 交 变 换 下 有 不 变性 :考虑 R* 上 的 一 个 施 转变 换 y = Ar ,这 里 AE SO(n). 令 
a a Gln 
A= : 
Ql UH Qn 
则 3 区 = av ,而且 det A= |, 另 一 方面 若 记 6 在 y 学 标 系 下 的 分 量 为 ,，，，, 则 
加 加 dy Ek 
人 本 Ze Br ro“ 
这 里 我 们 没有 区 分 协 变 与 逆 变 坐标 ,因为 在 正 交 变换 下 二 者 没有 区 别 ， 
由 行列 式 的 定义 


所 以 者 2 是 但 生 多 ,此 征询 式 等 dct 41 个 | 为 时 换 ,此 行列 式 等 
于 ~det 4= -1; 若 如 ,…, 中 有 二 者 相等 ,此 行列 式 有 两 行 相同 ,因而 为 0. 
在 一 般 从 标 变换 下 , 列 维 - 齐 维 灌 张 量 没 有 不 变性 . 
下 面 讨论 张 量 的 代数 运算 .为 了 书写 方便 ,我 们 不 写 出 关于 一 般 (p,9) 型 张 量 的 公式 而 只 写 
地 对 某 特定 类型 张 量 的 相应 公式 . 一般 公 式 自 然 容易 得 出 .首先 是 如 法 , 设 有 两 个 同型 的 张 量 


4 与 B,”, 则 二 者 可 以 求 和 ,其 和 也 是 同型 张 量 ,而 其 分 县 是 


C= A +B'. (43) 


1 1 刁 


其 次 是 张 量 积 , 仍 设 有 两 个 张 量 ,4) 与 B? ,分 别 是 (2，1) 型 与 (1, 2) 型 的 , 则 定义 其 张 重 
积 为 一 个 (2+ 1,1+2) 型 张 量 
CA BY . (44) 


A 3 2 
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有 时 我 们 又 会 把 它 写成 A 四 B”，. 应 该 注意 ,一 般 说 来 4@B 天 BGA . 即 以 (44) 为 例 , 如 果 把 
《44) 中 的 C 理解 为 A@B, 则 便 如 有 


Ci) = Al’ Bl,, 


但 车 将 C 理解 为 BGA , 则 相应 有 
A 

二 者 确实 是 不 相同 的 . 

张 量 积 有 一 个 特例 , 即 标量 可 以 看 成 0 阶 张 量 ,这 样 对 任 一 张 量 ,4( 其 分 量 为 1) 就 可 
以 定义 4 加 4( 其 分 量 为 14" 2” ) 仍 为 同型 张 量 . 由 上 所 述 ,同型 的 张 量 对 于 例如 实数 域 中 的 4 , 形 
成 一 个 线性 空间 .我 们 记 之 为 TT ,不 同型 的 张 量 对 于 直 和 形成 一 个 非 交 搁 的 代数 ,并 以 四 为 其 
中 的 乘法 ,这 个 代数 称 为 张 量 代数 了 ,关于 张 量 代数 与 张 量 空间 的 代数 结构 ,我 们 将 在 第 三 节 去 
讨论 . 

但 是 有 两 个 常用 的 记号 应 该 在 此 撕 到 .我 们 知道 ,一 个 向 量 (不 论 是 协 变 的 还 是 逆 变 的 ) 都 可 以 


看 成 一 个 一 阶 张 量 . 例 如 ,4 = ce ,B = S35e .来 二 者 的 张 量 积 , 则 可 得 到 一 个 二 阶 张 量 ， 


和 的 下 = Bade, De. 
如 果 我 们 把 e,@e 看 成 这 个 二 阶 张 量 空间 的 基底 (后 面 我 们 也 将 证 明 它 ) 风 60B 可 以 看 成 与 
1a.5, | 一 一 对 应 ,或 者 就 与 下 面 的 x x n 和 矩阵 一 一 对 应 .因此 ,我 们 就 简单 地 写作 
qb 7 ab, 


A@B= (45) 


abl “ab, 
前 面 我 们 讲 到 获 避 的 度量 张 量 时 ,也 曾 把 它 写成 以 下 几 种 形式 之 一 
ds = gy (TYdr'i dx’, 

ig, (zx), 

(gs, (x)), 
甚至 可 以 写成 

ds? = g, (x)dr dr 

这 纯粹 是 一 个 记号 问题 ,不 过 它 在 物理 学 和 力学 中 常会 见 到 这 种 情况 ,并 且 把 (45) 这 样 的 二 阶 张 
量 称 为 并 矢 (dyad)， 

另 一 点 应 该 提 到 的 是 在 泛 函 分 析 特 别 在 广义 函数 论 中 , 张 量 积 这 个 词 又 有 另 一 个 用 法 .如 果 
uz) 与 v(x) 都 是 定义 在 中 的 函数 ,我 们 定义 其 张 量 积 为 (x 8 wj)(zi za) = u(x) ve). 
这 样 做 的 理由 在 于 ,有 A. 与 B 本 来 属于 同一 个 线性 空间 上, 其 基底 本 来 是 同样 的 |e, ,… ,e,| .但 在 
考 卡 张 量 积 时 ,我 们 认为 A 和 B 各 在 自己 的 E 中 , 面 这 两 个 玉 是 互相 独立 的 .因此 ,我 们 构造 了 另 
一 个 线性 空间 下 因 巨 , 它 是 到 维 的 ,而 以 je x @,| ,i,j = 1,… ,为 基底 ,把 这 个 思想 用 于 函数 ， 
ae(z) 与 zx(z)》 可 能 属于 同一 空间 ,例如 CY (0), 但 我 们 要 求 二 者 独立 变化 互 不 相 涉 ,这 样 做 最 
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简单 的 方法 自然 是 对 x 和 的 自 变量 采用 不 同 的 记 法 ,分 别 把 它们 写成 a(xz,) 和 v(x) ,并 把 通 
常 的 求 积 w(x，)wv(zx,) 写成 张 量 积 (w 人 @ wv) (zi,z). 这 样 做 ,在 代数 结构 上 会 得 到 一 些 好 处 ,我 
们 就 不 表 去 讲 了 ,同样 ,在 量子 力学 中 ,两 个 函数 之 并 矢 , 亦 即 u 四 v, 有 时 写成 

{uO@v) (rr) = Tu Syl 
这 是 独 拉 克 (Dirac) 的 记号 , 它 时 常 是 很 方便 的 . 

张 量 所 特有 的 ,也 是 十 分 重要 的 代数 运算 是 它 的 “ 缩 并 "(contraction) . 它 的 意思 是 说 在 一 个 
张 量 积 , 甚 至 在 一 个 张 量 ( 视 为 该 张 量 与 1 的 张 量 积 ) 中 , 若 令 一 个 协 变 指 标 与 另 一 个 逆 变 指标 相 
等 并 对 之 求 和 , 则 将 由 原来 的 (p,q) 虱 张 量 得 出 一 个 (p -1,g - 1) 型 张 量 .因此 ,该 张 量 的 阶 将 
下 降 2 阶 .例如 在 4"B, 中 令 ) = 名 而且 对 j 相 加 ,用 求 和 规定 将 得 到 

A'B = CC 
则 C 是 一 个 (1,0) 型 张 量 ,这 个 证 明 是 很 容易 的 . 因为 若 记 这 些 量 在 y 坐标 系 下 的 表示 为 2， 
互 和 C' , 则 


C= A'B, = 2 OT arB, 


所 以 C 是 一 个 (1 ,0) 型 张 最. 
其 实 缩 并 是 我 们 已 经 见 到 过 的 . 例如 一 个 (1,1) 型 张 量 A' ,前 面 我 们 已 说 过 ,可 以 表示 为 一 
个 矩阵 


al a 
A=|: : | ， 
a a 
则 其 缩 并 就 是 
aa 二 
它 恰 好 就 是 矩阵 A 之 迹 (trace)jtr 4; 
trA=a. 


缩 并 的 另 一 个 表现 就 是 内 积 . 一 个 逆 变 向 量 A = (A'，…, A") 与 一 个 协 变 向 量 忆 = (Be 
也 )( 视 向 量 为 一 阶 张 重 ) 之 内 积 ,其 实 就 是 对 4B 作 缩 并 的 结果 ， 
4 * 吾 = >)(4B) 1,.,. 
利用 缩 并 还 可 以 得 到 一 个 决定 某 一 组 量 是 否 张 量 的 方法 , 设 有 n? 个 量 , 它 们 在 = 坐标 下 的 
表示 为 hu , 苦 对 此 坐标 系 下 的 任意 着 变 向 量 X , 均 可 证 明 A, Xi 是 一 个 (0,1) 列 张 量 , 则 A, 必 
为 一 个 (0,2) 型 张 量 ,实际 上 若 换 到 ， 坐标 系 而 As 与 x: 分 别 成 了 A ,与 4 则 


但 是 
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3 六 
(去 下- 学 4e ]k =0. 
因为 此 式 对 任意 逆 变 向 量 X” 均 成 立 , 故 有 
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所 以 4s 是 一 个 (0,2) 型 张 量 . 
作为 本 节 之 结束 ,我 们 来 回答 为 什么 坐标 变换 不 写成 (6) 而 要 写成 2 = My ?这 不 但 为 了 应 
用 爱 因 斯 坦 求 和 规定 ,而 且 要 保证 在 变换 前 后 有 相同 的 协 变 与 着 变性 质 . 


$2 微分 流 形 


1 基本 定义 和 例子 ”现在 我 们 开始 比较 系统 地 讨论 弯曲 的 空间 ,并 在 村 曲 的 空间 上 建立 起 

当然 ,我 们 需要 把 研究 的 对 象 明确 起 来 . 一 方面 要 求 足够 广泛 ,能 包括 我 们 可 能 会 过 到 的 对 
象 ,主要 是 在 物理 学 与 几何 学 中 的 对 象 ; 另 一 方面 又 不 能 没有 界限 以 至 于 会 因为 不 能 不 处 理 一 些 
“病态 "的 对 象 ,而 把 我 们 已 经 掌握 得 很 彻底 的 微 积 分 理 沦 丢 开 而 另 起 护 灶 . 这 商 个 方面 分 寸 如 何 
掌握 最 终 是 由 物理 学 和 儿 何 学 的 需要 决定 的 .科学 的 发 展 证 明 ,一 个 比较 适当 的 界限 可 以 划 到 微 
分 流 形 为 止 . 

什么 是 一 个 微分 流 形 ” 我 们 从 一 个 实例 开始 .绘制 地 图 时 ,我 们 没有 办 法 把 地 球 球面 展开 成 
一 个 平面 面 且 保持 每 一 个 国家 、 地 区 “形状 不 变 ”. 于 是 我 们 把 地 球 分 成 许多 小 的 区 域 ,把 各 个 区 
域 都 投影 到 某 一 个 平面 区 域 上 ,而 且 各 个 不 同 区 域 采用 不 同 的 投影 方法 ,例如 麦 卡 托 (GMerca- 
tor) (不 是 第 二 章 讲 到 对 数 函 数 时 提 到 的 那个 麦 卡 托 ) 在 1569 年 提出 的 帮 卡 托 投影 法 .但 最 昂 坟 
的 是 柱 面 投影 法 :把 地 球 看 作 一 个 球面 而 沿 林 道 用 一 个 圈 柱 包围 起 来 ,并 从 球 心 将 球面 上 各 点 投 
影 到 柱 面 上 ,再 把 柱 面 打开 成 一 个 平 兽 就 得 到 一 张 世 界 全 图 (世界 全 图 称 为 atlas, 此 词 来 自 希腊 
神话 ,是 麦 卡 托 首 先 用 这 个 词 的 ,分 国 分 省 地 图 都 不 能 称 为 atlas. 讲 一 下 这 个 故事 对 理解 下 文 有 
好 处 ). 这 个 投影 法 的 好 处 是 子午 线 和 纬 圈 变 成 了 互相 垂直 的 直线 族 , 面 且 在 赤道 附近 .区 域 的 
“形状 "保持 得 很 好 ,但 是 例如 北极 被 投影 到 无 穷 远 处 ,而 且 高 纬度 的 国家 如 俄罗斯 .加 拿 大 都 大 
得 出 奇 ,很 不 "真实 "了 . 另 一 种 投影 法 例如 球 极 投影 (前 面 也 讲 过 ) ,如 果 从 南极 开始 把 球面 向 北 
极 的 切 平面 投影 , 则 子午 线 变 成 了 过 北极 的 直线 , 纬 图 仍 是 圆周 ,很 像 极 坐标 , 它 的 好 处 是 :在 北 
极 附近 ,图 形 很 "真实 ,而 且 经 过 北极 的 大 图 ( 即 子午 线 ) 都 是 直线 ,角度 大 小 也 不 变 , 但 是 南极 被 
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映 到 无 穷 远 处 去 了 .因此 地 图 学 的 实践 是 在 不 同 区 域 采用 不 同 的 投影 ,而 在 采用 了 不 同 投影 的 两 
个 区 域 之 公共 部 分 , 则 要 研究 其 “迁移 "(transition, 这 是 一 个 数学 名 词 而 不 是 制图 学 名 词 ). 事实 
上 如 果 在 第 一 种 投影 之 下 平面 上 的 点 用 笛 卡 儿 坐 标 ( zi, zs) 表示 ,第 二 种 投影 之 下 得 到 
《yt1072) , 则 同一 点 了 就 县 有 (1 ,x;) 又 有 (y, ,yi), 用 箭头 图 示 如 下 :; 


1 


(= 人 
从 这 个 图 看 到 ,在 (xz ,zi) 与 (yy, yz) 之 间 有 一 个 映射 p{ 其 逆 映 射 为 p-:) ,而 用 坐标 表示 成 为 
= plri Ta) ,yy = pir, Tr2). (1) 


这 一 对 函数 就 称 为 “迁移 函数 "(transition functions, 这 又 是 数学 名 词 而 不 是 制图 学 的 名 词 ). 如果 
我 们 想 在 地 球 上 做 微 积 分 , 当然 应 该 要 求 它们 是 光滑 函数 (但 远 不 止 于 此 ). 从 这 里 我 们 汲取 了 以 
下 的 研究 弯曲 空间 的 基本 思想 ; 

1, 把 研究 对 象 分 成 许多 小 的 部 分 ,而 每 一 部 分 都 可 以 投影 到 欧 氏 空间 R" 内 ,因而 可 以 进行 
局 部 的 讨论 . 

2. 在 两 个 部 分 相交 的 地 方 , 通 过 研究 迁移 阔 数 来 实现 从 一 个 部 分 到 另 一 个 部 分 的 转换 ， 

现在 就 可 以 介绍 微分 流 形 的 概念 了 -但 是 立刻 就 遇 到 一 个 问题 ,在 讨论 地 球 表面 的 各 种 投影 
以 及 在 讨论 更 一 般 的 曲面 时 ,我 们 的 对 象 是 很 清楚 的 : 它 是 Ra 的 曲面 , 它 的 夸 曲 是 相对 于 包含 
它 的 空间 一 一 所 谓 包 含 空间 (ambient space) 一 一 而 言 的 .但 是 本 章 一 开始 就 指出 , 歼 蝶 的 基本 思 
想 是 :空间 本 身 就 是 弯曲 的 ,用 不 着 有 包含 空间 作 守 托 .而 其 守 曲 就 表现 在 ,其 各 点 附近 就 距离 而 
言 并 非 均匀 的 ,因而 度量 di = g, (xz)dr'dr 随 z 而 蜡 . 现 在 我 们 也 不 能 设想 还 有 什么 包含 空 
间 ,也 不 知道 有 没有 度量 .因而 我 们 一 开始 只 有 把 研究 对 象 M 规定 是 一 个 拓 盾 空间. 

然后 ,我 们 把 M 划分 成 许多 小 片 ,具体 说 , 设 有 若干 个 开 集 一 一 注意 ,拓扑 空间 中 是 可 以 定 
义 开 集 fU. 1 的 ,使 M= Ur .对 于 每 一 个 UU ,我 们 都 假设 有 一 个 “投影 ”gp, : UD, 一 R" ,从 数学 上 
说 ,gp。 是 一 个 同 版 ,因此 p,(U,)CR" 是 一 个 开 集 ,甚至 是 一 个 区 域 . U, 称 为 一 个 区 图 (chart, 这 
是 一 个 古老 的 英文 字 , 下 面 的 解释 现在 已 不 用 了 ;一 片 水 域 或 陆地 的 地 图 ) ,而 其 集 | 口 ,|! 称 为 M 
的 一 个 图 山 (atlas) ,这 都 是 借用 了 制图 学 中 的 名 称 . PC U, )CR" ,R” 中 是 有 坐标 的 ,我 们 就 借用 
这 个 坐标 作为 U, CM 中 点 的 坐标 . 这 种 坐标 称 为 局 部 坐标 , p, 称 为 坐标 映射 (有 时 也 就 称 Pe 
为 局 部 坐标 ) .我 们 不 妨 设 U, 是 连通 的 , 因 若 不 然 ,我 们 可 以 把 UU, 的 各 个 连通 分 支 各 当 作 一 个 
DD. .因为 Yo 是 同 胜 , 所 以 g,( U.)CR" 也 是 连通 开 集 一 一 所 谓 区域 就 是 连通 开 集 . 这 样 我 们 看 
到 ,通过 同 胚 gr 可 以 把 及" 的 拓扑 性 质 一 一 连通 性 ,局 部 紧 性 一 一 都 移植 到 M 上 .结果 ,所 有 我 
们 将 要 定义 的 微分 流 形 M 都 是 局 部 连通 与 局 部 紧 的 . 可见, 微分 流 形 将 不 会 是 一 个 过 于 空 泛 的 
概念 . 

如 果 Un U: 天 好 , 则 不 论 是 否 p,(U) 中 Pa( UU,) 关 名 ,在 of ) 利 gp,(U,) 的 局 部 坐标 
(zs) 与 (y1，… ,ys) 之 间 都 会 得 到 迁移 米 数 作为 一 个 映射 : 

Pa pr :PU ) pl U,). 


用 局 部 坐标 来 表示 就 是 
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= {pe pi Hrs ,x,) 
= pri) {2) 
为 了 使 得 在 M 上 有 微分 学 ,就 需要 一 个 至 关 重 要 的 相 容 性 条 件 ; (2) 旦 微分 同 胚 , 重要 的 是 ,我 
们 不 芒 取 pg,(U,) ,ga( Da ) 充 分 小 ,使 得 这 个 微分 同 胚 条 件 可 以 用 坐标 来 表示 为 :0E C” ,0 
和 EC”, 且 


ho) 
ET 


0. (3) 


CR 
“充分 小 "这 样 的 限制 词 是 必要 的 ,如 若 不 然 , 仅 由 雅 可 比 行列 式 (3) 不 为 0 尚 不 足以 保证 
92° Pi = 几 为 一 微分 同 胚 . 

最 后 我 们 还 要 加 上 两 个 条 件 :首先 M 是 豪 斯 多 夫 空间 ,这 不 仪 使 我 们 避免 了 与 许多 * 病 态 ” 
的 对 象 打交道 ,而 且 有 了 它 ,再 加 上 第 二 个 条 件 即 M 适合 “第 二 可 数 性 公理 ”, 即 存在 可 数 多 个 
开 集 1Uiii=1,2,…, 使 M 中 任 一 开 集 必 是 若干 个 (可 能 是 可 数 多 个 )U, 之 并 ,就 可 以 构造 出 许 
多 极为 有 用 的 重要 的 对 象 .首先 是 单位 分 解 ( 见 第 三 章 ), 有 了 它 , 才 能 把 有 关 M 的 问题 例如 积 
分 问题 归结 为 在 各 个 区 图 U。 上 的 相应 问题 . 至 今 我 们 没有 说 ,JM 上 是 否 可 以 按照 黎 曙 的 要 求 构 
造 出 一 个 度量 dy = g, (xz)dz'dw ,而 在 有 了 单位 分 解 以 后 ,就 可 以 证 明 M 上 确 可 定义 黎 曼 的 度 
量 .证 明 见 85. 这 以 后 M 之 每 个 连通 分 支 均 各 将 成 为 一 个 度量 空间 ,这 一 点 我 们 则 不 加 证 明了 . 

有 了 这 些 讨 论 ,我 们 就 可 以 正式 地 给 出 微分 流 形 的 定义 ， 

定义 1 疫 M 为 二 适合 第 二 可 数 性 公理 的 训 斯 多 夫 拓扑 空间 .而 且 有 由 连通 开 集 | | 所 
成 的 履 盖 ,使 得 对 每 个 U. 存在 同 厦 映射 m : U. 一 R" ,而 且 当 .站 Us 尖 必 时 迁移 画 数 py。 p91: 
9 (DU,) 一 ge( Us) 交 一 (C”) 微 分 同 蚂 .这 时 称 M 为 一 n 维 (C”) 微 分 流 形 , UU, 称 为 一 个 区 图 
(或 纺 标 邻 起 ), | U,1 称 为 图 央 ,g,( U.)CR" 在 R" 中 的 柠 标 称 为 M 中 U, 之 局 部 坐标 ,9 称 为 
坐标 映射 ,nt 称 为 M 之 维 数 - 

注 1 定义 中 只 要 求 1U.1 能 覆盖 M, 而 有 时 需要 把 一 切 适合 p( V)CR" 的 同 胚 p 与 连通 
开 集 V 也 都 列 人 | g,] 和 i U1 之 中 ,但 要 gp。 gp;' 为 微分 周 胚 ,以 得 到 一 个 极 大 图 期 (maximal at- 
las) . 极 大 图 册 的 存在 性 是 需要 而 且 可 以 证 明 的 . 这 种 极 大 图 册 称 为 一 个 微分 构造 .于 是 产生 一 个 
问题 :同一 个 M 上 是 否 有 唯一 的 微分 构造 .20 世纪 60 年 代 , 米 尔 谱 (J.Milnor) 证 明了 S7 上 就 有 
互 不 相 容 的 微分 构造 存在 , 即 一 个 构造 中 的 or 与 另 一 构造 中 的 gr 能 使 yu" 98! 不 是 微分 同 肥 ， 
也 有 人 证 明了 确 有 没有 宾 分 构造 的 流 形 存在 .20 世纪 80 年 代 ,英国 数学 家 唐 纳 逊 (S.K. Donald- 
son) 证 明了 R' 中 即 有 互 不 相 容 的 微分 构造 ,这 件 事 与 理论 物理 有 密切 的 关系 、 

注 3 上 而 我 们 讲 的 是 C“ 微 分 流 形 , 即 指 迁 移 话 数 是 C” 函数 . 这 是 最 常见 的 情况 ,一 般 数 
党 文献 中 凡 讲 到 光滑 ,总 是 指 的 C” ,所 以 也 时 常 略 去 C” (甚至 光滑 ?字样 .但 实际 上 还 有 迁移 函 
数 只 是 C* 函数 的 情况 . 这 时 流 形 就 称 为 C* 流 形 ,特别 是 C? 流 形 , 其 实 并 没有 可 微 性 . 它 的 性 质 
与 其 它 C' 流 形 可 以 很 不 相同 .例如 可 以 问 ,每 个 微分 构造 是 否 只 有 一 个 维 数 ? 确实 如 此 ,但 对 
于 C 波形 , 当 上 >0 时 证 明 并 不 难 ,k=0 时 也 是 可 以 证 明 的 ,但 要 证 明 维 数 不 变 需 证 明 著 名 的 
区 域 不 灾 性 定理 ; 

定理 1 车 nm, 则 R" 之 一 开 入 不能 同 肘 于 R" 的 开 集 


det 
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这 个 著名 定理 是 布 劳 威 尔 证 明 的 ,要 用 到 很 细致 的 同调 理论 工具 ,但 在 >0 时 却 不 难 证 
明 , 由 此 ,我 们 至 少 看 到 , 维 数 是 刻画 一 个 流 形 的 整体 不 变量 ;对 一 个 微分 流 形 找 出 尽 可 能 多 的 
体 不 变量 是 很 重要 的 事 .这 类 问题 我 们 就 说 到 这 里 为 止 . 

有 时 ,迁移 函数 是 实 解析 函数 (一 个 函数 在 某 点 附近 是 实 解析 的 , 即 在 此 点 附近 可 以 展开 为 
收 生 的 震级 数 ) , 实 解析 阔 数 类 时 常 记 为 C” , 实 解析 流 形 也 就 记 为 C 流 形 . 恋 者 会 问 ,如 果 把 上 
面 讲 的 x 维 实 空间 R" 换 成 " 维 复 空间 ,而 迁移 函数 从 可 向 函数 换 成 全 纯 函 数 ,是 否 可 以 得 到 相 
应 的 复 流 形 理论 ? 是 ,而 且 复 流 形 与 实 流 形 很 不 相同 ,我 们 完全 不 能 涉及 ， 

M 上 有 了 微分 结构 以 后 ,就 可 以 在 其 上 建立 种 种 有 关 微 分 学 的 概念 .这 里 一 定 要 注意 ,所 有 
这 些 概念 部 必须 是 与 局 部 坐标 之 选取 无 关 的 .我 们 先 确定 一 下 什么 是 M 上 的 可 微 函 数 产 .如果 了 
定义 在 M 上 菜 点 P 之 邻 域 中 ,不 失 一 般 性 ,可 以 设 此 邻 域 即 为 一 坐标 邻 域 UT. 于 是 f°*g 即 成 
为 po(U)CR" 上 的 函数 .如 果 产 p :是 C" 可 向 的 ,就 说 在 己 附 近 是 C" 可 微 的 ,这 个 定义 显 
然 与 口 和 gp 的 选择 无 关 , 因 为 着 选 P 的 另 一 个 邻 域 V 与 相应 的 局 部 坐标 y, 但 在 UN VV 上。 
9 9(UNV)>y(UNV)Cy(U) 是 一 个 微分 同 胚 , 因 面 是 C* 的 ,frg-' 也 是 C” 函数 ,所 以 
站 =(f*p ')*(p*y ') 至 少 在 P 的 一 个 较 小 的 邻 域 UN V 上 是 (C”) 可 微 的 . 

下 面 我 们 来 举 一 些 C” 微 分 流 形 的 例子 . 

例 1 M=R' .这 是 平凡 的 ,因为 现在 的 图 册 ! Di 只 含 一 个 元 了 = Rr 即 可 ,而 坐标 映射 就 
是 恒 等 映 射 : ww =id. 我 们 这 里 没有 去 讨论 什么 是 极 大 图 册 一 一 微分 构造 .讨论 那个 问题 对 我 们 
目前 并 无 好 处 ， 

其 次 令 M 为 了 " 中 任 一 开 集 UU. 这 时 仍 有 | ,| = | Ui ,y=id|u, 我 们 说 上 是 R" 的 开 子 流 
形 .这 个 概念 与 下 面 要 讲 到 的 闭 子 流 形 是 不 一 样 的 , 开 子 流 形 的 维 数 仍 为 4 

读者 会 问 ,半空 间 HT = |zER"，z 关 站 是 不 是 微分 流 形 ? 一 方面 我 们 很 需要 把 它 纳 人 我 
们 的 视野 ,因为 例如 在 积分 理论 中 考虑 斯 托 克 斯 (Stokes) 定 理 (格林 公式 是 它 的 特例 ) 时 ,必须 要 
讨论 H" 上 的 积分 . 另 一 方面 它 又 不 是 流 形 ,因为 它 有 一 个 “边缘 ”"z, =0, 其 上 的 点 没有 任 何 可 以 
同 是 于 R" 的 邻 域 . 因此 ,我 们 要 以 Hr" 为 模型 来 扩大 微分 流 形 的 定义 . 

定义 2 设 M "是 二 适合 第 二 可 数 性 公理 的 豪 斯 条 夫 拓 扑 空间 .1 7 | 是 覆盖 M- 的 开 集 族 ， 
UU = M' ,而 对 每 个 U, 均 有 同 肽 p.: U, 一 R* 或 可 ,使 得 当 UM UDB 时 ,gy* gp ! ;gq.(U,) 
一 gy( 0) 为 一 氏 邹 同 肛 .这 时 多 M" 为 蕴 轴 骸 生 分 尖 形 ,17E Fr ,x,=01 在 M' 中 的 原 信 区 为 
M' 的 边缘 , 识 作 3M”. 

注 一 个 带 边 流 形 M' 之 边缘 与 一 个 拓扑 空间 的 子 空 间 的 边界 点 是 不 同 的 概念 . 例如,R? 
中 的 去 了 留心 的 闭 圆 盘 0< r<&1 的 边缘 只 是 单位 圆周 ; = 1, 但 其 边界 点 之 集合 还 多 了 一 个 点 
六 =0 一 一 圆心 . 

注意 ,这 个 定义 中 M'* 就 是 拓扑 空间 的 全 空间 ,因此 不 存在 M* 以 外 的 点 的 问题 .也 因此 ， 
忆 . 作为 M ”中 的 开 集 允许 含有 3M+* 上 之 点 .但 是 下 又 是 R" 的 子 空间 ,并 赋 有 子 空间 拓扑 , 因 
此 !z,=01 上 之 点 虽然 就 下 是 R” 之 于 集 而 言 是 条 之 边界 点 , 按 子 空间 拓扑 而 言 则 可 以 含 于 
于 之 开 子 集 和 .CU.) 中 .由 同样 的 理由 , py* pj! 可 以 一 直 光 滑 到 zx, =10 处 ,我 们 通常 就 说 , gp" 
9. “光滑 到 边 ”现在 我 们 问 ,把 到 作为 Re 之 子 集 来 看 ,可 否 找到 “更 大 "的 子 集 KK, 包 合 Hr 而 
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生 跨 越 到 x, <0 处 ,使 g;* p;' 可 以 光滑 地 拓展 到 区 上 ? 一 般 说 来 , 设 f(x) 是 闭 集 万 上 的 光滑 
函数 ,K 汪 砷 是 一 开 集 , 能 否 找到 一 个 定义 在 K 上 的 光滑 酉 数 玉 (zx), 使 在 日 FF(x)= (x)? 
F(z) 称 为 AF(z) 由 百 到 天 上 的 光滑 延 拓 .是 否 可 能 延 拓 与 3 五 的 构造 有 密切 的 关系 .作为 带 边 
流 形 的 模型 H" 之 边缘 构造 特别 简单 ,就 只 是 一 个 超 平面 = =0, 比 较 一 般 的 情况 , 则 可 以 考虑 
M 局 部 也 可 以 用 f(x) 之 0 来 刻画 ,这 里 F(zr)EC” ,而 且 grad f 关 0, 且 M ' 局 部 地 位 于 
393M” =|z;f(z)=0} 之 一 侧 .在 这 个 情况 下 有 著名 的 Seeley 延 拓 定理 ; 
Seeley 延 拓 定 理 设 ALz)ED(I), 则 必 有 一 个 连续 喘 射 o:D(H ) 一 D(R"), 使 
(pf) (zx) = f(x), rEH'. 
由 于 有 这 个 定理 ,上 述 迁 移 函 数 , ps。 ' 可 以 在 zx, <0 的 蘑 一 区 域 中 也 光滑 , 且 是 微分 局 
E ,这 对 我 们 讨论 带 边 流 形 有 很 大 的 方便 . 
这 个 定理 的 证 明 我 们 就 略 去 了 ,只 是 要 提醒 一 下 ,如 果 3M- 不 是 如 此 简单 , 哪 伯 M' 例如 是 
一 个 象限 , 角 点 的 出 现 也 会 使 函数 的 延 拓 困难 不 少 . 
例 2 无 奇 点 的 光滑 超 曲 面 设 有 R" 中 一 个 光滑 的 超 曲 曾 , 它 由 一 个 方程 
Arazr) = 0 《4) 
定义 ,这 里 了 是 其 自 变量 在 R" 之 某 区 域 Q 内 的 C” 画 数 ,我 们 设 它 是 无 奇 点 的 , 即 在 Q 上 
grad f(r) 0, 


因此 在 每 一 点 至 少 有 一 个 偏 导数 不 为 0. 设 在 某 个 开 集 UU 中 ,六 0 而 可 以 应 用 隐 函 数 定理 得 
出 


Xs = Pz) (x TE w. 
这 里 , 适 会 以 上 方程 的 (zx,,…,x,_, ,zs)E€ 口 ,从 而 所 有 这 种 U 构成 超 曲面 (4) 的 开 覆 盖 ,而 且 
有 华 标 映射 
Bri TT I EU (Ti I Ew >wCR". 
于 是 我 们 需要 证 明 的 只 是 ,例如 有 两 个 这 样 的 可 和 了 ,在 了 中 了 2 大 0, 且 有 相应 的 坐标 映射 ， 


Wid rs a Tr ) EDEDCR 则 生生 -1: 
一 0 是 迁移 函数 ,其 自 变量 是 (zi ,… ,zx ) 面 函数 值 是 (xz, ,…, zx,-, ,x, ) ,但 是 很 清楚 ,因为 


更 “Ti 
可 以 写 为 
T= j=12,.,n-2, 
Ea = p(T) 

39z。_ 9f faf ， 

Er EP 人 0, 所 以 它 当 w ,0 充分 小 时 是 微分 同 胚 , 总 之 上 述 超 曲面 是 一 个 = ~ 1 
维 微 分 流 形 . 

将 它 推广 ,在 R" 中 由 mm(m< nn) 个 方程 


Lr) = 0, = 1 m (5) 
定义 的 几何 轨迹 是 一 个 a - m 维 微分 流 形 , 这 里 f 是 0” 函数 ,而 且 m xn 矩 阵 
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之 秩 为 za. 

这 个 例子 告诉 我 们 ,R" 中 的 曲面 (5) 是 微分 流 形 . 反 过 来 ,也 有 定理 说 明 任 一 个 上 维 狼 分 流 
形 都 可 以 同人 在 充分 高 维 的 欧 民 空间 R*'! 中 .这 就 是 说 ,为 了 研究 微分 流 形 ,内需 讨论 本 例 就 够 
了 .这 时 ,R" 成 了 此 流 形 的 包 合 空间 .但 是 我 们 并 不 采取 这 种 观点 ,因为 它 使 得 许多 很 深刻 的 思 
想 得 不 到 充分 表现 .而 用 , 维 数 很 高 的 空间 带 来 的 几何 复杂 人 性 不 见得 比 不 用 包含 空间 来 抽象 地 讨 
论 微分 流 形 更 少 . 

例 3 签 量 球面 和 射影 空间 上 一 章 中 我 们 在 x 平面 C( 即 (zx,y) 平 面 RR) 上 引进 了 一 个 无 
穷 远 点 ,并 通过 球 极 射影 把 它 变 成 一 个 球面 S’ , 称 为 笋 曼 球面 . 从 球 极 射 影 的 公式 可 以 着 出 这 个 
射影 其 实 是 可 微 的 . 现在 我 们 要 证 明 黎 县 球面 是 一 个 2 维 微分 流 形 ,而 球 极 射影 其 实 就 是 坐标 映 
射 . 


由 图 7-2- 工 可 以 看 出 ,S = UU U,,Ul=S:\ N 
NI,N 是 北极 (0,0,1); U, = S*\ | S|,S 是 南极 (0,0， 
-1). 在 ,中 作 球 极 射影 p, : U1 一 R*,R? 是 过 球 心 的 赤 
道 平面 ,并 把 一 点 P($,7,5), 8 了 1 映 到 R? 上 的 (z,y)， 
很 容易 看 到 


Ep Tt ~ Fe 
3 


这 就 是 Fi BR 的 坐标 映射 ,同样 ,车 从 南极 S 开始 作 球 
极 射影 , 则 点 ($,7,$) 对 应 的 点 (xz, ,y,) 应 为 图 ?7-2~1 


8 
| Tet #1. 
这 就 是 U: 一 R 的 坐标 映射 .由 此 就 可 以 得 到 , 除 在 (rz,y)= (0,0) 处 以 外 . 


工 + Yi + | 
而 在 U, 站 U, 中 恰好 没有 南北 极 ,因此 不 会 有 (x，y) = (0,0) 和 (zy,) = (0,0). 所 以 上 式 就 是 
Van Ta 中 的 迁移 函数 ,由 此 我 们 看 到 , 歼 曼 球面 是 一 个 微分 流 形 .其 实 , 黎 曼 球 画 只 不 过 是 普通 
的 复 平 而 即 (7 ,?) 平 面 R? 添加 一 个 无 穷 远 点 而 已 ,但 是 它 却 成 了 一 个 与 5? 同 肽 的 球面 ,与 民 
的 性 质 大 相 径 庭 :前 者 是 紧 的 , 面 后 者 只 是 局 部 紧 , 尽 管 局 部 地 看 来 都 是 通常 的 平面. 如果 我 们 进 
一 步 再 看 射影 平面 RP ,还 会 感受 到 更 多 的 区 别 . 

射影 平面 其 实 也 只 是 普通 平面 再 洲 加 一 些 理想 的 元 素 .这 一 次 是 添加 了 - .条 无 穷 远 直线 却 
又 使 它们 的 性 质 与 黎 曼 球 面 大 不 相同 了 .然而 RP? 仍然 只 是 一 个 2 维 微分 流 形 . 

从 上 一 章 看 到 ,定义 RP* 有 多 种 方法 ,其 一 是 在 R 中 把 过 原点 的 直线 当成 一 个 元 素 , 每 一 
条 这 样 的 直线 可 以 用 其 上 非 原点 的 一 个 点 (z, ,zi ,za) 来 定义 ,这 里 <, ,x, ,xy 不 能 同时 为 0. 不 


EL = 
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过 . 若 (zl,zzyzi) 与 (zz2,z3) 只 相差 一 个 常数 因子 , 即 
2 = 0 天 0 或 z 一 paris 天 0 

这 两 点 要 算 成 等 价 的 :(zi,zz,zi)~ (Xr, ,hr; ,XT;). 而 这 些 直 线 的 集合 即 R 中 这 些 点 的 等 价 
类 的 集合 .我 们 就 称 R /一 为 2 维 的 实 射影 平面 :RP: = R/ 一 .上 一 章 里 我 们 在 RP* 上 这 样 来 定 
义 一 个 拓扑 ,使 RP? 与 球 而 S*{ 经 过 一 些 改 造 ) 同 是 . 现 进一步 问 ,能 否 用 类 似 的 方法 在 RP? 上 
引信 微分 结构 .使 得 在 其 上 可 以 建立 起 微分 学 ? 

上 一 章 里 ,我 们 是 令 通 过 厌 点 的 直线 与 S* 相交 ,而 将 直线 之 集合 映 到 S* 上 .但 每 一 条 这 样 
的 直线 与 5* 有 两 个 交点 互 为 对 径 点 ,因此 要 把 S* 上 的 对 径 点 视 为 一 点 ,这 样 得 到 射影 平面 的 
几何 形象 ,也 就 是 上 文 说 的 S*“ 经 过 一 点 改造 "的 意思 . 这 样 作 会 发 现 , RP? 与 一 些 很 奇特 的 几何 
图 形 例如 默 比 鸟 斯 带 有 关 . 也 可 以 这 样 去 讨论 RP? 的 微分 构造 ,但 这 需要 把 商 拓扑 的 概念 和 方 
法 讲 得 更 明确 ,因此 我 们 采用 另 一 个 方法 . 
讲解 射影 平 而 最 简单 的 方法 是 引信 R* 上 的 所 谓 “ 齐 次 坐标 ". 我 们 先 引 人 Rs? , 即 在 Re 上 方 
多 加 一 个 = 轴 , 于 是 R 就 成 了 = =0. 我 们 先 把 这 个 平面 向 上 哲 起 成 为 == 1, 于 是 原来 的 (z,y) 
点 变 成 (z,y,1), 把 它 与 原点 (0,0,0) 连 成 直线 ,这 样 一 来 ,R? 与 了 中 过 原点 的 直线 族 对 应 起 
来 .上 面 已 说 过 这 个 直线 可 以 用 (zx,y,z)(zx,y,z 不 同时 为 0) 之 等 价 类 (zz,y, x) ~ (Ar,2y， 
jz) 天 0 对 应 起 来 .于 是 (x ,y) 点 也 就 与 (z，y,1) 之 等 价 类 对 应 起 来 了 .我 们 选 此 等 价 类 之 任 
一 元 Cz, ,za,z3) 和 作为 代表 元 ,但 要 求 x, , zz, x, 不 同时 为 0, 例 如 (=,y) 对 应 于 (z,y，,1) 的 等 价 
类 ,而 zi= zyzs = y,zi=1, 于 是 z = zt/zi,y= zzjzi. 正 如 复 平面 变 成 黎 曼 球面 是 通过 附加 
无 穷 远 点 ( 即 北极 ) 而 得 ,我 们 现在 也 对 R* 添加 “许多 ”点 成 一 个 新 的 集合 , 即 加 上 {x ,zi ,0)| 
并 把 这 个 新 集合 称 为 射影 平面 RP”. 它 的 点 是 坐标 (z, ,rs,z;]( 坐 标 不 同时 为 0) , 称 为 射影 平 
而 中 一 点 的 齐 次 坐标 . 当 zs 居 0 时 ,由 它们 可 以 得 出 普通 的 笛 卡 儿 坐 标 z = zijzsyy= zijzy， 
RP? 中 每 个 点 并 不 是 恰 有 一 个 齐 次 坐标 ,而 是 有 齐 次 坐标 的 恰好 一 个 等 价 类 . 齐 次 坐标 方法 很 
早 在 数学 中 就 通行 了 .例如 当 我 们 研究 一 个 多 项 式 P(x,y) =0 时 ,就 可 以 引 人 齐 次 坐 标 ,并 考 
感 一 个 三 个 变 元 的 齐 次 多 项 式 . 

x3P[ 三 ,全 )- F(x,z23,73) = 0. 

吏 是 卫 的 次 数 . 齐 次 多 项 式 的 好 处 不 仅 在 于 形状 整齐 ,而 且 它 允许 添加 一 些 理想 的 元 素 .例如 直 
线 cz + by + c==0, 现 在 变 成 azl + pz; + cz = 洛 . 这 样 一 来 就 增加 了 一 个 研究 对 象 ry =0, 它 相 
应 于 a=6=0,c 才 0. 本 来 我 们 是 不 应 该 考虑 x; =0 的 ,因为 a=56=0 而 ce 关 0 与 ax+ by+c=0 


是 让 盾 的 .上 面 用 zy 去 滋 了 [全 ,本 } 也 是 不 合法 的 ,但 是 著 我 们 允许 这 样 做 了 就 相当 于 把 集合 


(zi,T2,0)1 即 zs =0 也 纳 和 人 我 们 的 讨论 之 中 ,就 相当 于 把 R* 变 成 RPz . 这 种 做 法 的 合理 性 在 
于 :zi =0 和 az + bes + cr;=0 一 样 是 一 个 一 次 方程 , 面 一 次 方程 代表 一 条 直线 ,所 以 我 们 其 实 
是 在 R* 中 添上 了 一 条 直线 一 无 穷 远 直线 .这 条 直线 经 过 一 个 适当 的 庙 影 变换 即 齐 次 坐标 的 
非 奇 异 线性 变换 ,可 以 化 为 任 一 指定 的 普通 的 直线 .所 以 从 射影 几何 的 角度 来 看 z, =0 与 其 它 
的 直线 并 无 本 质 的 不 同 . 

现在 我 们 可 以 来 证 明 RP? 确实 是 一 个 微分 流 形 .事实 上 
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RP’ =Ur = Ultrar) 天 中 (6) 
= 和 zi, zy,z3),X, 攻 0| 显 然 是 一 个 开 集 .从 U, 到 民 之 司 胚 定义 为 g,:U, >R’, (i, x;， 
ee 于 13 时 ,zx.. 或 二 ,1 无 意义 ,这 时 要 稍 作 此 修改 ,总 之 


使 分 子 上 不 再 出 现 x .余下 的 只 要 证 明 p,*p;! 在 g( Un) 上 是 微分 同 胚 中 可 ,不妨 看 pi 。 
i 在 UN Uz GL, (Nv) -|e, 到)， :mmzxo|- {a 5) 1, ga UN U,) 


ee ); :mrzoj = Fly ta) 于 是 gp1。 2! 可 以 写 为 


X21 XY 


但 因 在 世人 Da 中 z， = 于 了 0, 所 以 上 式 很 明显 是 微分 同 胚 .于 是 RP? 是 一 个 微分 流 形 . 
1 


比较 一 下 歼 受 球面 与 RP’ ,就 知道 ,局 部 地 看 ,它们 是 非常 相似 的 ,都 是 R* .其 实 凡 微分 流 形 
必 为 局 部 欧 氏 空间 ,但 是 整体 来 看 却 极 不 相同 ; RP? 虽然 与 黎 昌 球面 同样 为 紧 的 .连通 空间 , 却 
与 后 者 不 同 , 它 是 不 可 定向 的 ,一 般 地 说 来 , RP" 当 ? 为 偶数 时 必 为 不 可 定向 的 ,而 当 > 为 奇数 
时 却 是 可 以 定向 的 .那么 RP* 整体 看 来 像 御 么 样子 ? 这 就 很 不 好 说 ,因为 它 只 能 虹 和 人 (这 两 个 字 
也 要 解释 , 见 后 文 ) 在 R 中 .R’ 是 一 个 什么 样 的 空间 就 不 是 人 们 的 直 党 能 够 想到 的 了 .因此 , 束 
体 地 研究 微分 流 形 就 得 一 整套 其 它 方法 .这 就 是 拓扑 学 擒 主 题 了 , 它 将 应 用 同 洞 , 同 伦 等 等 一 整 
塞 方法 ,而 我 们 这 一 章 只 能 介绍 一 点 徽 分流 形 上 的 微 积分 学 既 了 ， 

例 4 黎 量 曲 而 ”本 书 中 我 们 讲 了 许多 不 同 的 微分 流 形 ,不 直 于 栾 向 的 曲面 .下 面 我 们 再 讲 
两 种 在 本 书 中 涉及 的 微分 流 形 .其 一 是 歼 唱 曲面 . 在 第 二 章 中 我 们 就 复 变量 的 多 值 函 数 ww =Vz 
介绍 了 黎 象 曲面 的 概念 . 它 是 以 我 们 的 直觉 为 基础 的 ,因而 很 难 解释 它 如 何 穿 过 其 自身 . 现在 我 
们 从 微分 流 形 的 角度 来 看 zw=Vz 的 黎 冯 曲面 是 如 何 构造 出 来 的 . 首先 ,我 们 把 z 平面 看 成 是 Re 
即 (z,?) 平 面 .在 其 上 取 一 点 mm 天 0, 并 作 以 zo 为 心 回 周 过 原点 的 圆 盘 Lo , 它 是 一 个 开 集 -在 这 


个 开 集 中 考查 w=Vz. z。 有 两 个 可 能 的 值 ,相差 一 个 符号 , 任 取 其 中 之 一 , 记 作 (zo)”, 则 有 以 
下 的 二 项 级 数 府 开 式 ( 见 第 三 章 ); 


w= (i 
" (7) 
= (z0)3 D1 At, ty = (zj 
n=0 


它 在 1 名 1< 工 邵 当 zx € Us 时 收 和 分 .因此 (7) 是 w = YE 在 U, 中 适用 的 表达 式 ,或 者 说 (7) 是 
代数 方程 wz - x = 0 的 一 个 解 . 另 一 解 则 是 w = (z。)} 习 4 各 -我 们 在 Un 中 任 取 一 点 = ， 
并 用 (7) 式 算出 

四 = VE = (ut A (2)", 
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并 记 作 (z,) ,于 是 又 有 


tA (8) 


这 个 表达 式 适合 于 回 盘 U,( 以 x, 为 心 ,边界 过 原点 ) 中 (图 7 -2 2) ,而 且 由 于 (z, 六 的 选取 方 
法 知 ,在 Us 站 U, 中 ,(7) 与 (8) 定 义 相同 的 函数 .第 三 章 中 指 
出 ,(8) 称 为 (7) 在 U, 中 的 解析 延 拓 ,于 是 由 (7) 与 (8) 共 同 定 
义 的 函数 之 定义 域 是 Us U Ui, 仿 此 进行 下 去 ,可 能 在 作出 
D1 时 就 发 现 z。€ U-，. 于 是 我 们 可 以 选 se 和 Uv 即 为 x， 
UU, .但 这 时 会 得 到 ( zw 闭 = (x。 半 ,这 一 点 在 第 三 章 中 就 已 
讲 过 .所 以 ,如 果 我 们 实 的 令 Uy = U, , 则 在 其 上 会 定义 两 个 函 


数 ,一 是 (7) 式 , 务 一 是 (7) 的 反 号 ,因此 无 法 在 【UU, 上 定义 一 
个 单 值 的 解析 函 数 w = Vz .为 此 ,我 们 只 好 取 另 一 个 区 域 为 
Uw .尽管 它 作为 下 的 区 域 仍 与 Us 相同 ,而且 zv = zu, 却 是 
另 一 个 区 域 , 并 且 从 Uw 开始 再 用 级 数 
wt (9) 
作为 w=Vs 在 LN 中 的 定义 (注意 (7) 与 (9) 的 系数 A, 是 相同 的 二 项 系数 ). 如 果 这 样 作 下 去 , 则 
在 作出 了 Usw ,时 ,就 会 发 现 zw = zw = zo ,但 这 时 (zs 让 = - (sw)+ =(z。)+, 于 是 我 们 又 回 到 
了 出 发 点 .这 样 做 下 去 ,可 能 得 到 许多 U, 而 令 M = 【JU,, 则 w=Vz 是 定义 在 M 上 的 单 值 函 
数 .在 M 中 可 能 有 某 些 已 与 苞 着 条 件 忆 站 已 天 弛 ,例如 Un ,UN UD = Un 
Uzws: 关 多 ,但 是 Uo 站 Us = 纪 , 这 样 的 笋 法 自然 与 微分 流 形 的 定义 十 分 相近 了 ,只 差 迁 移 函 数 
还 没有 做 出 来 . 
如 果 器, 介 UU, 关 包 , 则 在 U, 站 U, 中 因为 局 部 坐标 六 与 5 适合 
这 一 名 


,二 :2 关 0,% 关 0， 


和 局 


图 7-2~2 


一 


= 
所 以 
Gt (10) 
这 就 是 我 们 需要 的 迁移 函数 .分 开 & 与 5 的 实 虚 部 ,容易 看 到 ,上 式 是 直 Rz 到 Re 的 微分 同 肥 . 
但 是 更 值得 注意 的 是 ,作为 复 变量 & 与 多 的 关系 来 看 ,(10) 表 示 5 是 攻 的 全 纯 函 数 ,其 逆 亦 
然 .仿照 这 样 的 方法 我 们 可 以 研究 代数 方程 
f(z,w)=0 


(所 请 代数 方程 即 指 了 是 z 与 w 的 多 项 式 ) 的 解 w= tw(z). 这 些 解 一 般 地 是 的 多 值 函数 . 仿 
照 这 个 特例 ,而 可 以 定义 一 般 的 黎 受 曲 而 如 下 ， 


SS2 微分 流 形 449 


定义 3 设 M 为 一 个 2 维 微分 流 形 ,1( UU.，,p, 站 是 其 一 个 图 其 ,如 果 当 U. fn UZ 时 ,go 
97119u( UD,) 一 py( Ui) 是 黎 缀 球 曾 上 的 区 域 p,《U) 中 的 全 纯 函 数 , 则 称 M 为 黎 曼 曲 桓 . 

至 此 ,我 们 看 到 一 个 全 纯 函 数 可 以 定义 在 一 个 微分 流 形 上 ,只 要 它 有 黎 曼 曲面 构造 即 可 ,而 
不 必要 定义 在 复 平 而 或 黎 竖 球面 上 .因此 也 就 不 必 问 这 个 黎 公 曲面 是 怎样 穿 过 它 自 身 的 . 问 这 个 
问题 其 实 是 问 这 个 黎 昌 曲面 可 否 在 C 上 “实现 ”. 这 是 不 可 能 的 ,因为 一 般 说 来 ,一 个 2 维 微分 流 
形 要 R 才能 把 它 装 得 下 一 即 把 它 嵌入 在 Rs 中 ,由 此 也 就 可 见 ,微分 流 形 概念 怎样 扩大 了 我 
们 的 视野 . 

例 5 某 些 短 阵 类 上 一 节 中 我 们 介绍 了 一 些 在 数学 与 物理 学 中 起 重要 作用 的 变换 群 , 竺 
别 重 要 的 有 O(n) ,SO(n),U(n),SU《n) 等 等 ,当时 我 们 指出 ,它们 部 是 重要 的 李 群 . 李 群 是 既 
微分 构造 的 微分 流 形 ,又 是 有 群 构造 的 群 , 王 旦 这 两 种 构造 应 该 是 相 容 的 ( 相 容 性 的 确切 意义 
这 里 不 能 讲 了 ) .现在 我 们 来 看 一 下 这 些 变换 群 的 微分 流 形 构 造 . 


首先 ,我 们 把 这 些 变换 都 看 或 x x n 矩阵 .于 是 每 一 个 矩阵 都 对 应 于 R” 中 的 一 个 点 .而 一 
个 特殊 的 变换 群 , 将 成 为 R” 中 的 一 个 流 形 . 如 我 们 在 例 2 中 看 到 的 那样 ,这 些 流 形 将 由 Re 中 的 


Ql CD Gl3 
很 多 个 方程 来 定义 .例如 SO(3) 是 适合 以 下 条 件 的 3X3 短 阵 ,A = | ca， as azs | 定义 的 .这 
Qa ly Qi3 
里 
det A=1, (11) 
Dan = 8, ij = 1,2,3. {12) 


问题 是 ， 这 些 条 件 是 否 互相 独立 的 ? 又 是 不 是 足够 的 ? 例如 上 面 这 组 条 件 是 说 A 之 各 行 成 为 一 
个 o.n, 系 ,那么 是 不 是 还 应 增加 关于 各 列 的 条 件 


DY aa, =6,, 17=1,2,3 
才 够 ? 事实 上 是 不 必 权 的 ,有 关于 行 的 (12) 就 够 了 .但 是 即 令 在 (12) 式 中 还 有 多 余 的 . (12) 中 有 
?个 条 件 , 面 例如 i=1,j=2 以 及 i=2,j=1 其 实 是 一 个 条 件 .所 以 这 9 个 条 件 中 实际 上 独立 的 
多 只 有 6 个 .再 有 det A=1. 事 实 上 ,由 (12) 已 知 ACE O(n), 从 而 det A= 二 1, 上 一 节 已 指出 
det A =1 表示 在 变换 A 之 下 手 征 不 变 . 如 果 适 合 手 征 不 变 的 正 交 变 换 构 或 一 个 流 形 , 则 改变 手 
征 的 正 交 变换 将 成 为 另 一 个 流 形 .这 样 ,O(n ) 其 实 是 两 个 流 形 ,而 det(A)=1 只 表示 由 这 两 个 
流 形 中 先 取 了 一 个 .所 以 条 件 (11) 并 不 是 与 (12) 互 相 独 立 的 第 7 个 条 件 . 

从 这 些 分 析 可 以 看 到 ,我 们 现在 过 到 的 困难 将 是 弄 清 究竟 有 多 少 个 独立 的 条 件 . 这 些 问题 在 
四 的 人 我 们 在 这 里 不 去 讨论 它 . 我 们 只 来 看 一 个 最 简单 的 特例 , 即 证 
明 SL(n,R) 是 一 个 mn? 一 1 维 微分 流 形 , SL (n ,家 ) 称 为 特殊 线性 群 , 即 适合 det A -1 的 ax 
实 和 矩阵 所 成 之 群 . cr 及 ) 称 为 一 般 线性 群 , 即 适合 det 4 天 0 的 mxa 实 矩阵 所 成 之 群 ,这 个 
证 明 其 实 是 很 简单 的 . 


把 一 个 矩阵 A 看 成 R” 中 的 一 个 点 , 则 SL (na ,R) 就 是 Re 中 由 方程 det A = 所 定义 的 一 
个 子 集 .det A 是 w? 个 自 变量 a, 所 成 的 一 个 很 特殊 的 多 项 式 .要 看 它 是 否定 义 一 个 流 形 就 要 看 
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在 其 上 一 点 o 处 (这 些 4, 通 全 方程 det A = 1) 是 否 没有 奇 点 , 即 了 -det A4) 是 否 不 全 为 0. 但 这 
是 很 容易 弄 清 的 , 令 。 在 A 中 的 代数 余子 式 为 4，, 显 然 其 中 不 售 6 ,容易 算出 
了 dt A) = 0 A, = 0 Vi 
但 车 在 一 点 处 一 切 A, = 0, 则 在 该 点 由 拉 普 拉 斯 展 式 
det A = Doh, i 为 固定 的 


知 det A =0, 而 这 与 det A =1 相 巴 盾 . 

所 以 ,SL(n,R) 是 一 个 na? 一 1 维 微分 流 形 . 关 于 SO(n) 将 在 下 面 讨论 . 

现在 讨论 微分 流 形 局 的 映射 . 设 M 和 NN 是 两 个 微分 流 形 ,其 维 数 分 别 为 m 和 w ,而 了 是 由 
条 到 六 中 的 映射 , 且 KP)= Q .为 了 定义 映射 的 可 微 性 ,我 们 取 已 和 Q 的 坐标 邻 域 U 与 以 
及 相应 的 坐标 映射 p 和 .于 是 Jo frop :9%( LU) 一 wCV) 是 由 玉 ” 中 的 一 个 区 域 m( DT) 到 下 "中 
的 区 域 %(V) 的 映射 ,在 局 部 坐标 下 就 是 一 组 个 m 元 函数 . 

定义 4 次 加,N,f 等 均 如 上 所 述 ,车 任 -点 PE M 以 及 Q= AP)E N 均 有 坐标 分 域 忆 
与 以 及 相应 坐标 映射 p,y 使 pef*p :op(UICR”>y(V)CR"” 为 C” 交 汪 函数 , 则 称 f 为 
C ”可 微 映 射 ， 

这 个 定义 与 扁 部 坐标 的 选择 无 关 , 因 为 设 有 另 一 组 坐标 邻 域 与 坐标 映射 C(p) ,U1),( ,V1) 
风 在 gC 如 人 间 如) 中 ,gg (ge 1)(grf*pg (gi* gpg!) ! 是 光滑 的 ,因此 / 仍 为 可 
微 映射 . 

以 上 我 们 结束 了 有 关 微 分 流 形 及 其 上 的 映射 的 基本 概念 的 讨论 ,下 面 就 开始 讨论 微分 流 形 

上 的 微分 学 向 题 ， 
2, 切 空间 、 余 切 空间 以 及 切 映射 ”微分 学 的 基本 思想 是 把 研究 对 象 线性 化 ,线性 化 以 后 出 
现 性 质 比 较 简单 的 对 象 ,然后 可 以 从 它们 的 性 质 推断 原来 对 象 的 性 质 . 例如 ,研究 一 条 曲线 ,一 个 
曲面 时 ,我 们 就 用 它们 在 某 点 附近 的 切线 或 切面 去 局 部 地 取代 它们 ,并 进而 讨论 曲线 与 曲面 的 性 
质 . 税 样 ,研究 一 个 函数 (也 就 是 一 个 时 射 ) 时 ,就 用 其 微分 去 取代 它 , 以 研究 它 的 性 质 .所 以 ,在 讨 
论 微分 流 形 上 的 微分 学 (积分 学 的 讨论 见 最 后 一 节 ) 时 ,我们 也 就 是 要 看 怎样 发 展 上 而 讲 的 基本 
思想 . 

于 是 , 设 有 " 维 微分 流 形 M 以 及 一 点 PE M .首先 看 如 何 推广 M 在 P 点 的 切面 . 当然 ,这 个 
切面 其 实 是 由 M 上 过 PP 点 的 曲线 之 切线 组 或 的 .但 是 , M 中 一 条 曲线 过 某 点 的 切线 一 般 会 离开 
这 一 点 面 伸 向 M 以 外 的 地 方 去 的 ,于 是 要 问 , 切 线 的 概念 是 否 本 质地 依赖 于 包含 空间 ? 这 个 问 
题 很 容易 从 力学 上 回答 . 因为 一 个 质点 沿 其 轨道 运动 时 ,其 速度 是 一 个 向 量 , 其 大 小 表示 速度 之 
大 小 , 面 其 方向 则 是 切线 的 方向 .所 以 , 速 麻 向 量 也 可 以 看 作 一 个 切 向 量 , 如 果 两 个 质点 都 以 同样 
的 速度 经 过 书 点 , 则 除了 很 特殊 的 发 生 奇异 性 的 情况 以 外 ,它们 的 轨道 将 在 已 点 相 切 ,而 这 些 轨 
道 在 已 点 就 有 了 相册 的 切 向 量 , 也 就 有 了 相同 的 切线 “ 相 切 于 某 点 已 "这 个 关系 是 一 个 等 价 关 
系 : 任 一 曲线 “ 必 在 c 上 某 一 点 P 处 与 其 自身 相 切 { 自 反 人 性 ); 若 c, 在 P 点 切 于 ec: , 则 反 过 来 c， 
也 在 已 处 切 于 ci( 对 称 性 ); 若 c, 在 已 点 切 于 ee: 在 忆 点 又 切 于 c; , 则 c, 在 忆 点 切 于 c,( 传 递 
性 ), 子 是 我 们 可 用 这 种 等 价 关系 将 过 点 的 曲线 < 分 成 等 价 类 ,并 且 用 这 种 等 价 关 系 代替 切 向 量 
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其 至 可 以 说 ,所谓 切 向 量 就 是 这 样 的 等 价 类 .看 切线 是 怎样 组 成 切 平面 的 ,就 是 看 这 些 切 向 量 如 
何 构 成 一 个 线性 空间 ,其 维 数 是 否 与 曲面 相同 . 想 要 这 些 等 价 类 构成 线性 空间 ,就 需要 定义 这 些 
等 价 类 的 线性 运算 .第 三 章 提 到 了 ,这 些 等 价 类 确实 构成 一 个 = 维 空间 ,但 未 详细 解释 ,现在 讨 
论 如 下 :现在 我 们 没有 了 包含 空间 ,但 是 微分 流 形 在 其 每 一 点 附近 ,在 某 一 个 坐标 邻 域 中 都 与 R* 
同 五 ,我 们 就 要 利用 这 种 同 镍 性 来 回答 以 上 问题 .下 面 着 手 具 体 讨 论 它 , 这 时 请 注意 可 微 性 的 作 
用 . 


设 c:I>M 为 一 光滑 曲线 .这 里 1=(-e,e),e>0.c(0)= PE M, 令 品 为 P 的 一 个 坐标 邻 
域 , p 为 相应 的 坐标 映射 ,于 是 goc :TRR" 可 以 写 为 (x1(2),… ,zx"(1)), 是 zt 的 光滑 向 量 ,而 有 
切 向 量 5( 虽 = (gece)(2)=( 和 所 (1),…,(z)) 存 在 ,这 里 名 (1)= z'(t). 如 果 有 两 条 这 样 的 过 
的 曲线 c(t) ,cs(z) 使 得 对 应 的 Sa(t) = 1,2, 适 合 ko (0) = 6 (0) ,就 说 cy(2) 与 cs( 疏 在 
4=0 处 , 即 在 已 点 相 切 , 相 切 关系 是 一 个 等 价 关 系 , 记 作 一 ,ce 的 等 价 类 记 作 [c], 于 是 称 [c] 为 
MM 在 P 点 处 的 一 个 切 向 量 ,8(0) 就 是 这 个 急 向 量 之 坐标 表示 . 如果 M 在 己 点 有 另 一 个 局 部 坐 
标 (V,y), 于 是 g。c 现在 变 成 oc =《y (2,…,y (1)), 面 8(1) 变 成 9(1) = (六 (mr， 


(7). 9(0)=(y1(0),…,y*(0)) 是 M 在 已 点 处 的 切 向 量 之 另 一 坐标 表示 ,容易 看 到 相 切 关系 
在 新 坐标 系 下 仍 得 以 保持 ,事实 上 


a aa 
a 0 = a po pO) = Fry ,9 0 (13) 
所 以 等 价 类 [c] 并 不 国 采 用 不 同 的 局 部 举 有 而 有 所 不 同 ,而且 因 为 关 2 2 | = 强 | 是 和 


Pp Pp 


移 西 数 之 雅 可 比 矩 阵 ,所 以 是 非 奇异 的 . 切 向 量 如 果 能 构成 一 个 线性 空间 , 则 不 辐 的 举 标 表示 咸 
为 互相 同 构 的 线性 空间 , 称 为 M 在 P 点 处 的 切 空间 , 记 为 TM .所 以 我 们 现在 要 做 的 是 异 清 
TzM 的 线性 结构 . 

为 此 , 设 有 [ci ],[cz]E ToM,X1,4,€ 民 .我 们 要 问 ,如 何 定 义 hi[c,]+ 4s[ es] ,为 此 取 [ ec ] ， 
[c:] 的 代表 元 c, 与 ,而 得 到 R" 中 的 两 条 曲线 p。c, 与 g。ca 以 及 切 向 量 之 坐标 表示 
0] = C9)| 与 tai(e)| .= (gsca)| 因为 它们 都 是 Re" 中 的 向 量 ,所 以 we (0) 
+ caétw (0) 是 有 意义 的 . 而且 因为 有 (13) 式 ,所 以 这 里 的 代数 运算 的 结果 不 因 采 用 不 同 的 局 部 从 
标 而 有 蜡 .现在 我 们 要 证 明 

定理 2 ToM 是 一 个 = 维 空间 

证 上 面 已 看 到 TbM 中 的 之 坐标 表示 之 问 确 可 定义 线性 运算 .如 果 ER", 则 一 定 可 以 拷 
到 一 条 曲线 。 使 5 恰好 是 它 [c] 的 坐标 表示 .事实 上 ,车 设 p:P ->0(R" 中 的 原点 ) 则 zx(1) = 如 
是 R" 中 过 已 的 一 条 以 《为 切 向 量 的 直线 .9p-:(z(1)) 则 是 M 中 过 P 的 曲线 , 面 且 5 丛 好 是 它 
的 切 向 量 之 坐标 表示 . 即 是 说 任 给 R" 中 一 个 向 量 , 必 可 找到 M 中 一 个 过 FP 之 曲线 的 等 价 类 ,以 
此 向 量 为 切 向 量 .于 是 我 们 可 以 在 曲线 的 等 价 类 中 定义 线性 运算 Ai[ cu] + as[ ca ] 即 以 1 En + 
1426) 为 坐标 表示 的 等 价 类 .这 个 等 价 类 是 一 定 存在 的 ,因为 我 们 已 找 出 了 它 的 一 个 代表 元 
9 《0218 + 和 tw) 1) ,于 是 ToM 成 了 一 个 线性 空间 ,余下 的 只 要 证 明 它 的 维 数 为 n 即 可 . 
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把 上 看 的 证 明 综 合成 一 句 话 ,就 是 我 们 可 以 通过 坐标 映射 把 R" 中 的 线性 关系 移 到 了,M 中 
来 , 面 且 因为 有 (13) 式 可 知 这 种 线性 关系 的 转移 不 受 局 部 坐标 选择 的 影响 , 特别 是 0E R" 所 对 
应 的 曲线 之 等 价 类 我 们 就 应 该 规定 为 TrM 中 的 零 元 素 . 由 于 这 个 等 价 类 之 重要 性 ,我 们 要 特别 
看 一 下 ,其 中 包括 了 什么 .当然 ,其 中 包含 了 p '(0. +). 这 里 的 0 是 零 向 量 而 不 是 数 0, 即 0= 
(0,…,0) ,所 以 我 们 写 0" 而 不 写 0:. pg"'(0. 1) 是 这 样 的 曲线 : 即 对 一 切 : 值 它 始 终 是 一 个 点 


了 ,我 们 不 妨 称 之 为 驻 定 曲线 .但 除 此 以 外 , 它 还 包含 了 R" 中 的 适合 z(0) =0 的 曲线 在 p 下 的 原 
像 ,而 且 也 只 包含 这 种 曲线 .所 以 [cj = 1g 1(x(1)),x(0) =01. 但 是 车 一 曲线 x = z(t) 适 合 


2z(0) =0 就 说 它 以 := 0 为 奇 点 .因此 TeM 中 的 零 元 素 即 是 以 也 为 奇 点 的 曲线 之 等 价 类 .这 一 
等 价 类 我 们 记 为 [0]. 有 了 这 些 规定 后 即 得 


六 ea = 0 过 Vate] = [0]. (14) 


由 此 ,G1 ,i=1,2,…,&, 在 ToM 中 线性 相关 或 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 |& i ,i =1,2， 
…, 如 ,在 R" 中 线性 相关 或 线性 无 关 - 但 是 及" 中 恰好 有 而 且 最 多 也 只 有 个 线性 无 关 的 向 量 ,所 
以 在 TM 中 也 是 这 样 .由 此 可 知 TM 是 维 空 间 ,证 毕 ， 

于 是 要 间 , 如 何 找 出 ToM 的 一 个 基底 ? 为 了 找 出 一 个 最 有 用 的 基 席 , 我 们 要 再 回顾 一 下 切 
空间 的 定义 . 切 向 量 和 切 空间 在 R" 中 都 是 很 直观 的 东西 ,但 是 当 微分 流 形 M 并 来 放置 在 某 包 
含 空间 中 时 ,就 无 法 应 用 这 些 直观 的 东西 .于 是 我 们 利用 微分 流 形 局 部 地 与 殉 氏 空间 同 且 这 一事 
实 ,并 只 在 一 个 坐标 邻 域 U 中 考虑 切 向 量 与 切 空间 ,而 且 用 坐标 了 映 射 p 把 我 们 的 考察 引入 
pCU)CR". 在 妥 " 中 则 可 以 充分 应 用 直观 上 已 经 很 明确 的 概念 ,然后 用 R' 的 线性 同 构 , 作 出 抽 
象 的 7?M .这 样 做 法 还 给 了 我 们 更 大 的 活动 余地 :简单 地 说 ,只 要 与 o(U)CR" 上 的 直观 的 切 
空间 网 构 的 就 算是 M 在 P 点 的 切 空间 ToM .上面 我 们 用 速度 向 量 来 构成 线性 空间 现在 我 们 售 
用 R" 上 的 方向 导数 来 建立 切 空间 理论 . 先 讨论 M = R" 的 情况 ， 

首先 ,R" 中 的 方向 导数 是 一 个 来 导 运算 ,这 是 因为 , 若 下 (z) 是 定义 在 某 点 PE R" (不妨 设 
了 就 是 == 0) 附 近 的 光滑 函数 , 则 在 某 一 个 方向 t(eE R"* 是 一 个 向 量 ) 上 在 点 对 F(x) 求 导 ， 
就 是 把 此 函数 放 在 过 P 的 直线 += 名 (1=0 对 应 于 了 点 ) 上 ,得 到 一 个 4 的 函数 F(z)= FF(&)， 
然后 对 t 求 导 ,得 到 


X(F) = $F) = De EE - (ead Fe) ,8). (15) 


(注意 ,我 们 这 里 写 的 是 而 不 是 ,上 而 (14) 式 讲 《与 [cj] 的 对 应 关系 时 则 用 的 是 记号 &, 
那里 是 宸 示 的 第 个 向 量 ,现在 则 表示 向 量 & 的 第 i 个 分 量 ,分 量 记 号 用 上 标 是 否 指 & 为 逆 变 向 
量 ? 是 的 ,这 一 点 下 面 再 说 , ) 最 后 令 := 0 得 到 在 P 点 的 方向 导数 值 .这 里 有 一 个 非常 关键 的 事 
实 ,如 果 我 们 不 把 下放 在 直线 z= 名 上 ,而 且 放 在 该 直线 所 属 的 等 价 类 [c] 中 任 一 曲线 上 ,所 得 
结果 全 是 一 样 的 . 所 以 我 们 所 建立 的 不 只 是 X 与 zx = 各 的 对 应 关系 ,而 且 是 X 与 [c ] 的 对 应 关 
系 .(15) 式 中 的 算 子 X 有 以 下 的 性 质 ， 
(1) 关 于 下 的 线性 性 质 , 即 对 光滑 函数 ,CG 和 实数 ,wx 有 
XOAF + pG) = AX(F) TAXOG). (16) 
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(2) 若 = const, 则 
X(F) = 0. 
(3) 莱 布 尼 茨 性 质 , 即 
X(FG) = FX(G) + GX(F). (17) 

特别 值得 注意 的 是 (17). 事 实 上 ,性 质 (2) 可 由 (16),(17) 导 出 . 凡 一 线性 算 子 具有 以 上 三 个 性 质 
的 都 称 为 一 个 导 子 (derivation) ,我 们 以 后 还 会 看 到 并 不 是 只 有 方向 导数 才 是 导 子 ,而 例如 微分 也 
是 导 子 .方向 导数 在 导 子 中 的 特点 在 于 , 它 以 某 种 方式 与 一 个 向 量 相 联 系 .为 了 看 清 这 种 联系 , 注 
意 到 上 面 讨 论 中 的 P 本 来 可 以 在 R" 中 某 一 区 域 上 变动 ,现在 我 们 把 P 回 定 只 看 <ER" 变动 ， 
则 (15) 式 表示 当 PP 阅 定 ( 即 是 令 :=0 时 ) 有 一 个 由 ER" 到 某 一 个 时 的 映射 ,这些 X 都 可 以 写 
为 


XL,(F) = 3 0 (18) 
它 与 (15) 之 区 别 在 于 F 之 导数 是 在 P 即 1=0 处 取 值 的 ,所 以 我 们 用 X; 表示 ,以 示 与 (15) 的 区 
别 . 这 个 区 别 似 乎 是 微 隶 的 ,但 是 它 是 下 面 将 要 讨论 的 切 从 概念 的 基础 ， 
定理 3 电 (8) 式 二 义 的 映射 冉 予 1 Xr 1 及 线性 构造 , 现 且 使 R" 与 {Xp| 同 构 ， 
证 1Xi1 的 线性 构造 是 明显 的 ,因为 
Xt po OF + pF ) 一 
这 里 ,9ER" 是 向 量 ,$= (5), y= (天 而 是 实 开 从 这 一个 位 间 的 推演 
看 出 为 什么 要 把 固定 ,因为 若 在 计算 中 令 已 = 而 让 P 变动 ,计算 的 结果 只 会 得 出 
DS De Se (19) 
而 无 法 结合 成 F(@ + We)( 即 令 合成 了 也 会 裕 失 了 (18) 式 对 4,# 的 线性 依赖 性 ,(15) 式 对 8? 
本 来 就 不 是 线性 的 ). 
在 给 出 了 1X, | 的 线性 构造 以 后 ,(18) 式 为 一 同 构 就 容易 证 明了 .首先 它 是 单 射 ,因为 者 &E 
R" 对 应 的 X 是 零 算 子 , 风 应 当 有 :对 任 一 光 清 函数 F(z)， 


= El 
依次 令 下 = 工 ，z?，… ,x" 就 得 出 和 =0, 和 =0,…, 扣 二 0, 即 8=0. 
最 后 证 明 (18) 是 满 射 .为 此 , 先 要 注意 一 件 事 . 若 F(z) 在 z=0 附近 是 光滑 的 ,把 它 在 z=0 
处 用 泰 甚 公式 懂 开 到 二 次 项 ; 


F(z) = PO) + EF (Or+ V) F(z)riv, 


30. 


» 


用 入 作用 到 两 边 ,这 里 F.C0) 一 ?55 加 ,而 F(x) 仍 是 z= 人 0 附近 的 光 涝 本 数 . 利 用 X 之 性 质 
(0 一 (3) ,再 在 P 点 取信 即 有 

XR) = HECO XE). 
现在 在 R" 中 取向 量 # 一 (和 ,… 和) ,我 们 只 要 这 入 定义 算 于 ,使 8 二 (XC) Cu) 次 
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X= 可 ,代入 上 式 即 知 对 任意 F(z) 有 (18) 式 
7 az 


Xs(F) = De 0 0. 
所 以 任 一 个 X 都 是 某 一 个 #E R* 之 像 ,因此 满 射 得 证 . 
这 个 定理 告诉 我 们 TeM《 现 在 M 就 是 了 " ) 1 网 和. 国 此 我们 可 以 说 121 就 ToM， 
或 者 说 切 向 量 就 是 导 于 Xe, 而且 由 (18) 可 见 | 52r，… ,2 | 是 TrM 的 一 个 基底 , 称 为 由 局 部 此 
标 (z!，…vz") 诱 导出 的 基底 ， 
现在 我 们 来 看 坐标 变换 下 X; 的 变化 , 注意 到 # 是 速度 向 量 &= (后 ye) 一 (200) 
(0)) ,所 以 与 一 样 是 尖 变 向 量 . [ 22 人 ,23 (0 就是 古典 的 梯度 算 子 , 因 此 是 协 变 向 
时, 所 以 当 坐 标 由 x 变 为 y 时 ,车 y 坐标 系 下 的 速度 为 了 = (六 ,入 ) ,假设 z=0 变 为 y=0, 风 
6 = (07, 


aF(0) = 中 aF{0) 
a 7 I) Tay 
把 它们 代入 (18), 即 得 
x 六 区 四 于 0 下风 = 半 果 攻 则 


i 
a 
二 > 3 
所 以 (18) 定 义 的 Xs 其 实 是 与 坐标 无 关 的 ,所 以 说 它 是 切 向 量 就 更 有 理 了 . 
以 上 我 们 讲 的 是 R" 的 切 向 量 与 切 空 疝 , 现在 问 应 该 如 何 对 微分 省 形 M 上 一 点 P 定义 
TeM .为 此 取 P 的 一 个 坐标 邻 域 品 与 举 标 映射 p, 并 用 = 表示 gw( DJ)CR* 中 的 坐标 .注意 ,直接 


用 (18) 式 是 有 困难 的 ,因为 -中 的 是 p(U) 中 的 量 而 不 是 M 上 的 量 .所 以 在 M 上 了 是 不 


能 定义 的 .为 此 ,我 们 仍 接 上 面 讲 的 基本 思想 洲 处 理 这 个 问题 ;把 坐标 令 域 g( 7) 中 的 结果 直接 

移 到 M 上 已 点 的 邻 城中 去 -这 时 只 要 注 总 -个 问题 :PE M 可 以 有 几 个 不 同 的 坐标 令 诚 .例如 

(Up) 与 CV,$) ,我们 只 震 证 明 使 用 ( U,g) 与 使 用 (V ,的 ) 结 果 是 一 致 的 即 可 .因此 我 们 现在 设 

下 是 M 上 的 函数 . 子 是 F*p-: 是 p(U)CR" 上 的 光滑 函数 , 亦 即 为 x 的 光滑 函数 ,使 得 

(Fg 有 意义 . 本 来 是 速度 之 (0), 也 是 与 局 部 坐标 相 联 系 的 ,而 且 如 前 所 述 ， 

(是 R" 上 的 的 变 商 量 ,ee R" 则 是 过 变 向 量 , 我 们 给 刘 
定义 5 对 上 述 M,F 与 PE M, 我 们 定义 已 处 的 导 子 Xe 为 


KP) = De Pe y 0). (20) 
这 时 可 友 的 0 即 是 9( PX 称 为 M 在 上 用 名 因 节 
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这 样 定义 的 X。 自然 适合 导 于 的 三 个 要 求 . 
这 个 定义 显然 与 坐标 的 选取 无 关 . 若 改 用 另 一 个 坐标 邻 城 ( V,y), 而 以 y 为 新 的 局 部 坐标 ， 
并 设 在 新 坐标 y 下 , 道 变 向 量 # 的 分 量变 成 ?= (了 ，…, 矿 ), 且 
= OY, 
代 人 (18) 式 有 
Xo(F) = 7 和 3 芝 200) HE 20) 


-Dr F*p 3 0) 


-D7 0 

它 的 形状 仍 与 (20) 相 同 .由 此 可 见 这 样 定义 的 对 象 Xr (下 ) 确 实 仅仅 决定 于 M 的 性 质 (当然 只 是 
局 部 性 质 ) ,而 与 坐标 之 选取 无 关 . 也 由 此 ,我 们 可 以 把 定理 3 改写 为 

定理 3 设 M 为 .n 维 微 分 浓 形 ,PE M. 则 由 岩 义 5 给 出 的 Xr 之 集合 具有 自然 的 n 维 
线性 空间 结 攀 , 且 1Xzi 估 R" .fr 上 称 为 M 在 P 点 的 切 空间 . 识 作 ToM 

至 此 ,一 个 微分 流 形 M 在 点 附近 的 “线性 化 "过 程 完成 了 .我 们 在 M 上 了 点 处 给 M 添加 
了 一 个 维 线性 空间 TM. 我 们 可 以 在 某 种 意义 下 用 TiM 来 代 蔡 M 以 研究 其 性 质 .这 样 自然 
产生 许多 深刻 的 问题 ,例如 :可 香 局 部 地 由 TM 恢复 M( 指 数 映射 )? 如 果 M 还 是 一 个 李 群 , 则 
群 结构 在 ToM 上 诱导 出 什么 ( 李 代 数 )? 所 有 这 一 切 自然 都 远 远 超出 本 书 范围 .但 是 有 一 个 问 
题 却 是 不 能 回避 的 . 

现在 有 了 TM , 它 是 一 个 线性 空间 ,线性 空间 上 有 许多 结构 ,8 1 讲 的 向 量 和 张 量 就 是 其 中 
十 分 重要 的 .有 许多 结构 需要 考虑 P 在 M 上 的 变化 (而 不 是 如 上 而 那样 把 P 固定 ,而 我 们 上 而 
一 再 指出 ,把 P 固定 是 很 重要 的 一 步 ), 这 就 导致 了 向 量 从 的 概念 ,我 们 等 一 会 再 去 讨论 它 .日前 
要 讨论 的 是 TeM 的 对 偶 空 间 ,但 在 此 以 前 需要 讨论 什么 是 切 映射 

首先 我 们 要 重新 看 一 下 什么 是 一 个 函数 的 微分 ,看 一 下 一 元 函数 这 个 最 简单 的 例子 (图 
7-2-3). 如 果 一 个 光滑 画 数 A(z) 定 义 在 区 间 (e,6)》 上 ,而 过 P 点 有 一 条 切线 , 设 P 点 的 坐标 
是 x( 在 上 文中 是 取 x 为 0). 我 们 不 妨 把 函数 的 图 形 看 成 一 个 微分 流 形 M， 而 视 此 汪 数 关系 为 
一 维 微分 流 形 R 到 M 的 映射 /, 映 QER 到 PE M ,而且 此 观 
射 是 可 微 的 . M 在 P 点 的 切 空间 就 是 过 P 的 切线 ,而 RR 在 Q 点 
的 切 空间 仍 是 一 个 1 维 线性 空间 R, 不 过 原点 要 放 在 Q 点 : 
TaR= R. 当 我 们 有 一 个 可 微 映 射 f: (e,6)CR--Mzr jy 
f(z) 时 ,在 切 空间 ToR 与 TpM 之 间 也 有 一 个 映射 A, 肌 ToR 7 
中 的 所 为 Ai = 产 (z) 大 ,不 过 我 们 并 没有 把 它 夯 在 TM 上 ,而 Ta 
是 画 在 与 y 轴 平 行 的 方向 上 ,因为 这 是 我 们 习惯 的 . 通常 的 微 一 证 一 一 和 一 入 
积分 款 本 把 A 这 个 量 称 为 微分 ,而 把 4 看 成 一 个 数 即 曲线 MM 
在 已 点 的 斜率 ,而 正如 我 们 在 第 三 章 中 讲 的 ,我 们 则 把 4 看 成 图 7 2 3 


4 
| 
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一 个 线性 算 子 , 它 可 以 表示 为 一 个 一 阶 答 阵 (xz), 而 且 就 直接 称 此 算 子 为 微分 .hh 则 是 切 空间 
ToR 中 的 向 量 . Ah 则 是 微分 这 个 组 性 算 子 作用 到 六 上 以 后 得 到 的 结果 , 它 也 是 一 向 量 . 不 过 ,不 
论 是 通常 的 微 积分 教 本 还 是 本 书 ,共同 之 处 在 于 ,4 具有 下 述 最 根本 的 性 质 ; 
f(rt+h)- f(r) = Ah + o(h). (21) 
现在 我 们 怎样 把 它 推广 到 两 个 微分 流 形 M(dim M= m) 到 N(dim N =n) 之 间 的 可 微 映射 ? 
AM 一 N，PEMrrQeN 


图 7-2-4 


为 了 直观 起 见 , 我 们 仍 设 M 和 AN 各 有 一 个 维 数 充分 高 的 R* 作为 包含 空间 ,并 作出 图 7-2 - 4; 
图 上 画 出 了 M 和 N 上 两 点 的 坐标 邻 域 U 和 V 以 及 坐标 映射 p 和 消 ,并 设 g( UU) 和 yp{V) 中 的 
局 部 坐标 是 zx 与 y, 而 且 了 P,Q 两 点 都 遇 射 到 原点 O. 这 与 图 7-2-3 不同 ,那里 点 是 爱 到 
处 ,不 过 我 们 认为 = 是 固定 的 -图 上 在 M 与 N 的 下 方 还 画 了 R”" 和 R" .不 过 ,它们 中 的 每 一 个 
都 起 双重 作用 :一 是 作为 微分 流 形 与 之 同 胚 的 那个 空间 :yp( U)CR" ,yp( VY)CR" ,它们 是 与 U， 
VV 同 压 的 . 二 是 上 而 我 们 已 经 说 过 ,微分 流 形 在 每 点 上 都 有 切 空间 而 同 构 子 R" 或 及" ,这 里 的 
R” 和 R" 就 是 TpM 和 TaN 的 同 构 像 ,它们 与 TeM, TuN 不 仅 是 同 胚 而 且 线 性 同 构 . Rn 和 Rs 
的 这 种 双重 作用 的 区 别 极为 重要 .作为 p( 忆 ) 与 py(V) 来 看 ,对 应 于 由 M 到 N 的 映射 F, 有 一 个 
映射 ,pop , 即 了 的 局 部 坐标 表示 . 4 .9 :是 光滑 的 ,其 实 这 就 是 /为 光滑 映射 的 定义 . 作 
为 ToM 与 ToN 来 看 ,其 元 是 M 在 P 点 和 N 在 名 点 的 切 向 量 E 与 9, 而 当 由 M 到 N 有 映射/ 
坐标 表示 为 py*f。 pg“') 时 ,在 6 与 9 之 间 也 应 该 有 一 个 线性 映射 .这 就 是 图 7- 2-3 中 的 A 
的 推广 称 为 切 映射 .正如 图 7- 1- 3 中 的 A 称 为 /(x) 的 微分 ,并 在 通常 的 微 积 分 教 本 中 记 作 
df: 有 A=df( 但 实际 上 通常 的 微 积分 教 本 中 的 微分 是 A6) 一 样 ， 这 个 我 们 认为 应 该 存在 的 线性 映 
射 称 为 /在 P 点 的 切 映射 ,也 应 该 称 为 /在 P 点 的 微分 ， 并 记 作 df( 就 是 图 7-2-4 上 的 f. ,这 
个 记号 将 在 下 文中 解释 ) ,同时 也 应 该 有 与 (21) 的 对 应 公式 在 . 

现在 我 们 就 来 寻找 这 个 dy 的 相应 的 公式 .为 此 我 们 再 回 到 切 向 量 的 定义 ,上 文中 我 们 用 两 
个 方法 来 定义 切 向 量 ,其 一 是 用 光滑 曲线 。 的 等 价 类 [<] ,这 里 的 5 要求 当 t=0 时 经 过 点 ,等 
价 关系 则 由 同一 等 价 类 的 两 条 曲线 < 与 <, 必 在 已 点 相 切 来 定义 但 是 我 们 所 热 悉 的 相 切 性 是 
欧 氏 空间 R” (我 们 先 看 ToM , TaN 的 情况 与 此 相仿 ) 中 的 概念 ,所 以 。， 与 <a 的 相 切 需要 先 用 
坐标 映射 p 将 它们 映 到 pg(U)CR" 中 去 ,得 到 RR” 中 两 条 曲线 

Pecit (EA = 1,2, 

再 按 通 常 微 积分 教 本 的 方法 对 t 在 :=0 处 求 导 得 出 
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6 = (E137sém)) = (zl (0) ,es zh (0)) ,i = 1,2, 
是 为 切 向 量 .如 果 6 = &6,( 这 一 点 下 文 还 有 说 明 ) ,就 说 c, 与 cz 在 已 点 相 切 , 这 时 5 的 公共 
信 ER" 就 称 为 P 处 的 一 个 切 向 量 , 它 是 Ec] 的 坐标 表示 .有 了 这 一 切 再 看 什么 是 切 映射 就 容易 
了 , 产 ci 与 /°c 是 NN 上 的 两 条 光 沸 曲 线 ,在 坐标 分 域 中 它们 相应 于 gfec,=(yef*g 1!) 9。 
dy (区 (而 其 对 上 在 :=0 处 的 导数 是 ( 允 有 = (中 (0) 


让,(0)), 这 里 ge fp 是 p{ 口 ) 到 %(Y) 的 映射 


y= yr) = 1,2,.,n, 


而 

,0) = (Oa 00). 
(请 读者 注意 ;一 个 重复 出 现 的 指标 代表 对 谈 指 标 在 适当 范围 中 求 和 ,所 以 这 里 出 现 的 两 个 / 因 
为 是 的 指标 ,而 xzER” ,所 以 应 从 1 到 m 求 和 ;如 果 是 对 yE€ R" 的 指标 求 和 , 则 要 从 1 到 一 求 


和 - ) 如 果 用 向 量 来 表示 则 得 
mo = Aéi,, i= 1,2. 


这 里 A 是 雅 可 比 答 阵 2 2 和 (0) . 它 确实 是 x mn 短 陈 而 不 是 方 陈 .所 以 没有 相应 的 行列 
式 : 


ay! 3 人 
(0) 3 (0) 
4 = : : : (22) 
?2 2 
F210) 3 0) 


因为 名 = 各 == 各 所 以 筷 = 吕 ,从 而 foc 二 /°cz, 其 等 价 类 为 [fc], 其 坐标 表示 则 是 用 与 h 的 
公共 值 ,而 上 式 成 为 了 = 4# ,在 讲 切 空间 的 定义 时 我 们 已 经 说 了 ,我 们 要 把 $€ R” 的 线性 构造 
移 到 [c] 上 去 ,使 得 [c] 之 集合 也 成 一 个 线性 空间 ,所 以 由 于 A 是 EER"( 注 意 现在 的 R" 是 T,M 
而 不 是 Y( 器 ) 的 包含 空间 ) 到 7ER" 的 线性 映射 ,所 以 由 [<] 到 LA.c] 之 间 有 一 线性 映射 , 称 为 映 
射 /在 P 点 的 切 映射 ,或 称 为 /在 PP 之 微分 4/.d 户 的 坐标 表示 则 是 雅 可 比 矩 阵 A((22) 式 ). 
这 是 我 们 用 切 空间 的 第 一 种 解释 得 到 的 切 映 射 之 定义 的 说 明 . 

上 文 说 ,关于 so = Sa 还 有 说 明 , 这 指 的 是 ,在 通常 微 积 分 教 本 中 , 讲 到 两 曲线 相 切 时 只 需 
要 其 切线 有 相同 斜率 即 可 ,所 以 只 要 &o, = Ce ,C 是 一 个 非 零 实数 ,就 应 该 说 它们 定义 相同 的 


切 向 量 ;或 者 说 ,不 需要 Su = &6) ,只 需要 su /8 :而 我 们 这 里 上 = z(0) ,其 实 是 由 速度 的 概 
念 而 来 ,所 以 ,我 们 现在 讲 的 切 向 量 ,其 实 是 力学 的 速度 向 量 ,而 不 是 几何 向 量 . 

我 们 现在 来 寻找 公式 (21) 的 类 似 物 . 在 第 三 章 中 我 们 就 说 过 ,微分 公式 (21) 中 的 x 与 4 性 
质 不 同 ; 前 者 是 底 空 间 之 元 ,后 者 则 是 切 室 间 之 元 .二 者 本 来 无 法 相 加 .(21) 中 写 出 = + 有 h 只 是 因 
为 现在 底 空间 是 R" 的 一 个 区 域 , 切 空间 则 是 整个 R", 它们 很 偶然 地 可 以 相 加 . 局 样 ， 
f(x + 上) 一 f(z) 也 只 对 这 种 特殊 情况 有 意义 ,在 了 表示 微分 流 形 M 到 另 一 微分 流 形 N 的 可 微 
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映射 时 ,应 怎样 寻找 (21) 的 类 似 物 呢 ? 为 此 ,我 们 要 用 f 的 局 部 坐标 表示 , 即 %e fg 并 将 它 各 
前 面 一 样 写 成 
y= 97z) 或 = 2 (23) 
我 们 还 设 PP 和 @@ 分 别 即 是 zx=0 与 y=0, 于 是 在 z=0 处 把 (23) 用 窗 鞭 公式 写成 
y= + 高 阶 项 . 
并 取 它 的 线性 部 分 (注意 ,我们 不 再 说 “ 咯 去 高 阶 项 ”的话 了 ,第 三 章 第 二 节 作 了 详细 说 明 ) : 
9 = Me， A (0). 

这 里 我 们 用 ?和 取代 了 xz 和 y. 事 实 上 ,z 与 y 是 底 空间 中 之 元 的 局 部 坐标 ,了 本 来 就 是 底 空间 
之 间 的 映射 ;9 和 则 是 切 向 
射 .至 此 我 们 更 看 到 切 映射 概念 确 是 函数 的 微分 的 概念 之 推广 . 而 且 用 局 部 坐标 表示 后 更 表明 它 
们 的 确 是 一 回 事 . 我 们 不 说 略 去 了 o( 产 ) ,而 说 成 是 取 泰 其 公式 的 1 - 节 (1-jeD 来 代替 f, 耐 1-- 节 
的 形状 是 与 局 部 坐标 的 选取 无 关 的 (此 即 一 阶 微分 的 形式 木 变性 ).“ 赂 去 高 阶 无 穷 小 "现在 代 之 
以 “只 考察 1 - 节 ”. 这 样 绕 过 了 无 法 定义 f(x +A) - 了 (x) 的 困难 .总 之 , 切 映射 就 是 微分 概念 的 
推广 ,所 以 我 们 采用 了 同样 的 记号 d/. 

但 是 , 切 向 二 还 可 以 用 一 阶 微分 算 对 作 定 义 . 按 这 种 定义 切 映射 又 应 如 何 理解 呢 ? 它 能 告诉 
我 们 什么 新 的 联系 .新 的 概念 吗 ?为 此 ,我 们 暂时 把 有 待 我 们 去 探讨 的 切 觅 射 记 作 37, 并 且 打 算 


说 明 它 就 是 df. 于 是 设 有 X= 3-E TpM .这 里 (全 se )= (2 (0)， (0)) 是 它 的 局 
部 坐标 表示 .于 是 ,六 X; 应 是 N 在 Q 点 的 切 向 量 , 也 不 茹 设 它 在 N 上 的 局 部 坐标 表示 是 Y, = 
学 F112 …n .于 是 我 们 问 ,应 该 怎样 决定 5 = (天 ，…, 六)? 一 个 微分 算 子 是 通过 它 在 
函数 上 的 作用 来 表现 的 ,所 以 对 任意 的 定义 在 f( M)CN 上 的 函数 (不 妨 用 局 部 坐标 F(y) 表 
示 ),，YoF= 闻 3 是 有 定义 的 ， 但 是 已 也 可 以 认为 是 定义 在 M 上 的 , 即 先 把 M 上 之 点 (z 是 它 


的 局 部 从 标 ) 通 过 名 秀 了 上映 到 NN 上 ,而 原来 在 N 上 的 函数 F(y) 现 在 变 成 下 (y《z)) ,被 拉 回 到 
M 上 .一 个 十 分 息 然 的 根 半 是 这 样 末 义 X,Ya: 使 X 作用 到 (yz)) 上 从 好 就 是 y。 
作用 到 Fty) 上 . 亦 即 在 z=0 及 其 像 y=0 处 


+ S| (eo 
_ ,AF oy 

$y dr yao 

因为 此 式 应 谈 对 任意 函数 F(y) 成 立 ,依次 令 y= ,sy , 即 有 
4 ow(0) 


但 是 这 正 是 用 第 一 种 方法 得 出 的 df 的 局 部 坐标 表示 1 AE&. 所 以, 切 映射 的 这 两 种 定义 是 
完全 一 致 的 .我 们 也 就 设 有 必要 再 用 另 一 个 记号 @ ,而 都 用 df .第 二 种 讲法 实际 上 引入 了 一 种 
对 侦 性 ,因为 afr 把 M 上 的 切 向 量 X 推 前 到 N 上 ,成 为 N 上 的 切 向 量 . F(y(z)) 或 记 为 F() 
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= 下 "7 刚 把 定义 在 N 上 的 函数 己 拉 回 到 M 上 成 Fe。/. 第 二 种 定义 就 是 说 :或 者 把 Xe 推 前 ,或 者 
把 王 拉 加 ,二 者 相同 .这 是 一 种 深刻 的 对 强人 性, 见 后 文 ， 

以 上 讲 的 既是 切 映 射 的 定义 及 其 解释 ,也 证 明了 它 的 一 些 性 质 .为 明确 起 见 ,我 们 把 它 归结 
为 下 面 的 

定义 和 定理 4 设 M 和 NN 分别 是 mm 维 与 维 微 分 流 形 .f;:M 一 N,P 一 Q 是 一 个 可 微 册 
射 - 则 
GD M 中 本 过 的 此 相册 络 c 之 各 全 中 可 宕 义 一 等 价 奖 [] 姑 二 , 必 有 有 线 作 取出 un: ToM 
一 TaN 映 [c] 为 TeN 中 的 元 .dfi 称 为 /在 P 之 切 映 射 ,也 称 为 了 在 P 之 微分 . 

(2) d/ 县 映射 /的 线性 部 分 ,而 且 基 局 部 坐标 表示 是 

n= dm = AEEE TeM,n€E ToN, (24) 


A 是 玲 可比 往 阵 :A= ( 尝 人 ,df。.6 暴 y=y(x) 在 <0 处 的 罕 革 展开 式 的 1- 节 


(3) 车 用 一 阶 微分 算 子 X。 表示 TrM 中 之 元 , 则 df" Xp 是 ToN 中 的 下 述 微分 算 子 : 
dfi ' Xr(F) = Xe(F .Hf). (25) 
定理 5 切 映射 df 具有 以 下 任 质 : 
(1) 链 式 法 则 车 万 :MI >M ,Pi rrPi, 广 :MAM: ,PP， 其 两 个 可 微 映射 , 则 
df FMP) = dfitP,): dfi( Pi). 
(2) 线 布 尼 交 性质 著 下 ,G 是 QE N 附近 的 光滑 两 数 ,f; M-- N 是 一 可 向 歇 财 ,7(P) = 
Q, 则 


(dfr* Xp) FG)(Q} = F(Q) (dfo * XP)GCQ) + G(Q) (df; Xp)F(Q). 
这 些 性 质 由 df 之 定义 都 容易 直接 证 明 ,所 以 这 里 都 省 略 了 . 
现在 加 到 古典 的 微分 概念 . 一 个 定义 在 微分 流 形 M 上 的 可 微 函数 可 以 看 作 是 可 微 映 射 
f:M>R , 即 N= RR' 的 特例 .这 时 n= dimN =1, 且 ToN = R!'. 于 是 设 有 MM 上 的 切 向 量 
Xp ,dfo' Xb 应该 是 N = R' 上 的 切 向 量 .出 于 TRI = R! ,其 上 有 一 个 独立 参数 1, 所 以 TR! = 


二 |， 4 是 实数 .于 是 必 存 在 一 个 实数 使 


qd 


afr Xr = 4 
我 们 选 一 个 定义 在 N 上 的 沙 数 F 二 :. 用 上 面 的 微分 算 子 作用 于 它 ,有 
(dfp * Xp)(1) = a, 
但 由 定义 ,* 拉 回 "到 M 上 ,就 成 为 广 . 因 此 有 
dfs » Xi)C1) = Xotf). 


十 面 我 们 说 了 , 切 向 量 可 以 有 两 个 方法 定义 ,一 是 作为 一 个 微分 算 子 X。= &' 了 ,二 是 定义 为 它 


的 系数 所 成 的 向 量 《= (后 ,er ) = 十. 在 我 们 这 里 ， 前 者 是 三， 后 者 则 是 ,可 以 认为 它们 都 


是 一 样 的 .在 这 个 意义 下 ,我 们 有 
定理 6 车 /是 M 上 的 光滑 前 数 ,PE UCM , 则 对 一 切 Xs€ ToM， 
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dfp « Xp = Kp f). (26) 
尽管 从 表面 上 看 上 式 左 方 是 一 个 算 子 , 右 方 则 是 一 个 实数 ,二 者 怎 能 相等 ? 有 了 这 样 的 说 明 
后 , 即 有 
准 论 7 候 没 同上 有 
af(0) 


dj = Bas;, (27) 


证 在 (26) 中 令 /为 第 j 个 坐标 函数 忒 ,XX 32;， 即 有 


de (让)- 8, (28) 


对 任意 的 Xn. = 名 


起 , 设 P 即 z=0， 


f(0) _ 3f(0) 


ER 9xr’ 


df Xr = Kf = 0) pe dt 3 = =- qr x 
此 即 (27) 式 . 

这 样 一 方面 我 们 得 到 了 与 古典 的 微分 公式 形状 完全 相同 的 结果 ; 另 一 方面 又 大 大 发 展 了 第 
三 帝 所 讲 的 微分 学 的 基本 思想 , 即 “ 咯 去 高 阶 无 穷 小 但 是 我 们 所 得 又 透 不 止 于 此 .我 们 懋 切 疝 
量变 成 了 一 个 一 阶 生 分 算 子 , 面 切 胸 和 ,作为 冰 数 微分 的 推广 并 不 只 是 把 X, 映 为 另 一 个 微分 算 
子 例如 Ya , 面 且 各 定理 6 指出 的 那样 ,在 经 过 了 一 定 的 解释 以 后 ,对 任意 的 XX, € TM 给 出 一 个 
实数 值 Xr( .这 就 是 (26) 式 的 合意. Xo (了 ) 对 X 当然 是 线性 的 :Tc XP + coX] (1) = 
(dfp) (cr RE + es KE) = XP (Cf) + caXP (有 ,所 以 df 是 TM 上 的 线性 沙沙, 面 且 因为 
dim TM =dim M = mw 是 有 限 的 ,所 以 还 是 YrM 上 的 连续 线性 泛 函 .这 样 ,df;, 就 成 了 ToM 的 
对 侦 空间 TM 中 的 元 .上 面 我 们 说 切 觅 射 的 研究 导致 了 一 种 深 刘 的 对 个性 的 出 现 就 是 并 此 ， 

Ti M 之 元 称 为 你 加 向 量 ,其 空间 T;M 称 为 全 切 空 间 . 余 切 空间 作为 TuM 之 对 但 空 间 其 
维 数 与 ThM 相同 , 即 同 为 dim M = ,现在 要 问 ,df 是 否 已 概括 了 全 部 余 切 向 量 ? 或 者 说 , 余 
切 向 量 是 态 全 由 某 个 光滑 函数 / 之 微分 生成 ? 当然 不 是 如 此 ,这 是 一个 很 深刻 的 问题 ,我 们 将 
在 84 中 讨论 它 ,在 目前 我 们 只 需 指 出 -- 点 ,我 们 现在 讨论 余 切 向 量 是 限制 固定 一 个 点 的 ,而 
当 P 在 M 上 变 时 ,这 个 余 切 向 量 也 会 变动 ,这 时 是 否 所 有 这 些 余 急 向 量 都 是 由 同一 个 函数 之 失 
分 生成 是 很 不 确定 的 .在 古典 的 向 积分 教 本 中 我 们 已 见 到 这 种 问题 . 例如 , 设 有 zdy ydz ,这 里 
(z ,天 (0,0), 当 (z ,3) 变 动 时 能 不 能 找到 一 个 函数 p(z,y) 合 zdy - ydz 一 dp? 当然 不 行 ， 


、 a a 2 Ea 一 
因为 如 果 有 这 样 的 光 泗 函数 9 存在 , 当 有 = 52， > 和 而 5 息 - -1 闻名 =1 二 者 不 相 


竺 但是 着用 5 -去 乘 此 式 ,得 到 二 二 28 =d(aretan 之 ) 前 面相 求 (z,y) 不 是 原点 原因 在 
此 ,我 们 不 去 讨论 当 P 变动 时 怎样 求 出 各 点 的 余 切 空间 中 的 全 部 元 素 , 而 要 间 , 当 已 固定 时 , 怎 
样 求 2M 的 基 廊 .由 于 了? M 维 数 为 加 ,所 以 我 们 想 去 求 出 T; M 的 mm 个 线性 无 关 的 元 , (27) 
告诉 我 们 df 是 1dzb1 ,3 一 1,2,…,m ,的 线性 组 合 ,所 以 只 要 得 证 1dz; | 是 线性 无 关 的 则 它们 必 
是 TEM 的 一 个 基 康 . 
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因此 , 设 有 实数 4, ,… ,2。 和 使 
Ndr = 0， 
a 


把 双方 作用 到 3 


7 上 ,由 (28) 即 得 


A = 0 = ,2 
因此 1dzrpi,i=1,2,…, 黄 ,是 TM 之 基底 ,概括 以 上 所 述 ,我 们 有 
定义 与 定理 8 TrM 之 对 企 空 间 T; M 萄 为 M 在 P 点 的 余 切 空间 , 若 在 M 上 某 个 坐标 人 
域 中 到 局 部 失 标 1 一 1,2,… ,rm , 则 1dah | 是 THM 的 二 个 基底, 从 而 TiM 之 一切 元 ,如 M 
秦 P 点 的 一 切 你 切 外 基 必 可 写 为 


wp = ACP)dzs. (29) 
注 1 当中 变动 时 own 不 一 定 是 某 个 函数 之 微分 , 即 若 不 附加 其 它 条 件 ,4,(P) 不 会 是 某 个 
光滑 函数 9 之 全 部 偏 导数 .所 以 (29) 称 为 微分 形式 而 不 是 微分 . 


注 2 在 局 部 坐标 x 中 ,| 527| 与 1dr 是 ToM 与 TM 之 一 对 对 偶 基 万 
注 3 至 此 我 们 应 该 担 一 下 切 ( 余 切 ) 向 量 究竟 是 协 变 的 还 是 赣 变 的 9 TeM 的 一 个 基底 是 


.5 | 起 我 们 前 面 的 讲法 是 说 5 是 协 变 的 . 但 是 前 面 讲 的 是 X , 它 是 如许 向 量 


grad /的 分 最 , 即 以 1 ，…，en | 为 基底 时 的 储 标 . 现在 的 了 :本身 就 是 一 个 向 量 , 它 是 标 架 


| 二 9， 个 元 . 它 不 是 菜 一 个 向 时 的 举 标 , 它 自己 却 有 坐标 .例如 天 7 竺 (1,0，…， 
0) .TrM 的 任 一 元 X。= 8 3 , 才 是 其 相对 于 标 架 |321，… ,了 | 的 坐标 ,3 是 协 变 的 ,其 从 
标 则 一 定 是 六 变 的 . 这 样 ,X, 才 是 与 从 标 无 关 的 ,无 所 谓 协 变 与 北 变 . 同样 ,T;M 中 的 任 一 元 
= 和 dz' ,1dxz!,… ,dz”| 是 标 架 ,每 一 个 dx' 都 是 一 个 向 量 ,而 且 是 道 变 的 . 这样, 为 了 使 w 成 
为 与 坐标 无 关 的 ,w 对 于 上 述 基底 的 坐标 1X, ,… ,4,, 1 又 一 定 是 协 变 的 . 

最 后 引入 一 个 记号 ,我 们 记 d 包 为 f., 记 Fe7= 广 FF,f ,是 一 个 “ 推 前 "(push forward), 因 
为 把 M 映 成 N,f. 则 把 ToM 映 成 ToN,“ 方 向 "是 一 致 的 .f° 则 是 一 个 “ 拉 回 "(pall hack) , 因 
为 车 下 定义 在 N 上 , 则 F* 定义 在 M 上 ,所 以 "下 把 原来 定义 于 N 上 的 "对 象 "(现在 是 一 个 
函数 ) 拉 回 到 M 上 来 了 .这 样 一 来 (25) 式 就 可 以 写成 

CR,F) = (Xp, f° FY. 
它 是 说 ,或 者 把 M 上 的 切 向 量 X 推荐 到 N 上 成 为 1 XE ToN ,然后 把 它 作用 到 定义 在 N 上 的 
函数 下 上 去 ;或 者 向 量 X; 不 动 而 把 定义 在 N 上 的 用 六 拉 回 到 M 上 ,再 与 X, 作用 . (25) 囊 
明 , 这 两 种 方法 结果 是 一 致 的 . 

用 现在 的 记号 就 发 现 /, 与 /的 关系 恰好 是 互相 对 候 的 . 我们 又 时 常 把 f, 写成 Tef ,于 是 
切 映 射 就 有 了 几 种 记 法 :df(P) ,fF. (PP) 或 了 5f 或 CT7)CP)》， 

3. 切 从 与 余 切 从 ”我 们 多 次 讲 过 ,在 函数 的 微分 的 定义 中 出 现 的 (zx +) ,x 与 4 必须 从 
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概念 上 加 以 区 别 .现在 可 以 解释 为 什么 要 这 样 做 了 . 设 有 微分 流 形 M ,其 维 数 为 n, 令 UCM 是 
其 上 的 一 个 区 域 .对 于 每 一 点 PE D ,都 可 以 作 其 切 空间 TM. 把 它们 并 起 来 ,并 记 所 得 为 
ToM= 如 TM, 称 为 UU 上 的 切 从 (特别 当 上 = M 时 ,我 们 就 记 之 为 TM). 这 个 集合 在 物理 , 力 
学 和 几何 学 中 是 很 有 用 的 , 它 的 元 素 即 “点 "为 (rz ,vw) 其 中 x EU,vE TM ,如 果 用 局 部 坐标 表 
示 即 为 (x1 ,…,z" ;wl ,… ,vw"), 这 里 x 和 w 就 是 分 开 来 的 .在 古典 的 微分 学 中 所 潮 的 A(z + 大 )， 
之 与 这 里 讲 的 U 中 之 点 相应 , 产 则 与 这 里 讲 的 w 相应 .只 是 因为 在 古典 的 微分 学 中 ,xz EU= (4， 
6) ,hE R( 这 里 R 作 为 一 个 集合 即 前 面 的 实数 域 ,作为 一 个 线性 空间 即 R' ,下 面 对 它 们 不 作 区 别 
都 记 为 R&) 面 确实 可 以 作 加 法 .这样 x+ 五 其 实 是 表示 以 上 点 为 原点 作 向 量 刀 , 亦 即 在 x 点 附加 
上 曲线 y= f(x) 过 (zx ,f(x)) 的 切线 ,这 样 就 得 到 曲线 y= F(x) 之 切 从 .在 讲 微分 概念 时 ,要 固 
定 zx 是 因为 限于 在 茶点 的 切 空间 中 讨论 问题 ,用 不 到 切 从 .现在 有 了 微分 流 形 的 切 从 概念 以 后 
才 发 现 (z,wv) 中 x 与 岁 本 来 就 是 泾 油分 明 的 :rE 条, 对 它 可 以 作 微 分 流 形 理论 所 允许 的 各 种 操 
作 , 但 就 是 不 能 作 加 法 ,因为 M 一 般 没有 线性 结构 ;反之 ,uE ThM 一 R" ,在 同一 点 x 的 各 个 不 
同 * 之 间 则 允许 作 线性 运算 ,但 对 不 同 点 的 v 例如 对 (zl ,v1) 和 (xz; ,vw;), 当 TI 天 za 时 vt+ vy 
就 是 没有 意义 的 ,更 不 说 x+ + wv 了 .以 上 的 做 法 就 是 在 M 的 每 一 点 上 附 上 一 个 线性 空间 TEM ; 
当然 也 可 以 附加 T;M 而 得 到 余 切 从 TiM 或 了 M ;甚至 可 以 附 上 其 它 的 什么 ,例如 附 上 一 条 
直线 得 到 线 从 , 附 上 一 个 球 得 到 球 从 ,诸如 此 类 都 是 一 般 所 谓 纤维 从 之 特例 ,这 在 物理 学 与 几何 
学 中 是 极 大 的 进步 ,但 已 远 远 超出 了 本 书 所 可 能 涉及 的 范围 .我 们 只 能 简单 地 提 一 下 .这 类 几何 
对 象 已 经 远 远 地 超过 我 们 的 直觉 .当然 有 一 些 极 简单 的 情况 ,例如 一 条 空间 曲线 M (注意 M 是 
在 R 中 扭曲 的 ,不 是 平 放 在 纸 面 上 的 平面 曲线 ) ,其 在 PP 点 的 切线 一 部 分 在 纸 面 上 方 , 另 一 部 分 
在 纸 面 下 侧 , 本 是 看 不 见 的 , 合 起 来 成 了 一 个 如 贸 刀 为 口 那样 的 些 面 ,这 个 2 维 曲面 就 是 切 从 
TM .图 7~2--5 上 用 虚线 画 的 是 切线 被 曲面 前 一 叶 庶 往 而 看 不 见 的 部 分 . M 称 为 这 个 曲面 的 
消 线 (edge of regression) .这 种 几何 图 形 在 微分 几何 的 曲线 理论 中 会 出 现 ,在 奇 点 理论 中 也 会 出 
现 , 是 切 共 区 何 形象 的 一 个 好 例子 -但 除 此 以 外 还 有 什么 “看 得 见 摸 得 着 ”的 例子 ?至 于 余 切 处 ， 
为 余 切 空间 就 已 经 没 法 用 几何 表示 了 ,更 不 必 说 余 切 队 了 , 然而 几何 直观 又 确实 是 很 有 用 的 ， 
所 以 我 们 不 妨 把 这 些 切 空间 都 画 成 竖 直 的 直线 ,于 是 如 图 7-~2 - S 的 下 方 ,TM 反而 成 了 一 个 
“ 柱 而 "M xR, 这 当然 “很 不 像 "了 ,但 却 比 “看 得 见 摸 得 着 "的 图 形 更 准确 . 因为 例如 S! 的 切 从 ， 
如 果真 要 画 出 来 ,就 是 R* 上 控 出 了 单位 圆 盘 ,但 却 是 由 两 叶 合 

成 的 ,因为 经 过 圆 外 一 点 可 以 向 此 圆 作 两 条 切线 ,所 以 这 一 点 

既 在 Tr, S' 上 ,又 在 Tr, S' 上 .反而 圆周 上 的 点 只 在 一 条 切线 ?pM 


ra 
上 ,所 以 TS' 好 像 是 把 那个 镰刀 尺 口 压 平 了 的 平面 区 域 -就 


Jp 
TS ' 应 为 2 维 流 形 这 点 来 说 ,这 个 图 形 倒 很 真实 ,但 是 说 它 与 Tp 
柱 面 S' xRR 同 构 (这 是 真 的 ), 却 是 看 不 出 来 . 画 成 图 7-2-5 
的 下 图 读者 可 能 会 感到 , TeM 与 M 相 切 于 也 点 没有 画 出 来 ， 
但 是 再 一 想 , 把 微分 流 形 画 在 R? 或 Ri 中 本 来 就 不 一 定 办 得 
到 ,有 图 7-~2~$ 下 图 反倒 很 有 利 .所 以 一 般 书 上 讲 切 从 . 余 切 
从 乃至 一 般 的 纤维 从 总 是 用 它 以 示意 . 

上 面 我 们 说 到 切 从 与 余 切 从 的 概念 在 力学 上 是 很 有 用 的 ， 图 7-2-35 
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实际 上 可 以 说 正 是 力学 和 物理 学 问题 启发 了 这 些 概 念 .例如 讨论 一 个 自由 度 为 x 的 力学 系 ,为 
了 刻画 它 的 状况 ,我 们 损 要 知道 过 系统 在 时 刻 + 的 位 置 , 这 是 由 它 的 个 广义 坐 杯 1(gq! (1)，…， 
gq"(z))1 来 刻画 的 .这 个 集合 通常 是 一 个 n 维 流 形 M 而 不 一 定 是 R" 的 某 个 区 域 .这 是 因为 这 个 
力学 系统 会 受到 某 些 约束 ,例如 被 限制 在 某 一 曲面 上 运动 .为 了 刻画 这 个 系统 ,还 需要 了 解 它 的 


广义 速度 |(g*(t),…,9"(#))| .如 果 加 定 一 点 g, 则 一 切 可 能 的 速度 成 为 T,M ,而 如 果 g 变化 ， 


则 应 该 用 一 个 24 维 空间 中 的 点 (9 ，…，@ ,9'，…,g") 来 刻画 它 .这 些 点 显然 在 M 的 切 从 TM 
内 (但 不 一 定 是 整个 TM ,因为 速度 也 可 能 受到 某 些 约束 ,例如 某 些 守恒 律 的 限制 ) , M 称 为 这 个 
力学 系统 的 构 形 空间 (configuration space) .第 一 节 中 我 们 还 说 过 ,描述 一 个 力学 系统 有 时 应 该 用 
广义 动量 (PCt)，… ,加 (0) .广义 动量 是 一 个 协 变 向 量 而 广义 速度 (9: (1),… ,4"(:)) 是 一 个 首 
变 向 量 . 协 变 向 量 与 逆 变 向 量 的 内 积 是 一 个 标量 .因此 p (1) 成 为 TAM 上 的 线性 泛 函 .所 以 , 广 
义 动量 是 一 个 余 切 向 量 ,而 (q'，…,g"; 记 ,，… ,ps)ET" M. 所 以 ,如 果 我 们 利用 广义 动量 来 讨论 
力学 系统 , 余 切 从 就 成 了 合适 的 框架 . 这 时 ,M 仍 称 为 构 形 空间 , 余 切 从 T*' 3M 则 称 为 相 空间 
(phase space).( 切 外 一 般 不 应 称 为 相 空 间 . ) 经 典 力学 是 这 样 ,量子 力学 也 是 这 样 . 不 过 它 一 般 需 
要 无 限 维 空间 而 更 加 复杂 了 . 
可 见 ,研究 切 然 与 余 切 从 的 几何 结构 ,不 只 在 数学 上 而 且 在 物理 和 力学 上 都 有 重要 的 意义 ， 
下 面 我 们 的 目标 是 证 明 ,它们 都 是 一 类 很 特殊 的 微分 流 形 . 由 子 余 切 从 的 讨论 与 切 从 的 讨论 是 平 
行 的 ,所 以 我 们 只 讨论 声 从 . 
首先 , 切 从 ( 祭 切 从) 是 切 空间 ( 余 切 空间 ) 之 并 ， 
T™ = WTeM, 了 ”MT = ,WT M. (30) 
我 们 称 TM(T” M ) 为 全 空间 EE,M 为 底 空间 (base space). 这 些 从 都 有 一 个 投影 算 子 r， 
niE> M, (zu) ETAMrezE M. 
而 育 空 间 M 上 一 点 P 在 投影 算 子 下 的 原 像 +-'(P) = TM(T; M) 必 同 构 于 RR* , 称 为 五 在 已 点 
处 的 纤维 (fiber) .为 了 证 明 了 是 微分 流 形 , 就 应 构造 出 它 的 坐标 邻 城 也 ,这 个 坐标 邻 域 中 的 坐 
标 映 射 更 , ,以 及 证 明 迁 移 函 数 更 |。 更 -上 是 一 个 微分 同 胚 .所 有 这 一 切 我 们 都 将 从 M 的 坐标 邻 
域 U, ,坐标 映射 p, 以 及 迁移 函数 pg;' 出 发 来 完成 . 
我 们 定义 EE 的 坐标 邻 域 V. 与 坐标 映射 亚 , 如 下 ; 
(1) V.=z'(U,),E 上 的 拓扑 应 该 这 样 定义 ,使 得 x:E->M 是 连续 映射 ,这样 V. 作为 M 
中 开 集 U. 在 连续 映射 下 的 原 像 故 为 中 的 开 集 , 且 
UV,=E. (31) 
(2) 我 们 要 求 Y. 与 U, x R" 为 同 吓 因此 存在 从 标 欧 射 也 :多 (IJ )xReCRex 
R 兰 R" ,而 Y。 中 之 一 点 日 有 局 部 坐标 (z?，… ,zj 各 ，…, 台 ). 实 际 上 ,由 于 = TeM, 故 QQ 
=(z,X),z 是 M 中 某 一 点 ,其 在 g, 中 之 局 部 坐标 为 (x! ，… ,zx"), 而 义 是 z 点 处 的 一 个 切 向 量 
X= -9 
9 


《3) V. 站 We 中 的 迁移 函数 了 。 = 三 。 更 ;1 是 这 样 定义 的 ;对 于 VY 作 Vi 中 同 `- 点 ,有 两 个 
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不 同 的 局 部 坐标 (x, , 5) 与 (zs ,6). 设 这 一 点 在 底 空间 M 上 之 投影 为 P, 则 z, 与 ze 分 别 是 P 
在 (CU, , p。) 与 (Us yp) 下 的 局 部 坐标 ,而 ze= pp (x), -dy (P)X, ,=dps《P) Xr ,所 
以 馈 = (dps"dps')(P)E =dgps (P)E .dpa (P) 当 PP 变 动 时 显然 对 zE Unm Us 是 C“ 的 .于 是 
我 们 得 知 

We = (py dpm )》 
是 V. 到 Vs 中 的 C” 映 射 ,在 订 空 间 上 它 就 是 M 的 迁移 函数 ,在 纤维 上 则 是 一 个 C” 依 赖 于 z 
的 线性 同 构 . 

定义 与 定理 9 设 M 为 一 个 微分 流 形 , 维 数 为 1, 则 TsM( YT;M) 有 如 上 的 微分 流 形 构 
斗 , 维 数 为 2 , 称 为 M 之 切 从 ( 余 切 从 ). 

以 上 构造 TM 与 T” M 时 的 第 二 点 :更 .: Vp, ( U,) x R" 最 值得 注意 . 当然 ,在 每 点 已 处 
都 有 切 空间 TpM( 余 切 空间 TPM) 与 及 " 同 构 , 故 当 了 点 变化 ,各 点 的 TeM 互相 亦 同 构 , 因 而 者 
给 出 一 个 国定 的 R" ,这 些 TrM 一 R" ,而 且 这 个 同 构 关 系 在 局 部 坐标 中 可 以 用 一 非 奇异 矩阵 
4(z) 表 示 . 切 从 的 定义 要 求 A(z) 之 元 是 + 之 光滑 函数 ,否则 就 得 不 出 迁移 函数 之 纤维 部 分 是 
光滑 的 dps. 这样,R" 适用 于 PE U, 时 的 所 有 纤维 TpM 均 与 R" 同 构 而 与 < 无 关 . 这样 p,(U,》 
XRR" 才 有 洛 积 形式 .这 个 情况 习惯 地 说 是 ; 切 从 必 是 局 部 平凡 的 (trivial locally) .那么 可 以 间 , 一 
个 微分 流 形 M 的 切 人 欠 可 否 是 整体 平凡 的 (trivial globally) . 即 整 体 地 同 胚 于 M x R" (整体 平凡 的 
又 称 为 可 平行 化 (parallelizable) 的 )? 不 可 能 ,下 面 是 一 个 简单 而 重要 的 例子 . 

S' 的 切 俱 ,上 而 我 们 说 了 ,直观 地 可 以 认为 是 压 平 了 的 镰刀 曲面 .但 是 车 将 S! 之 每 一 点 的 


切线 (不 妨 规定 按 反 时 针 方 向 取 ) .都 向 上 紧 起 子 ,我 们 把 这 个 操作 称 为 " 坚 起 变换 ” ,很 容易 看 到 


它 是 阿 豚 , 因 面 S: 的 切 从 必然 同 胚 于 “ 竖 起 变换 ”的 结果 , 即 一 个 圆柱 ; TS1 宕 SI xR, 央 此 TS' 
是 整体 平凡 的 .但 是 如 果 稍 作 一 点 变动 就 发 现 情况 大 相 径 庭 了 ,我们 在 S! 上 取 一 点 卫 , 作 一 个 
坚 起 的 切线 ( 见 图 7-2- 5 下 图 ), 为 简单 起 见 在 其 上 取 一 个 有 限 长 线段 且 以 P 为 中 心 .现在 让 


卫 依 反 时 针 方 向 绕 S' 送 动 而 且 一 面 运 动 一 面向 外 侧 倾 倒 ,运动 到 角度 为 4 时 ,要 求 向 外 倾倒 交 . 


〈 其 实在 舞 申 表演 中 常 看 见 这 样 的 动作 . ) 这 样 当 PP 点 回 到 原 处 后 ,这 个 线段 (这 个 演员 ) 就 会 从 
好 翻 过 来 了 , 头 朝 地 脚 朝天 ,成 为 一 个 默 比 乌 斯 带 .所 以 默 比 乌 斯 带 可 以 看 成 一 个 线 估 .但 是 它 沁 
不 可 能 与 TS! 同 胚 ,因此 不 会 是 整体 平凡 的 . 例如 , TS…“ 拦 腰 切 断 "将 会 成 为 两 个 分 离 的 圆柱 ， 
而 把 默 比 乌 斯 带 沿 S 剪 开 一 一 也 就 是 “拦腰 切断 "一 将 成 为 两 个 套 在 一 起 的 默 比 乌 斯 带 . 读 
者 自己 可 以 试 一 下 ,可 是 ,这 样 的 区 别 不 是 一 个 小 游戏 ,在 物理 问题 中 它 可 能 反映 一 些 根本 的 性 
质 上 的 区 别 . 由 此 可 见 , 切 从 和 余 切 从 内 容 非 常 丰富 - 

最 后 我 们 再 介绍 一 个 向 量 从 (包括 切 从 与 余 急 从 ) 的 光滑 切口 (cross-section) 的 概念 . 这 就 是 
由 M 到 EE 中 的 一 个 光滑 映射 4, 而 且 x*o=id;M 一 M. 对 于 切 从 ,例如 在 一 个 坐标 邻 域 U 内 ， 


光滑 切口 必 可 表 为 Xz)=&(w)3, 这 里 etz) 是 U 上 的 C” 函数 .这 个 切口 称 为 U 上 的 


一 个 向 草场 .同样 ,了 M 的 切口 是 w(x)=4,(x)dr' ,hi(z) 是 光滑 的 , 它 称 为 UU 上 的 一 个 微分 
形式 .注意 ,它们 都 是 局 部 切口 .一 个 向 量 从 是 否 有 整体 切口 存在 ,是 一 个 问题 .又 ,有 时 我 们 把 底 
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空间 M 看 成 是 下 的 零 切 口 . 

4. 混入 、 帐 入 、 省 没 和 子 流 形 ”微分 流 形 的 子 流 形 当然 是 一 个 重要 概念 其实, 所 有 的 微分 
流 形 都 可 以 看 成 是 某 一 个 高 维 欧 氏 空间 R” 的 子 流 形 , 只 不 过 因为 这 样 做 等 于 对 每 个 微分 流 形 
都 规定 要 放 在 一 个 包含 空间 中 去 研究 ,而 包含 空间 的 概念 是 不 必要 前 .而 且 , 一 旦 把 微分 流 形 M 
放 在 R” 中 去 ,R” 自己 就 有 一 个 标准 的 微分 结构 ,这 个 微分 结构 又 与 M 的 微分 结构 有 什么 关系 
呢 ? 但 不 论 如 何 , 子 流 形 的 概念 总 是 极其 重要 的 ,而 且 其 关键 间 题 就 在 于 如 上 所 述 的 两 种 微分 结 
构 的 关系 .所 以 我 们 应 该 从 一 个 明确 无 误 的 定义 开始 . 

定义 6 设 M 是 一 n 维 微分 流 形 ,NCM 称 为 M 的 一 个 4(k<<n) 维 子 流 形 , 是 指 对 每 一 点 
PEN 都 有 一 个 在 必 中 的 稚 标 邻 城 (U ,9) 使 得 

(epCNMD)=R Ng( OD); 

(2) (NN U, glwnv) 是 卫 在 N 中 的 坐标 令 域 和 坐标 映射 . 

法 1 很 容易 证 明 ,| Nm U,p|wnuj 是 NN 的 一 个 图 册 , 所 以 N 本 身 也 成 为 一 个 微分 流 形 ， 
而 其 微分 结构 县 由 M 的 微分 结构 诱导 来 的 . 

注 2 我 们 又 时 常 定义 一 个 映射 一 一 包含 映射 (inclusionji :NM,P(E N)rrP(EAM) ,于 
是 子 流 形 N 又 可 看 成 是 包含 映射 的 像 :N = i( 六 ). 于 是 子 流 形 的 定义 又 可 以 这 样 来 看 ;首先 我 
们 已 有 了 一 个 维 微分 流 形 N ,作为 一 个 集合 , 它 是 M 的 子 集 . 因此 可 以 认为 i(N)= N. 如 果 
i( 和 N) 是 如 定义 中 说 的 M 的 子 流 形 , 则 M 在 i(N) 上 诱导 出 一 个 微分 结构 ,所 以 ,一 方 而 N 与 
i( 入) 是 一 一 对 应 的 ,但 是 二 者 的 关系 又 不 止 于 此 ,N 和 i(NN) 还 有 相同 的 微分 结构 :N 本 身 自己 
已 有 一 个 微分 结构 ,i(N) 则 从 M 中 继承 了 一 个 诱导 的 微分 结构 ,二 者 应 该 相同 . 所 以 ,N 与 
i( N) 是 微分 同 胚 的 (当然 也 是 同 胚 的 ) .这 样 把 N 与 i( NN) 分 开 的 好 处 在 于 下 面 我 们 将 不 必 有 限制 
于 而 对 某 一 可 微 映射 把 NN 与 A(N) 比 照 起 来 研究 . 

十 述 关于 子 流 形 的 定义 明 然 在 几何 上 是 十 分 清楚 自然 的 ,用 起 来 并 不 方便 ,因为 它 要 求 去 寻 
找 适当 的 坐标 邻 域 和 坐标 映射 (UU, g) .解决 这 个 困难 的 基本 工具 是 反 画 数 定理 . 

第 三 章 $5 中 我 们 讲 了 局 部 的 反 函 数 定理 , 即 其 中 的 定理 1 ,我 们 把 它 重新 叙述 于 下 ， 

设 UCR" 是 一 开 集 ,f: U 一 R" 是 一 个 光滑 映射 , 目 0€ U,f(0) =0， 车 (77)《0) 是 非 退 化 
的 , 则 / 必 是 z=0 在 口中 的 某 个 邻 域 到 /C0) 在 R" 中 的 某 个 邻 域 的 微分 同 是 ， 

我 们 先 把 它 用 子 微分 流 形 的 情况 , 子 是 把 品 改 成 某 个 n 维 微分 流 形 M ,可 微 映射 F: M 一 
入 ,PEM,fA(P) = QE N,N 是 另 一 个 同 维 数 的 微分 流 形 ,而 Tpf 是 非 返 化 的 . 这 时 很 容易 证 
明 ,f 在 P 附近 是 局 部 的 微分 问 胚 .这 个 证 明 是 很 容易 的 :只 需 取 M 与 N 在 P 与 Q 附近 的 坐标 
邻 域 (U, gpg) 与 (V,y) ,并 用 /之 坐标 表示 y* f* p ' 作 为 反 函 数 定理 中 的 了 用 p(U)CR" 作为 
其 中 的 局 ,并 以 py( Q) =0 的 邻 域 R" 作为 其 中 的 /0) 之 邻 域 即 可 .(TF)(0) 之 非 退 化 性 现在 就 
是 yf*p 在 0 处 的 雅 可 比 行列 式 不 为 0. 

这 个 定理 对 于 M 与 N 之 维 数 不 相 同 :dim M= m,dim N =n(m 关 ) 的 情况 也 有 推广 ,这 
就 是 第 三 章 §5 的 定理 2 与 定理 3. 我 们 很 容易 地 把 它们 用 子 微分 流 形 的 情况 ,并 分 别称 之 为 当 
人 (immersion) 定 理 与 浸没 (submersion) 定 理 . 下面 我 们 直接 对 微分 流 形 M 与 NN 的 可 微 竖 射 了 写 
出 它们 而 不 加 证 明 . 先 给 出 两 个 定义 ,其 中 用 到 M,N ,P,Q 等 等 都 已 如 上 述 . 

定义 7 当 mm<n 虹 蓝 To7sToM-- TeN 基 二 个 单身 ,就 说 和 在 已 点 隐 近 是 个 温和 关 
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/在 M 之 每 一 点 附近 均 为 混 人 ,就 说 f: M 一 N 是 一 个 漫 人 ， 
”在 通常 的 书 上 ,常用 条 件 避 <<, 其 实 当 w= 时 ,和 由 于 Tor 是 一 个 方 阵 ,而 一 个 方 阵 是 音 
射 与 它 是 一 个 一 一 映射 是 一 样 的 .但 有 一 点 要 说 明 : 按 第 三 章 §5 的 定理 2 的 说 法 ,定义 了 应 改 
为 “Tbpf 当 P 在 某 点 附近 时 为 单 射 ”, 为 什么 这 里 只 说 在 王 点 为 单 射 ? 用 局 部 坐标 表示 最 容易 说 
明 这 一 点 .现在 Tpf 是 一 个 n xX m 矩阵 ,和 而 单 射 条 件 , 即 此 矩阵 之 秩 为 m ,于 是 有 一 个 m 阶 子 行 
列 武 不 为 0. 介 是 这 个 矩阵 之 元 为 光滑 函数 ,所 以 其 子 行列 式 为 连续 赣 数 ,只 要 在 P 点 不 为 0, 则 
在 已 点 附近 也 不 为 0. 又 由 于 现在 m 是 最 大 秩 ,此 敌阵 之 秩 不 会 大 于 m ,所 以 一 且 有 一 个 m 阶 
子 行列 式 在 P 点 不 为 0, 则 它 在 P 附近 之 秩 均 为 m. 这 就 是 在 定义 中 只 说 Tpf 在 P 点 为 单 射 的 
理由 -下 面 讲 满 射 时 也 有 相 类 似 的 情况 .在 那里 我 们 就 不 再 提醒 这 一 点 了 . 
定理 10( 局 部 漫 入 定理 ) 设 /:M~ 六 在 PE M 处 是 一 单 射 ,这 里 m = dim M<n= dim 
NN, 册 收 认 在 了 与 /(P) 一 的 你 二 中 的 局 部 代 妹 = 与 y ,使 可 以 二 为 
fz!") = (rl, 0.0,0). (32) 
《32) 右 方 有 了 时 称 为 一 个 典 则 浸入 (canonical immersion) : 它 把 R" 混入 在 R"(n> m) 时 ,而 
把 R” 中 的 一 点 (z ,… ,zx”) 变 成 "中 (zt,…,w” ;0,…,0), 正 如 把 Ri 看 成 (=,y) 平 面 Rz 中 
的 x 连 那 样 . 
漫 人 必然 是 M 与 F(M) 的 局 部 的 微分 间 胚 . 这 使 我 们 设想 ,M 在 N 中 的 淄 人 像 f(M)CN 
应 该 局 部 地 是 NN 的 子 流 形 .一 个 特别 明显 的 例子 是 曲线 .车 y= A(z) 是 一 条 光滑 曲线 , 它 必 可 看 
作 是 由 了 到 RR 的 浸 和 人像, 这 个 浸 人 可 以 写 为 


T=t y= f(t, 1E€E (a,b). 
M 是 R 上 的 开 区 间 (a,6),N 则 是 R*. 这 个 映射 的 切 映射 是 
i> (x (1), fF (0)). 
它 自 然 是 单 射 ,因为 z“(:) 二 1. 稍 加 推广 可 以 类 似 地 讨论 更 高 维 的 几何 图 形 如 曲面 等 等 .但 是 ， 


浸 人 像 并 不 一 定 整体 是 子 流 形 .首先 , (2M) 可 能 是 自 交 的 .例如 图 
7 一 2 一 6 所 示 确 实 是 一 个 淄 人 .因为 局 部 地 看 来 ,( Ai , B,) 被 映 人 


曲线 上 的 上 行 弧 段 4B ,而 把 P, 映 到 Q, 这 是 一 个 微分 同 且 ,同样 出 


《CD:) 与 下 行 弧 段 CD 也 可 以 互相 微分 同 胚 .但 是 fCR) 显然 不 9 
是 R? 的 子 流 形 , 即 令 /(M) 不 自 交 而 与 M 可 以 是 一 对 一 的 , 它 也 


不 一 定 是 子 流 形 .y = sin 上 , 陕 M = (0,+ %) 到 民 就 是 一 个 例 


子 .如 果 考 虑 曲面 和 其 它 更 高 维 的 情况 就 更 复杂 了 .但 是 因为 至 少 站 启 言 一 训 全 冶 
局 部 地 看 来 , 浸 人 像 是 子 流 形 ,所 以 有 时 也 称 AM ) 为 浸 人 子 流 形 
(immersed submanifold) .为 了 使 f( 3M) 成 为 如 定义 6 那样 的 子 流 7-2-5 
形 ,就 需要 对 /再 加 限制 ,例如 要 求 了 是 贼人 映射 (embedding) : 
定义 8 车 M,N 是 两 个 微分 流 形 而 dim M = mm < dim N = nsj:M-~N 是 可 微 映射 ,如 果 
(1) 了 在 M 之 各 点 上 均 为 温 人 ; 
(2) M 铬 J(M) 之 网 有 一 对 一 关系 : 
(3) M 与 赋 真 N 之 订 导 微分 结构 的 /(M) 微 分 同 压 ; 
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由 / 称 为 一 个 人 

嵌 人 像 当然 是 一 个 子 流 形 . 这 类 放流 形 称 为 绕 人 子 流 形 (embedded submanifold). 

本 节 中 一 再 提 到 一 个 抽象 的 上 维 微分 流 形 不 一 定 能 在 R…: 中 实现 ,例如 黎 曼 曲面 就 是 这 
样 .实际 上 ,上 患 特 尼 (H. Whitney) 证 明了 下 面 的 定理 . 

惠 特 尼 嵌 入 和 涟 入 定理 必 维 微分 流 形 必 可 嵌入 在 R™"' 中 而 成 为 其 赔 人 子 流 形 ; 或 者 混入 
在 Re 中 面 成 为 当代 流 形 . 

读者 会 问 ,一 个 淄 人 在 什么 条 件 下 成 为 谨 人 ? 对 这 一 类 问题 我 们 不 说 了 . 

上 面 我 们 讲 了 一 种 定义 于 流 形 的 方法 , 即 用 一 个 低 维 流 形 向 高 维 流 形 作 了 映射 ,并 且 看 映射 的 
像 是 否 子 流 形 .但 是 还 有 另 一 个 方法 , 即 考虑 一 个 高 维 流 形 向 低 维 流 形 的 觅 射 , 并 是 考虑 低 维 流 
形 的 某 一 点 在 此 映射 下 的 原 像 , 看 它 是 否 高 维 流 形 的 子 波形, 前 一 个 方法 以 浸 人 概念 为 基础 ,后 
一 个 方法 则 以 浸没 (snbmersion) 概念 为 基础 .所 以 我 们 首先 给 出 浸没 概念 的 定义 ， 

定义 9 设 f;M>N 是 两 个 微分 流 形 之 间 的 可 微 映射 ,dim M=m>dim N=n,PEM, 
fA(P)= QEN, 著 ToM 为 一 满 射 就 说 在 已 点 为 一 个 浸没 (submersion) ' 著 /在 MM 之 每 一 点 均 
为 浸没 就 说 在 M 上 为 一 浸没 . 

这 里 我 们 有 

定理 11( 局 部 温 没 定理 ) 设 上 述 f;M 一 N 为 一 浸没 ,f() = 晶 , 则 必 存 在 的 邻 域 U 中 的 
局 雪村 (x',…,z") 以 及 Q 在 中 的 名 培 V 中 的 局 部 驮 标 (yy ) ,使 和 这 外 标 系 下 .也 
身 六 可 台 为 


y= f(z) = r(x,") = (rl, ), {33) 
这 里 x:R" 例 R" xR" "一 R" 是 映 R" 为 坐标 的 前 x 个 分 量 (z'，…,z")ER" 的 投影 遇 射 . 这 个 
投影 映射 也 称 为 一 个 典 则 浸没 (canonical submersion ) , 
这 个 定理 就 是 第 三 章 $5 的 定理 3 投影 定理 .利用 它 可 以 得 到 子 流 形 的 一 个 判 据 , 但 在 这 以 
前 我 们 先 引 进 一 个 概念 . 
定义 10 设 /:M-"N 是 微分 流 形 M 到 NN 的 可 微 爱 射 .dim M = m ,dmN =n.PEM,Q 
EN 


为 /之 临界 点 (或 鞭 奇 虚 ) ,友之 称 为 /之 正则 点 . 

(2) 车 已 次 /之 痢 加点, 划 称 f(P) 为 的 临 办 值 ,车 广 :(Q ) 中 二 切 点 雹 为 正 刚 点 , 则 称 Q 
六 之 正则 人 

这 样 ,车 对 一 切 PE 广 '(Q),Trf 是 浸没 , 则 Q 是 正则 值 .有 了 这 样 一 个 杭 念 ,我 们 要 把 隐 
函数 定理 (第 三 章 $ 5 定理 4) 稍微 改动 一下 ; 

对 f,M,N 仍 任 如 上 的 解释 . 

隐 函 数 夺 在 定理 令 m>, 著 QE 7(M) 县 了 的 正则 信 , 则 广 :(Q) 是 -个 稚 分 波形 ,其 
分 结构 是 由 M 的 微分 结构 诱导 而 来 ,而 且 dim /-'(Q) wm 一 2 ;或 者 说 x 是 广 !(Q ) 的 余 维 数 ， 

其 实证 明 是 很 简单 的 ,我 们 不 妨 设 P,Q 在 菜 局 部 坐标 中 均 为 原点 ,第 三 意 的 定理 是 说 
7 (@) 中 有 某 一 点 P( 也 设 它 为 原点 ), 使 Thy 之 秩 为 (但 设 源 空间 的 维 数 为 内 + ,所 以 自然 
有 加 + >), 这 时 Tpf 自然 是 满 射 ,而 在 P 附近 , 按 局 部 温 没 定理 ,六 可 以 写 为 


FRI ,1 ) = 7 = 1,2,.,m. 
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如 果 我 们 再 取 一 个 新 的 局 部 坐标 


z= f(x}- rT, 了 = 1,2,.,.m, 
2™! = x j= 1,2,,n, 
则 /7'(0) 在 附近 就 成 为 R"; 
R zz =0, j=1.2,,m 


现在 M 中 的 微分 结构 是 R"“" .而 广 "(0) 在 PP 附近 的 微分 结构 是 R" , 它 自然 是 由 R…" 诱 导 而 
来 .所 以 是 子 流 形 结构 .所 以 ,第 三 章 中 的 隐 函 数 定理 遂 用 于 广 :(Q) 之 一 点 附近 .用 现在 的 提 
法 ,使 用 正则 值 的 概念 .这 个 证 明 适 用 子 产 !(Q) 中 的 一 切 点 .又 因 1(Q)CM., 令 i 为 包含 映 
射 ,并 L 广 (Q)]= 产 (Q) ,所 以 子 流 形 的 一 切 要 求 广 !(Q ) 均 可 适合 ,这样 就 有 关于 子 流 形 的 一 
个 最 常用 的 判 据 : 

定理 12( 原 像 定 理 ) 车 QQ 为 f:MN 之 正则 值 , 则 f-'{QQ) 为 一 个 维 数 为 mp- 的 子 流 


形 . 
这 个 定理 与 我 们 所 热 秋 的 称 子 流 形 为 以 下 方程 组 之 解 
fi) 0 
相 一 致 .这 里 要 求 这 些 方程 是 “独立 的 ” 了 


大 秩 ”. 

现在 把 这 个 定理 用 于 上 面 一 个 没有 解决 的 问题 : O(n) 是 不 是 一 个 微分 流 形 ? 设 A 为 一 
阶 方 阵 ,所 谓 AE O(n) 即 A 应 适合 A.A = 了,'A 是 A 的 转 置 秆 阵 ,但 不 论 A 是 否 正 交 短 阵 ， 
"4A" 和 A 总 是 对 称 方 阵 , 记 一 切 x 芥 对 称 方 隆之 集 为 S{n) ,我 们 已 说 过 ,一 个 n 阶 方 阵 可 以 看 成 
R” 中 的 一 个 点 ,其 各 元 素 即 为 此 点 之 坐标 . S(n) 子 是 也 可 看 成 Ri , 子 是 O(n) 就 是 以 下 


方程 在 R” 中 的 解 集合 : 
f(A4)="A.A=I. (34) 
我 们 视 上 为 R 到 S(n) 宇 Rj”? 的 映射 ,或 者 
Ol#) = f(D). 
现在 以 R" 为 M,S(n) 为 N ,我 们 需要 证 明 的 就 只 是 了 为 / 的 正则 值 .注意 到 Re 与 S(n) 都 是 
R' 形 的 微分 流 形 ,所 以 TrR” 兰 R" ,TaS(n) = S{n), 所 以 只 要 证 明 /之 切 映射 在 广 :(7 ) 为 满 
射 即 可 .但 由 切 映 射 之 局 部 坐标 形式 ,并 且 注 意 到 一 个 矩阵 的 元 素 即 是 其 各 个 坐标 分 量 ,我 们 通 
过 计算 ALz+ A) - f(z) 来 求 出 df, 这 里 工 = 及, 不 过 应 与 x 同 维 数 ,所 以 我 们 令 z= Ash 一 
日 都 是 ?” 阶 方 阵 ,计算 df 时 应 略 去 阶 数 为 1 以 上 的 量 ,现在 则 略 去 含 B 之 元 素平 方 的 景 , 这 样 
得 到 
f(A+B)- FA)-CA+B)A+B) -A-.A 
=‘A.: B+‘BA +'BB, 

略 去 最 后 一 项 即 得 

daf .日 ='4 有 +B-A. {35) 


扬 以 为 了 证 明 df:R”( 兰 TAR )-S(n)(= Trw S(n)) 为 满 射 ,只 需 证 明 对 任意 DE S(n)， 


$3 多 重 线性 代数 介绍 469 


一 定 可 以 找到 了 ER” 使 
+ 有 .4= 了， (36) 
因为 DE S(m),DD='D, 所 以 上 式 右 方 可 写 为 晴 + 了 而 我 们 来 解 


1 


A.B=7D. 


因为 A 适合 '4 ,4 = 了 所 以 'A 非 奇 异 , 故 由 上 式 


日 = 二 (A)'D. (37) 
但 这 个 B 必 适合 
和 
B=JD:A 
故 
， 1 _D 
BA4= 于 D= 避 
而 (37) 给 出 的 B 即 适 合 (36) ,所 以 df 在 f-'(1) 上 是 满 射 .应 用 原 像 定理 即 知 O(n) 是 一 个 


一 主 n(n+1)= 二 n(n -1) 维 微分 流 形 . 
这 个 微分 流 形 由 两 个 连通 分 支 组 成 .其 中 一 个 是 SO(%), 另 一 个 之 元 行列 式 为 1. 
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向 量 从 的 结构 是 非常 丰富 的 ,以 微分 流 形 每 一 点 切 空间 与 余 切 空间 为 基础 ,可 以 建立 许多 非 
常 重要 的 数学 对 象 , 其 中 用 得 最 多 的 是 张 量 和 多 重 向 量 . 我 们 需要 从 这 些 对 象 的 代数 结构 上 来 观 
察 它 们 ， 这 就 是 多 重 线性 代数 .本 节 中 我 们 介绍 它 的 两 个 最 重要 的 部 分 一 一 张 量 代 数 与 外 代数 . 

1. 张 量 代 数 “$1 中 我 们 已 经 通过 一 些 实例 介绍 了 什么 是 张 量 . 在 那里 我 们 是 在 空间 的 某 
个 区 域 中 讨论 一 般 的 坐标 变换 .例如 y= 》(z). 但 是 在 微分 学 中 我 们 已 指出 了 这 种 一 般 的 非 线 
性 变换 局部 地 可 以 看 成 是 线性 空间 中 的 线性 变换 .$2 中 就 指出 ,可 以 在 一 点 P 的 切 空间 TpM 
上 用 切 变换 来 代 将 它 , 所 以 应 该 先 在 线性 空间 框架 中 彻底 地 研究 它们 .所 以 又 引信 了 TR 上 的 
线性 变换 .其实 我 们 已 经 初步 地 这 样 做 了 ,我 们 的 处 理 方式 是 通过 张 量 的 分 量 来 了 解 张 量 :在 每 
一 个 坐标 系 下 指定 一 组 * 个 实数 ,并 要 求 在 不 局 坐标 系 下 的 相应 的 a 实数 组 有 适当 的 关系 ， 
即 是 说 不 同 坐 标 系 下 的 分 量 适 合 相当 的 变换 关系 . 这 样 的 讲法 当然 有 很 大 的 好 处 ,例如 便于 计 
算 . 但 即使 对 最 简单 的 张 量 一 一 即 向 量 , 这 种 讲法 与 通常 微 积分 教材 中 对 向 量 的 处 理 就 有 一 些 区 
刘 . 我 们 不 妨 再 一 次 概括 一 下 这 种 讲法 .向 量 , 亦 即 一 阶 张 量 我 们 分 成 两 大 类 ,第 一 类 就 是 适合 线 
人 性 空间 的 运算 法 则 的 对 条 称 为 向 基 , 这 些 运算 法 则 的 几何 合意 十 分 清楚 , 即 平行 四 边 形 法 则 ,第 
二 类 向 量 就 是 前 一 类 向 基 的 线性 函数 ,或 在 用 第 六 章 的 语言 米 说 就 是 其 线性 泛 函 .但 是 线性 泛 十 
也 是 线性 运算 的 对 象 ,所 以 也 是 向 量 .不 过 它 所 组 成 的 线性 空间 与 第 一 类 向 量 组 成 的 空间 V 衬 
TR" 不 同 ,我 们 称 它 为 V 之 对 偶 空 间 , 记 作 V' 之 (TR')" .这 类 向 量 却 缺 少 那么 丰富 的 直观 
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背景 ,而 且 因 为 线性 代数 理论 告诉 我 们 ,( TR")' 与 TR" 间 构 ,那么 二 者 之 间 的 区 别 何 在 呢 ? 为 
了 和 弄 清 这 个 问题 就 发 现 当 把 向 量 用 分 量 来 表示 时 就 很 明白 了 . 从 币 卡 儿 建 立 解析 几何 起 我 们 就 
明白 了 ,坐标 系 是 研究 几何 对 象 的 好 方法 .所 以 在 研究 向 量 时 ,我 们 首先 在 TR* 中 取 一 个 基底 ， 
也 叫做 取 一 个 标 架 . 所 谓 基底 就 是 x 个 线性 无 关 的 向 量 e;€ TR" ,我 们 记 为 1e,,… ,e,! ,于 是 有 
了 任 一 向 量 xE TR" ,一 定 有 x 个 实数 w'E TR 使 w= we ,这 ”个 实数 就 叫做 对 上 述 基底 的 
坐标 或 分 量 ,我 们 用 (zx ,…,w" ) 表 示 . 现在 我 们 作 一 个 规定 ,凡是 基底 一 定 用 花 揪 身 |…} 表示 ， 
所 以 1…| 内 的 对 象 都 是 向 量 ,凡是 坐标 一 定 用 圆 括 号 (…) 表 示 , 其 中 的 对 象 一 定 是 数 .我 们 在 $1 
中 讲 向 量 时 是 用 的 与 坐标 无关 的 处 理 方法 .所 以 要 讨论 在 标 架 变换 下 ,坐标 如 何 变换 . 如果 旧 标 
架 是 |e, ,… ,e, | ,新 标 架 是 | f,,…, f,1, 而 有 

f= ee (1) 


或 者 写成 

{f= Alel. 
4=(e), 而 (1) 是 对 上 标 求 和 . 同一 个 向 量 x 如 在 不 同 的 标 架 下 有 不 同 的 坐标 Cw! ，…,w" ) 与 
《vv ), 则 应 有 


将 (1) 代 人 上 式 即 得 
Ww = (2) 
或 
(wv) = (CA). 
在 和 1 中 我 们 说 (1) 与 (2) 是 互相 逆 步 的 ,所 以 标 架 的 变换 与 坐标 的 变换 是 互相 逆 步 的 . 这 是 一 个 
基本 的 事实 . 
现在 转 到 对 偶 空 间 ,如 果 原 空间 Y 的 标 架 为 1e| ,后 来 变 成 了 | 7| ,其 对 依 空 间 V' 之 元 ,如 
林 后 来 是 io1 而 原来 是 {w| , 则 应 有 
《ove) = (o,f) 
这 里 。,f;w,o 都 是 向 量 而 不 是 实数 . 以 (1) 代 人 上 式 ,并 用 转 置 征 阵 处 理 有 
(oA f= CA wf) = C0,f) 
因此 
og=A ww. (3) 
它 与 (1) 互 相 逆 步 ,而 与 (2) 相 一 致 ,V' 中 的 元 应 该 用 [w= wr，…, wr | 或 fo| = je， 来 
表示 ,如 果 同 一 个 u" E V' 表示 为 


又 容易 得 到 

p= a (= AOD). (4) 
它 与 (1) 一 致 而 与 (2) 逆 步 , § 1 中 我 们 给 出 了 近 变 向 量 与 协 变 向 量 的 概念 .其 实 是 道 变 还 是 协 变 
要 看 对 谁 而 言 .如 果 以 Y 中 标 架 变换 公式 (1) 为 准 , 凡 与 它 一 致 的 就 称 为 协 变 ,与 它 道 步 的 就 称 
为 逆 变 , 则 以 上 所 述 可 以 列 成 一 个 表 
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原 室 间 了 对 偶 空 间 V” 
标 架 (1) 基准 (3) 与 (1) 道 步 
坐标 《2) 逆 变 坐标 {4} 与 (1) 一 致 , 协 变 坐 标 


我 们 还 有 一 个 非常 方便 的 记号 : 凡 用 上 标 表示 的 均 与 (1) 道 步 地 变换 , 凡 用 下 标 表 示 的 均 与 (1) 一 
致 地 变换 . 

我 们 现在 希望 对 张 量 也 能 这 样 地 作 与 坐标 无 关 的 处 理 .这 样 做 的 好 处 是 可 以 对 线性 代数 与 
解析 几何 的 一 些 根本 问题 有 更 进一步 的 理解 .而且 因 为 张 量 不 再 如 向 量 那么 直观 , 作 抽 象 的 处 理 
反而 更 容易 . 

81 中 我 们 举 了 两 类 张 基 的 例子 .一 类 是 例如 向 量 积 , 角 动 量 , 另 一 类 如 歼 曼 度量 .严格 地 说 
第 一 类 还 不 是 一 般 的 张 量 ,而 是 所 谓 p 向 量 , 亦 即 外 积 , 正 是 我 们 下 面 要 讲 的 . 所 以 现在 我 们 从 
黎 姻 度量 

ds” = g,dr'dz! (5) 
开始 . $ 1 中 我 们 已 经 说 壕 了 {g, ) 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 ,dzx* 则 是 一 个 一 阶 逆 变 张 量 , 但 是 最 好 
我 们 把 (5) 式 右 方 的 dx' ,dz 分 开 来 看 ,认为 它们 是 独立 的 ,类 似 的 情况 我 们 在 第 三 章 中 也 就 看 
过 . 那 丘 我 们 在 讲 高 阶 微分 时 曾 问 过 ,如 果 在 讲 一 阶 微分 &f = Ak 时 ,我 们 用 大 表示 切 向 量 ,再 
求 第 二 次 微分 时 应 看 到 A 其 实 依赖 于 xz, 所 以 d(df)=dA*h= Bh.h.B 在 局 部 坐标 下 是 了 (x) 


的 二 阶 仿 导数 所 成 短 阵 3 大;】 即时 守 知 阵 (Hessian marrix) .下 标 0 家 示 在 菜 一 点 x 计算 


它 . 可 是 为 什么 计算 dA = Bh 中 要 用 相同 的 上 呢 ? 其 实 应 该 用 .k 并 不 是 本 质 上 与 不 同 ,二 
者 同 为 任意 的 切 向 量 , 只 不 过 要 强调 与 h 的 独立 性 而 已 .所 以 二 阶 微分 可 以 看 成 是 


(2 ) = (Bi (6) 


邑 也 作用 于 两 个 互相 独立 的 切 向 景 天 各 万 .我 们 这 里 采用 了 与 向 量 的 内 积 相似 的 记号 ,因为 它们 
实在 是 相似 的 :一 阶 微分 是 A 与 的 内 积 df= (A,h), 对 是 线性 的 ,二 阶 微分 是 昌 与 A 和 4 
的 “内 积 "(B;h,&). 它 对 五 与 & 分 别 是 线性 的 ,所 以 称 为 双 线 性 形式 .不 同 之 处 旭 在 于 A 是 协 变 
向 量 ,B 却 不 是 二 阶 协 变 张 量 一 一 这 当然 有 深刻 的 原因 , 即 曲率 问题 .现在 加 到 徐 曙 度量. 在 一 
些 很 老 的 历史 文献 中 ,都 是 把 dz 与 dx! 分 开 来 的 ,前 者 记 为 dz ,后 者 记 为 sx, 而 有 
dr 
现代 的 文献 中 当然 已 不 再 这 样 写 ,但 是 老 记号 给 了 我 们 一 个 启发 :怎样 来 认识 张 是 (8，)? 它 是 
由 dx’ 和 8z (它们 都 在 空间 Y 中 ,现在 Y = TbM, 所 以 它们 是 切 向 量 而 dz' ,8x' 是 一 些 数 ,是 
切 向 量 的 送 变 坐 标 . ) 到 R 的 映射 ,因为 dz 与 5 是 互 为 独立 的 ,所 以 ds* 是 由 乘积 空间 Vx V 
(= TWM x TpM) 到 R 的 映射 .这 个 映射 是 多 重 线 性 (multilinear) 的 . 所 谓 一 个 映射 
T:VXV=R, (uv) rr Tu,v) 
为 多 重 线性 的 , 即 指 , 当 或 者 固定 时 ,我 们 得 到 对 另 一 个 变 元 的 线性 映射 , 即 
Tm + Aw250) = A Tw 0) + A Tu 50), 


Tuspvt pav2) = pa T(u, 0) + pT(u, vs) (7) 
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这 样 我 们 就 给 出 
定义 1 一 个 由 VXV 到 RR 的 双 线 性 (bilineat) 映 射 : 
T:VxV—R (8) 
称 为 三 阶 协 变 张 量 (或 (0,2) 型 张 量 >. 所 有 二 阶 协 双 素 量 形 成 一 个 线 作 密 则 , 记 作 92(V). 
定义 中 指出 932( VV) 是 一 个 线性 空间 ,其 实 这 是 有 待 证 明 的 ,内 不 过 因为 它 是 如 此 明显 ,所 以 
我 们 未 加 证 明 而 在 定义 中 直接 指出 这 一 点 .于 是 要 问 ,dim9 3(V)=? 我 们 可 以 证 明 dim93CV) 
= 到 ,而 且 具 体 地 找 出 x? 个 线性 无 关 的 二 阶 协 变 张 量 .为 此 目的 ,我 们 还 要 再 引信 两 个 向 量 的 
张 量 积 . 设 ,cE Y” ,我 们 可 以 定义 其 张 量 积 为 一 个 一 阶 协 变 张 量 如 下 : 任 取 ,wyV, 我 们 定 
文 
(oa 加 of(zo) = afu) olv). (9) 
很 明显 它 是 Vx V 到 了 的 双 线 性 上 映射: 
定义 2 双 线 性 映射 (9) 称 为 w 与 = 之 张 量 积 , 记 作 "@v. 
现在 我 们 就 很 容易 找 出 52(V) 的 一 个 基底 了 . 令 jw!，…,w"| 为 了 "的 一 个 基底 ,我们 要 证 
肖 |e 四 w 4,i,j 一 1,…,n, 就 符合 要 求 ,为 此 证 明 它们 是 线性 无 关 的 . 设 Co 加 ww =0, 令 
je 为 lo ,… ,ww | 之 对 偶 基 底 , 取 =6 .v=6 ,以 Csw'@w 作用 于 (u,v)E VxV， 


有 


0= (C0 Bea)(e, ,0 ) = Co 
所 以 一 切 C, =0 ,而 知 jo'@w | 在 3935《(V) 中 线 无 关 . 其 次 易 见 所 有 有 二 张 协 变 张 量 了 均 可 写成 
T= Ta@w. (10) 

实际 上 , 只 要 取 T, = T(e,,e,) 即 可 ,由 此 可 知 fw @wi 确 为 了 了，(V) 的 一 个 基底 ,而 且 
dim93 (V)=n’. 

现在 我 们 要 问 ,如 果 在 Y 中 作 一 个 坐标 变换 , 即 由 老 基底 |e,,…,e, | 变 为 新 基底 | f.，,…,f,|， 
变换 为 

f= eae 

间 了 应 如 何 改 变 ? 一 方 而 看 来 了 应 该 不 蛮 , 因 为 按 定义 ,T: VX Y 一 及 是 一 个 双 线 性 变换 ,这 
是 与 坐标 是 无 关 的 .但 是 fw' 1 会 改变 ,Ti ) 也 会 改变 ,实际 上 ,|w | 作为 V' 之 基 诡 ( 即 标 架 ) ,车 
在 新 坐标 系 下 成 为 | 空 }, 则 应 有 


w 二 0. 
它 与 je ,…,e, 1 的 变换 是 互相 逆 步 的 .车 工 在 新 坐标 下 为 (了 , ) , 则 由 (10) 式 
T= To Bw = Tatan BF = TN DOK. 


所 以 

T, = Tuata’. (11) 
所 以 T, 的 变化 规律 和 协 变 向 量 的 变化 规则 相符 .在 1 中 ,我 们 对 张 量 是 用 分 量 来 定义 的 :在 某 
一 个 坐标 系 下 ,一 个 二 阶 协 变 张 量 即 一 组 xz 个 实数 ( T, ) ,如 果 在 另 一 个 坐标 系 下 ,这 n? 个 实数 


成 为 (Tw), 则 二 者 之 问 应 有 关系 式 (11), 这 样 ,我 们 就 看 到 ,现在 给 出 的 52(T) 张 量 都 是 $1 中 
讲 的 协 变 张 量 . 反 过 来 ,如果 给 出 一 个 81 中 讲 的 二 阶 协 变 张 量 (T, ) , 令 
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T=mTioeg@o 

则 得 到 我 们 现在 讲 的 2(V) 张 量 , 而 且 $ 1 中 纵 出 的 分 量变 化 规则 (6) ,保证 了 (10) 式 给 出 的 全 
确实 是 一 个 与 坐标 无 关 的 由 VX V 到 最 的 双 线 性 映射 ,因此 也 是 现在 讲 的 92(V) 张 量 .总 之 ， 
$1 的 用 分 量 讲 的 张 量 与 现在 作为 双 线 性 映射 的 张 量 是 完全 一 样 的 .现在 的 讲法 能 帮助 我 们 更 
好 地 了 解 张 量 的 本 质 , 而 $1 的 讲法 计算 起 来 更 加 便利 . 

以 上 我 们 考 串 了 最 常见 的 二 阶 协 变 张 蕙 , 它 的 定义 显然 是 V' 之 元 即 协 变 向 量 之 推广 .所 以 
协 变 向 量 就 是 一 阶 协 变 张 最 .其 余 类 型 的 张 量 自 可 仿 此 处 理 :我 们 仍 考虑 一 个 = 维 线性 空间 V， 
但 同时 也 考 虚 其 对 侦 突 间 V' ,其 维 数 仍 为 x, 如 果 有 r+ 个 ,ss 个 VV, 我 们 去 研究 山 
YY x…xY XWVX.… XV 到 RR 的 多 重 线性 映射 ,于 是 有 
eT 


你 ? 
定义 3 上 上 肖 儿 基线 性 史 和 
VIxmxV xyx…%XxTR (12) 
-一 一 一 


称 为 一 个 (r,5) 型 张 量 (r 1 了， 共和 一个, Fr (V). 


和 前 面 一 样 ,车 Y 和 V' 有 对 偶 基 底 | oo ,ioi ,i ,j=1,2,… ,nm, 则 对 
VX XV x Vx 玉昌 的 元 ps, 1 我 们 可 以 定量 
A 


r 个 s 个 
ODD OO 
(13) 
= ew Cp) (pr)o (v ) eo, (7), 
而 知 一 切 3; (V) 张 量 上 均 可 写 为 
Go (14) 


于 是 1 下 [ws 1 是 97( 术 ) 的 基底 ,从 而 
dim3 (VV) = nt, (15} 
是: 的 分 量 .我 们 时 常 除 了 (14) 式 以 外 ,也 用 下 面 的 记号 ， 


i 
t=0.. (16) 


它 表示 现在 讲 的 张 量 与 $1 中 讲 的 张 量 完全 一 样 ,因此 , 8$ 1 中 讲 的 张 量 运算 的 法 则 一 一 特别 是 
缩 


但 是 现在 在 张 量 中 增加 了 一 种 新 的 代数 运算 , 国 张 重 积 . 在 最 简单 的 情况 下 张 重 积 由 (9) 决 
定 ,一 般 由 (13) 给 出 .因此 很 容易 看 出 , 张 量 积 是 不 可 交换 的 .例如 由 (9) 就 可 以 看 到 ， 
(a Bg) = op) wl), 
面 与 (w@o)(p,v) 不 同 .但 是 , 张 量 积 很 容易 看 到 是 结合 的 ,而 且 适 合 分 配 律 . 
现在 把 关于 张 重 的 概念 用 到 微分 流 形 上 去 . 设 M 是 一 个 微分 流 形 ,于 是 对 每 一 点 PE M， 
有 一 个 切 空间 TeM 以 及 余 切 空间 TY M ,二 者 互 为 对 储 空 间 .如 果 M 上 有 一 个 坐标 邻 域 U. PE 


他 有 局 于 从 标 (> ，…，z) . 则 ToM 和 了 M4 分 间 有 基 原 |327，… ,2 | 和 1dz1 ,dz"| .我 们 
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现在 以 ToeM 为 VSR" , 则 可 以 定义 其 上 的 (r,5) 型 张 量 
(Pp) Pk BD de | (17) 


Ee 


和 tp 构成 一 个 线性 空间 多 (P). 于 是 令 已 变动 时 ,将 可 得 到 一 个 从 , 即 M 上 的 张 量 从 . 它 有 一 个 
全 空间 五 = 避 宛 (P). 有 一 个 底 空 间 即 M, 有 由 上 到 M 的 投影 x:E 一 M,F7'(P), 也 有 纤维 


PE 
# (PP)= 有 (P). 这 样 一 个 张 量 从 不 但 有 一 般 的 微分 流 形 结构 ,而 且 有 向 量 从 的 结构 ,特别 是 局 
部 平凡 性 , 即 存在 一 个 同 构 : 
Us~UxF UxR". 


这 一 点 和 切 从 \ 余 切 人 欠 是 一 样 的 , 即 是 说 ,所 谓 局 部 平凡 性 即 在 M 的 一 个 适当 的 坐标 邻 域 中 各 
点 忆 处 纤维 x ' (了) 具有 相同 的 基底 .但 是 纤维 作为 线性 空间 的 “系数 "是 z 的 函数 . 所 以 在 研究 
这 类 问题 时 M 上 U 中 的 C” 函数 环 一 一 以 后 记 作 和 一 将 有 特别 作用 .对 这 个 张 量 从 我 们 也 可 
以 定义 其 C”" 切 口 "《C” section), 简 单 说 即 在 每 一 个 +“'(P) 中 取 一 固定 的 元 ,其 局部 表示 是 


(17) ,不 过 二 (P) 是 C" 函数 , 即 为 中 的 元 .上 面 我 们 只 是 说 明了 建立 张 量 从 的 程序 与 建立 


切 处 , 余 切 从 一 样 .但 是 要 实现 这 个 程序 ,特别 是 在 讨论 其 局 部 平凡 化 时 ,还 有 不 少 计 算 ,在 此 我 
们 全 部 略 去 .不 过 有 一 点 必须 提 到 :在 考虑 某 一 定点 卫 处 的 纤维 x-!(P) 时 ,我 们 得 到 的 97(V) 
确实 是 线性 空间 ,因为 (17) 的 系数 均 为 常数 ;但 在 讨论 C” 切 口 及 这 关切 口 的 集合 时 ,(17) 的 “ 系 
数 " 都 成 了 F 中 的 元 .注意 ,线性 空间 的 系数 是 一 个 “ 域 "中 的 元 ,本 书 中 除了 少数 特殊 情况 都 是 
以 实数 城 R 作 为 “系数 " 域 ( 应 该 称 为 基 域 ) ,而 了 却 只 县 一 个 环 . 这 样 得 到 的 代数 结构 与 线性 空 
闻 是 很 不 相同 的 , 称 为 一 个 模 (module). 在 研究 M 上 的 张 量 从 时 就 会 过 到 这 方面 的 问题 ,我 们 还 
要 提醒 的 是 :局 部 平凡 化 的 结果 使 纤维 与 底 空 间 的 坐标 完全 分 离 , 所 以 在 (17) 中 , 底 空间 的 坐标 


只 出 现在 系数 (了 ) 中 ,而 5@@…GDdz "完全 与 之 无 关 , 这样, 如果 要 对 局 部 华 标 求 导数 ， 


只 多 在 如“(P) 中 施行 即 可 . 

最 后 我 们 再 讲 一 点 关于 记号 的 问题 .我 们 是 由 黎 灵 的 度量 公 式 (5) 引 人 度量 张大 (8,) 的 ,但 
是 按 上 而 讲 的 张 量 理 论 ,《5) 式 应 如 何 理解 却 成 了 问题 ,其实 , 在 较 古 老 的 文献 例如 黎 曼 本 人 的 著 
作 中 ,ds? 了 解 为 无 穷 接近 的 两 点 之 间 的 趾 离 ,涉及 无 穷 小 自然 会 带 来 许多 麻烦 ,因此 在 当代 的 
文献 中 都 是 说 ,在 M 之 每 点 的 切 空间 TeM 上 引入 一 个 内 积 , 而 要 求 它 光滑 地 依赖 于 P. 所 谓 内 
积 , 即 对 任 一 切 向 量 X。 E ToM 赋 以 一 个 非 负 的 数 (XX,X) , 即 其 长 度 的 平方 .X 既然 是 组 性 空间 
中 的 向 量 , 自 然 无 所 谓 无 穷 小 ,而 所 谓 光滑 地 依赖 于 尸 是 指 光滑 地 依赖 于 底 空间 的 华 标 .所 以 情 
况 与 讨论 微分 学 时 把 z+ 中 的 xz 与 严格 区 别 开 来 作 类 似 .所 谓 内 积 就 是 一 个 正定 二 次 型 ,二 
次 型 可 以 由 双 线性 型 来 刻画 ,第 六 章 $2 定义 3 中 已 详细 地 讲 到 ,因此 ,我 们 在 T,M 上 有 了 一 个 
双 线 性 映射 


TM Xx TM —R, X,Y EE TM X,Y) ER， 
拉 现 在 的 讲法 就 是 有 一 个 二 阶 协 变 划 6, 如 果 在 ToM 中 引 人 标 准 的 基底 |,… ,3 | ,从 而 
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在 TM 中 有 了 相应 的 对 侦 禁 {dx ,…,dz"}, 则 此 张 量 为 
T= gydx' @ dr!, (X,X) = (T;X,X) 《18) 
现在 的 1dx'，,…,dzx"| 是 TiM 的 基底 ,所 以 dz' 是 向 量 , 而 与 (5) 式 中 的 dz' 作为 切 向 量 (dz+， 


dz) 的 分 量 , 是 一 些 赦 ,二 者 不 同 .以 它 作用 到 [5 ,5 )c ToMx TM 上 去 即 得 


， 
蕊 过 

7 aa ai 1a 3a1- 

(这)- a 


说 这 个 内 积 光 滑 地 依赖 于 了 即 指名 是 z 的 C” 函数 ,如果 我 们 取 一 个 “无 穷 小 " 切 向 量 (dz' ，…， 
dae") = dz'" 玉 7(dz 是 分 量 是 数 ,是 基底 向 量 是 切 向 重 ) ,立即 得 到 (5) 式 ,于 是 我 们 得 到 了 机 


四 


个 式 子 (18) 与 (5).(18) 是 张 量 的 表达 式 , 其 中 dz' 是 一 个 余 切 向 量 ,是 T;>M 中 的 基底 1dzx' ,…， 
dz" | 中 的 第 ;个 元 素 . (5) 则 是 这 个 张 量 作用 到 切 向 量 X=dx' “3 的 结果 ,这 里 dz 是 X 的 第 ; 


个 分 量 , 它 是 一 个 数 ,而 不 是 向 量 . 如 果 把 它 与 作为 余 切 向 量 的 dz' 混 起 来 ,会 发 生 很 大 的 混淆 ， 
总 之 , 黎 曙 原来 使 用 的 记号 (5) 与 现在 我 们 使 用 的 (18) ,尽管 很 相似 , 却 是 不 相同 的 .现在 的 数学 
家 们 心里 都 很 明白 这 个 区 别 ,但 是 dr 这 些 记号 用 热 了 ,也 就 不 太 在 乎 ,所 以 有 的 文献 干脆 把 (1) 
写成 

dr = gu (Tr: dr’. 
但 是 , 事 关 * 无 穷 小 重 "就 更 应 该 说 明 . 其 实 ,一 个 合适 的 讲法 
是 ,在 切 向 量 之 长 度 定义 为 (X, XX) 以 后 , 如果 要 求 图 
7-3 一 1 中 用 线 对 AB 之 长 为 ,这 里 2B 的 方程 是 z= (2) 
即 =x(zi),A 点 对 应 于 参数 :=0,B 点 对 应 于 参数 1, 则 把 
AB 分 成 若干 段 ,而 例如 及 - 态 则 代 以 弦 太 -i 太 , 热 后 再 代 以 


4 -处 ( 即 1=4_1 处 ) 的 切线 ,因此 怠 将 被 切 向 量 x(4..，) (46=4 


一 1)=x(z1)At 取代 ,其 长 为 CD (二 图 7-3-1 
一 (ts 字 -1) .把 分 点 {41| 取 密 以 求 极限 可 得 


s = VC, Cd. 


所 以 


ds? = (x (2),x (2))ds: = g(x)dridzi. 
这 就 是 通过 在 M 上 给 出 切 向 量 长 度 (X,X) 以 及 作 典 型 的 积分 运算 得 于 笋 曼 度量 公式 (1) 的 方 
法 .这 里 没有 因为 无 穷 小 量 的 介入 而 导致 的 任何 困难 . 
在 一 本 著名 的 微分 几何 数 本 (M. Spbivak，Comprehensive Introduction to Differential Geome- 
try, Vol.1, Publish or Perish, 1979) ,153 页 上 说 到 这 类 记号 问题 时 讲 了 一 段 很 有 趣 的 话 :“ 古 典 
的 微分 拖 何 学 家 (还 有 十 典 分 析 学 家 ) 在 讲 到 坐 标 x 的 无 穷 小 改变 dz' 时 , 毫 不 狐 籁 . 莱 布 尼 世 
就 是 这 样 . 他 们 谁 也 不 肯 承 认 这 种 说 法 是 毫 无 坊 义 的 ,因为 把 这 些 无 穷 小 量 相 除 ( 只 要 做 得 对 ) 总 
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会 给 出 正确 结果 .最 终 人 们 认识 到 ,最 接近 实情 的 描述 无 穷 小 变化 的 办 法 就 是 拱 述 这 个 变化 的 方 
向 , 亦 即 切 向 量 . 原 来 ,dj 被 看 作 是 在 点 的 无 穷 小 变化 下 函 才 地 的 变化 ,现在 ,dr 必须 罩 成 是 这 
个 变化 的 函数 , 亦 即 切 向 量 的 函数 (就 是 说 df 要 通过 d/(X) = X( 亡 才能 体现 出 来 ,所 以 dr 作 
为 X 的 "函数 "就 是 说 它 是 ZpM 的 对 偶 空间 T;M 之 元 一 本 书 作 者 注 ) ,然后 dz' 本 身 也 揪 身 
一 变 成 为 切 向 量 了 的 丁 堵 ( 即 dr (a )=8 是 dz' 之 定义 一 一 本 书 作者 注 ) ,认识 到 这 一 点 以 
后 , 剩 下 求 要 候 的 只 有 一 但 事 : 搞 上 -此 新 定义 ,但 是 仍然 使 用 者 记号 ,再 让 读者 慢 慢 来 跟 总 之 ， 
所 有 涉及 无 穷 小 的 古典 的 概念 ,都 像 df 一 样 , 变 成 了 切 向 重 的 函数 , 唯 -例外 是 无 穷 小 量 的 商 ， 
因为 它们 自己 就 变 成 了 切 向 量 符 (ce 就 是 这 里 讲 的 曲线 * = x(z) 一 一 本 书 作者 注 ]”， 

本 章 所 讲 的 几乎 都 是 老 概念 、 老 记号 的 新 理解 ,新 定义 .我 们 所 做 的 一 切 都 是 为 了 帮助 “读者 
慢 慢 来 跟 "， 


2. 外 代数 19 世纪 中 叶 , 人 们 开始 研究 高 维 空间 ,这 不 但 是 由 y 
于 数学 本 身 的 需要 ,而 且 许多 力学 、 物 理学 问题 迫切 需要 它 .于 是 线 
性 代数 理论 出 现 了 .矩阵 ,向量 、 超 复数 四 元 数 …… 可 以 说 使 人 眼 、 
花 绕 乱 .其 实 都 是 围绕 一 个 问题 :高 维 空间 的 几何 呈 要 怎样 来 刻 曾 0 加 


才 好 .这 个 回 题 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 当时 一 位 著名 数学 家 格拉 
斯 曼 (H. Grassmann,1809 一 1877) 作 了 伟大 的 贡献 , 他 指出 ,各 种 各 


样 几何 量 原来 是 互 有 联系 的 系统 ,他 的 表示 方式 也 是 系统 的 . 例如。 A 
以 (za)，(zay3ya)(ziyy ) 为 顶点 的 三 角形 面积 是 

zx! y 1 

4 x 322 1 2 

xz ys 1 图 7-3-2 

各 时 不 和 因子 主 ,并 及 只 看 其 二 隆 , 风 其 二 阶 了 条 阵 | 半 | 的 三 个 二 阶 子 行列 式 
. Ta yl 
X= rr, Y= y, ~ y, Z = Ty - Zay1 


分 草 是 有 向 线段 (ri ,yi ) (zs ,y,) 的 两 个 投影 以 及 原点 O 与 这 两 点 所 成 三 角形 的 有 向 面积 的 2 
倍 .既然 面积 与 长 度 是 从 同一 个 根源 中 来 ,自然 也 应 该 有 符 导 . 

线段 长 有 符号 ,人 们 都 容易 接受 .面积 有 符号 ,在 大 多 数 微 积分 教科 书 中 却 不 承认 .面积 的 符 
号 与 坐标 系 采取 何 种 定向 有 关 . 例如 设 x 轴 与 y 轴 成 为 右手 系 , 则 由 A 到 情形 成 的 三 角形 
今 04B ,如 果 丰 与 5 站 也 成 右手 系 , 则 其 而 积 算是 正 的 ; 由 [让 到 5 芒 形 成 的 二 角形 面积 就 算是 负 
的 (图 7 一 3 一 2). 这 一 个 规定 会 为 整个 数学 的 发 展 带 来 很 大 的 好 处 . 坚持 这 一 点 的 数学 家 中 就 有 
黑 比 乌 斯 ,而 默 比 乌 斯 带 的 发 现 也 与 此 密切 相关 (1865) .格拉 斯 螺 另 一 个 十 分 深刻 的 斩 想 是 :应 
该 与 坐标 的 选取 无 关 地 探讨 几何 量 的 性 质 ,这 正 是 本 章 的 根本 指导 思想 . 

从 常用 的 微 积 分 教 本 中 看 镜 , 上 述 三 角形 之 面积 是 一 个 向 量 5X x 5 让 ,我 们 自然 会 问 , 它 是 
逆 变 向 量 还 危 协 变 向 量 ? 于 是 取 两 个 标 架 上 且 设 4 .B 两 点 在 这 些 标 架 即 坐 标 系 中 为 (a1, ez )， 
(9 , 扩 ) 以 及 (a1 ,a7),( 妈 ， 避 ). 和 如 果 标 架 变换 用 (1) 表 示 , 则 经 过 简单 计算 即 知 在 新 上 坐标 系 下 
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之 面积 适合 


5 Bb 
可 见面 积 这 个 几何 量 与 向 量 本 质 不 同 . 
实 , 说 面积 是 一 个 向 量 , 即 向 量 积 OA x 也 还 有 一 个 限制 , 即 这 个 说 法 最 多 只 能 用 于 Re . 
因为 车 OA ,OB 是 4 维 向 量 :5 语 = (ol … ,a ),O=(5!，…,5"), 则 当 n=3 时 ,OA xO 这 的 分 
量 情 好 是 下 述 2x3 人 矩阵 

[: a “] 

有 


的 三 个 二 阶 子 行列 式 {加 上 适当 的 土 号 ) .但 是 对 于 一 般 的 > ,上 述 炬 阵 共 有 二 n(n 一 了 个 三 阶 子 


行列 式 ,为 使 它们 能 够 组 成 一 个 维 向 量 ,必须 n(n 一 = 2 , 即 n=3. 可见 非 3 维 的 R" 中 是 


不 可 能 定义 两 个 向 量 的 向 量 积 的 .通常 的 微 积分 教材 在 讲 宙 量 分 析 与 场 论 时 总 限于 在 R 上 (有 
的 书 上 未 强调 这 一 点 ) 原 因 在 此 .但 这 些 二 阶 子 行列 式 有 几何 意义 正 是 格拉 斯 曼 的 基本 思想 的 一 
部 分 . 

那么 ,用 什么 样 的 数学 工具 来 表示 面积 .体积 呢 ? 用 格拉 斯 曼 建 立 的 外 代数 . 下面 我 们 就 来 
介绍 这 个 理论 .我 们 要 提醒 读者 经 常 把 下 面 的 结果 与 x 维 平行 体 的 体积 和 行列 式 作 比较 .其 实 
如 上 所 述 行列 式 从 几何 上 看 正 是 “表示 "了 维 平行 体 的 体积 . 它 是 一 个 十 分 重要 的 概念 ,而 且 
又 是 外 代数 最 好 的 模型 . 

我 们 再 回 到 张 量 空间 .为 了 简单 起 见 ,我 们 恒 取 V =R" 以 后 主要 是 讨论 协 变 张 量 ,但 照顾 
到 外 代数 习惯 用 上 标记 号 A“ ,我 们 也 就 把 5? 型 张 量 暂时 记 作 7. 我们 研究 过 的 张 量 有 两 类 特 
别 重 要 的 ,一 是 对 称 张 量 ,一 是 反对 称 (skew symmetric) 张 量 . 设 有 张 量 TE9'(R"), 于 是 对 ;个 
nn 维 向 量 v，，… ,wv, 有 

T(ow mw) ER. 

如 果 将 v, 与 对 换 ,时 而 会 有 

To (19a) 
时 而 又 会 有 

0 {19b) 
相应 地 就 说 了 对 于 指标 i 和 j 是 对 称 或 反对 称 的 ,如 果 荆 对 一 切 (i ,让 均 是 对 称 或 反对 称 的 ,就 
说 它 是 对 称 张 量 与 反对 称 张 量 . 例如 黎 曼 度量 张 量 就 是 一 个 一 阶 对 称 协 变 张 量 ,而 反对 称 张 重 正 
是 我 们 要 讨论 的 主题 . 

如 果 把 一 个 n 阶 行列 式 det A 的 各 行 均 看 成 一 个 维 向 量 , 则 行列 式 显然 是 一 个 n 阶 张 量 
工作 用 子 这 几 个 = 维 向 量 % = (a ,…, a),i = 1,2,…,n( 其 实 按 我 们 的 规定 应 该 写成 也 = 
(am… we) ,现在 我 们 是 黑 顾 热 知 的 行列 式 记 号 ) 之 值 

det A 三 了 (oa )， 
它 就 是 一 个 反对 称 张 量 作用 于 这 = 个 向 量 之 值 ( 互 换行 列 式 之 两 行将 使 之 变 号 ). 用 初等 方式 定 
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义 行列 式 时 要 用 到 置换 算 子 o, 每 个 置换 (substitution，permatation) 都 是 若干 个 对 换 (transposi- 
tion) 之 积 ,如 果 是 奇数 (偶数 ) 个 , 则 称 为 奇 ( 偶 ) 置 换 . 从 而 可 以 定义 s 之 符号 函数 
十 |， 车 o 为 偶 置 换 ; 
-1, 车 a 为 奇 置换 ， 
有 了 ce 和 sgn g 以 后 , 张 量 的 对 称 性 和 反对 称 性 可 以 陈述 如 下 : 
定义 4 设 TE77(R"), 如 果 对 任意 置换 o 以 及 任意 7 个 向 量 v，，,… ,vv ,分 别 有 
To sy,) = Tv ) (20a) 
Too = sgn oo: Tv ss, ve), 《20b》 
这 相 诺 称 了 为 对 称 反 著称 
(19) 和 (20) 的 一 致 性 是 明显 的 , 对 称 张 量 我 们 暂 置 一 旁 ,重要 的 是 反对 称 张 重 .所 有 r 阶 反 
对 称 张 量 构成 + 阶 张 量 作为 线性 空间 的 子 空间 记 为 A"(R"): A(R")CF(R"). 每 一 个 x 阶 张 
草 均 可 反对 称 化 ,具体 说 我 们 要 引进 一 个 反对 称 化 (或 称 交代 化 ) 算 于 (alternating operator) 
Ali:5" 0(R") — A'(R"), 


sgn a 一 


AU(TJCo wear )》 = EP oT (vn ss Vor) )， (21) 
而 有 
定理 1 Alt :7"(V)>A'(V) 是 一 个 投影 算 于 . 
证 我 们 要 证 明 的 是 :Alz 是 一 个 满 射 ,而 且 4z2 = 44 . 先 要 注意 ,如 果 工 已 经 是 反对 称 算 
子 了 , 则 Alz( 全) = 了 -事实 上 这 时 由 (20) 式 知 (21)] 之 每 一 项 均等 于 (wv,…,v,), 因 此 


Al( Tvs 0) = HDsgn oT(o or) = Tao) (22) 


这 就 是 说 ,在 A"(R") 上 ,AL 其实 是 恒 等 算 子 :A1r? = Al.(21) 式 中 要 有 一 个 因子 二 的 作用 就 


在 子 此 . 
髓 证 Aiz 是 满 射 ,为 此 先 证 对 任意 TEF'R") ,Alr( 了)E A7(R") .为 此 取 任意 置换 + 以 及 
了 个 向 量 w mm .从 简单 的 代数 考虑 知道 sgn(ar)=sgn o'sgn Tt, 所 以 


Ali( T) (vy rs wn) = Dsgn oT (vy es Vat) ) 


= 3 r 2 sen oT pon) = senr- AlT (wie, 0). 


所 以 Alt:(T)E A"(R"), 或 写作 4 (37(R"))CA"(R"). 但 是 (22) 告 诉 我 们 ,在 A"(R') 上 ， 
Alt 实际 上 是 恒 等 算 子 ,所 以 


AR")》 = 4 AT(OR") C AH(7 CR )) CCAR"). 
而 此 式 中 所 有 的 “C”, 均 名 罕 为 "= ,特别 是 
AL3 (R")) = A'{R). 
这 样 就 得 到 Ali 是 满 射 而 定理 证 毕 . 
A 人“ (R") 作为 线性 空间 是 5“(R") 的 子 空 间 , 这 是 元 平 自明 的 事 . 下 面 略 去 其 证 明 . 但 是 张 量 
还 有 一 种 乘法 运算 : 张 量 积 @, 若 了 TEA-(R") .SEA:(R"),T 四 S 显然 不 一 定 仍 是 反对 称 的 . 
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这 就 是 说 , @@ A“(R") 不 是 多 9 “(R" ) 的 子 代数 .我 们 还 需要 另 一 种 乘法 :外 积 .其 定义 如 下 : 


定义 5 若 TEA'(R"),S E AR ) ,定义 其 外 积 工 A SEA 一 (ER ) 如 下 : 


TAS= CFALTO®S). (23) 


定理 2 外 积 是 双 线 性 的 、 结 合 的 ， 

证 ”外 积 的 双 线 性 很 罕 易 证 ,在 此 略 去 .我 们 来 证 明 其 结合 性 ,除了 定义 5 中 的 T,S 外 ,再 
加 上 R € A'(R") ,我 们 来 证 明 

TASARI=(TAS) AR 
为 此 我 们 把 记号 简化 一 下 :用 表示 (1,2,….r>+s+ 昌 的 寺 换 ,用 -表示 (1,2,,r+sd+ai) 中 
最 后 : 个 数 不 动 的 置换 , 即 只 在 (1,2,…,r + :) 中 作 徊 换 , 指 标 为 z+ s+j,j = 1,2,… ,1 ,的 都 
不 变 .这 样 5 与 (1,2,…,r + s) 之 置换 o 具有 相同 的 符号 函数 :sgnr = sgno .于 是 
ALLAL(T OH S$)@ RI(v, ,vs) 


1 
= Tr en CAL(T @ SH vn ,vosry ) 


“RVersD Ts Worrsrn) 

= 1 1 

= TT Sgn osgn rr， T(va) ss Vet)) 
:Socorro RU ss venn) 


1 1 ~ 
= Ct 12 en pT vg sop) ) 
“SCvpeoipr vp)) * RUvsosy et 
这 里 我 们 记 = or, 而 因 保持 (r + + Tir+s+i) 之 次 序 不 变 , 故 or + s+j) = 
gr(r +s+ 站 和 客 = 1, ,但 是 上 式 中 = 遍 取 (1,2,,r +s+D 之 一 切 排列 时 ,9 也 遍 取 (1， 
2，r+Sfi) 之 一 切 排 列 ,所 以 上 式 进一步 又 可 化 为 


1 1 
CE tr en Tv seen) 


“ S{ vpery Ug ) “ R{vgrraty rd》 


= A(T® SO RY, tr) 
AL(T® SO Rw se). 


hl 


所 以 
Al(T® SS®R)= At[ALR(TH SD RI 


= TAAL(T A S$)@ RI 


2 ris)le!l ,rls! 1(TA S)AR] 


risti)l {r+s 


risit! 


= Tir T AS)AR. 
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rlslz! 


同样 的 推理 得 知 , 它 也 应 该 等 于 p55T(T AS 和 R), 所 以 


(TAS}AR= TA(SAR). 
我 们 可 以 把 这 个 公共 值 定义 为 全 A S A 玉 , 由 此 还 可 以 进步 得 到 
推论 3 设 T EA"(R"),i = 1,2,…, 表 则 可 以 定义 TA A TT EA mA(R"), 而 且 


(rtrte tr)! 


TAT AmAD = AT DBT]. (24) 


定理 2 证 明了 外 积 是 结合 的 ,那么 它 是 不 是 可 交换 的 ?实际 上 它 既 不 如 4 x 互 那样 是 反 交换 
的 ;Bx 4 = 太 x 8, 更 不 是 交换 的 ,而 有 
定理 4 若 TEA'(R"),S € A'(R"), 则 
TAS=(-1SAT. (25) 
证 ”我们 只 需 证 明 
4(T 因 S) = (-1)"A4(S® TY 
即 可 .为 此 取 + ;个 向 量 o，… ,wv ,vw ，… ;vs,; 有 


A T® Ys) = ty Dn oT (on se swig) 


Spot Vacs ). 
考虑 一 个 特殊 的 置换 r:(1，r:r+1l sr+i)-(r+loer+slwyr) 即将 后 * 个 元 换 
成 前 7 个 元 .例如 把 + + 1 变 成 1 ,为 此 > + 工 需要 跨 过 1,…,r 等 * 个 元 ,因而 需要 > 个 对 换 ,r + 
2 变 成 2, 这 又 要 r 个 对 换 , 直 到 > + * 变 成 ，, 共 需 六 个 对 换 , 故 sgn + = (1)" ,而 上 式 成 为 


A(T@ Voss 0) Lt Been olsgn SC on) Ta 和 se) 


= GT Dan er) SComw0 ono) Th omc srs oncern) 


= (- 1)° A sen Sv vn Tovey rr 


= (- DD"ALR(S@®@ Tw, vw). 
定理 证 内 ， 
外 积 之 分 配 律 是 自明 的 : 
TA(S+S)= TAS+TAS, (T+T)AS=- TAS+tT,AS. (26) 
至 此 我 们 看 到 ，A“(R") 是 一 个 线性 空间 ,而 A"(R*) 对 于 外 积 成 为 一 个 代数 . 它 服从 结合 
但 不 服从 交换 律 (但 又 不 是 反 交换 的 ), 现 在 余下 的 是 求 出 人 "(R* ) 的 维 数 和 基底 .这 里 也 附带 提 
到 ,A*(R") = 7(R") 宕 了 .关于 A'(R") 的 维 数 和 基底 我 们 有 
更 5 当 -> "用 ,人 CR") = 101 ,本 为 委 六 妆 则 若 0< rn, 册 dm A GD = 人 


; 
而 荐 lo oo" 为 AR") = 91(R") 之 天 广 , 则 A(R") 的 基底 是 
lo AAA 及 二 (27) 
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证 令 1e,,…,e,| 为 R" 的 一 个 基底 . 若 > > n, 任 服 6, ,…,e ,其 中 必 有 重复 者 .例如 es 


= e。 ,这 时 考虑 A (el ,…,e,), 因 为 Alt 是 反对 称 的 , 故 Alt Tles ,es ye ye ) 二 
一 Alt T(e ee ve ) 而 当 e， -~ e。 时 知 它 为 0. 所 以 A"(R") 之 一 切 元 素 均 为 0, 而 
dim ATr(R"》 = 0. 

今 设 0 委 -所 2 和 (BR ) 之 基底 是 jw 的 … 的 wr | 这 里 jw …,w" | C(R 是 le,,…， 
61 的 对 偶 基 .于 是 A"(R" ) 之 元 必 为 Ali(w'! 因 … 因 mr ) 之 线性 组 全 , 规 在 把 | 关 ，… ,i,| 按 大 
小 重 排 为 7 < js。 < … < j,( 若 记 ，,…,i, 中 有 相同 者 前 已 得 知 Ali{w' 人 @…@wr) =0). 而 
on 一 加 wr) =+Alt(wr' 的 …@wr). 这 样 对 任意 TE TT(R"), AL 了 必 可 表示 为 or 
A A 估 wji < ji < … 芝 <j 之 线性 组 合 . 即 是 说 A'(R”) 由 | AAwlji<ji<… 
反方 张 成 .但 是 ;on A … A wr | 是 线 手 无 关 的 .因为 车 有 A 0, 把 这 个 张 量 
作用 到 6 ,…,es 1 上 去 , 即 有 = 0. 所 以 |w' A … A ur 上 是 基底 .这 个 基底 中 元 素 的 个 数 


是 由 个 可 物 中 取 7 个 的 组 台数 { “(5"(R") 之 一 个 区 是 | @ 一 @ 忆 | 这 里 局 次 
序 不 受 限 制 . 所 以 其 中 所 含 元 素 的 个 数 起 4 中 取 的 排列 数 (7) = n(n (nr+1) = 
"1 (®)). Bu dim A CR") = 和 .其实 ,证 明 的 六 一 部 分 .也 可 归 人 这 里 .因为 当 > a 时 ,由 定 


x[(")= 0. 
再 来 看 代数 员 AR ) 现在 知道 它 应 写 为 A (By = 【| A(R"), 而 其 级 数 为 对 | ”| = 


2 .这 个 代数 称 为 R" 上 的 外 代数 或 格拉 斯 蜡 代 数 (Grassmann algebra)，A (Re") 中 的 A"(R") 之 
元 称 为 + 向 最 . 

这 里 附带 还 可 以 解决 一 个 问题 .在 R" 中 任 取 » 个 向 量 , 问 它 们 在 什么 时 候 线性 相关 ?因为 
R" 宕 (R" ) :不 妨 认为 这 个 个 向 量 w!，…,w" E (R" )” 即 是 某 个 x 维 空间 的 对 侦 空 间 之 元 . 于 


是 可 以 作出 w! A … A wr ,如果 它们 是 线性 相关 的 , 则 例如 ur = 号 Cux , 则 


w AAw Co A Aw' Aw. 

右 方 每 一 项 中 or 至 少 出 现 两 次 ,但 由 上 而 已 证 明 wt A w* =0, 知 上 式 有 方 每 一 项 均 为 0, 靳 以 1 
信人 w' ==0. 反 之 , 设 它们 是 线性 无 关 的 , 则 由 线性 代数 中 的 定理 ,- - 定 可 以 把 它们 扩充 成 为 
(R") 的 一 个 基底 .于 是 wj A…Awr 是 A"(R") 基 底 的 一 个 元 , 它 当然 不 会 为 0, 由 此 得 到 

推论 6 +n 维 向 县 o ,…,or 为 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 

alA…Awr =0， {28) 

其 实 这 里 的 证 明 与 行列 式 为 0 的 充 要 条 件 是 其 各 行 线性 相关 的 证 明 是 一 致 的 ;也 与 # 个 向 量 线 
性 相关 的 充分 必要 条 件 是 其 构成 的 * 维 平 行 体 的 体积 为 0 起 一 致 的 . 

至 此 要 问 ,我 们 在 格拉 斯 曼 所 指出 的 道路 上 走 了 多 远 ? 按 拉 格 斯 晶 的 思想 ,我们 已 将 各 种 见 
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何 量 构成 了 格拉 斯 曼 代 数 A (R") = U A"(M") . 它 是 一 个 分 级 代数 : A'(R") 就 是 实数 域 R， 
A'(R") 就 是 向 量 空间 R" (我们 暂时 不 区 分 协 变 与 道 变 向 量 .因为 二 者 之 区 别 无 非 其 一 在 对 偶 
空间 中 ,而 (R") ”人 兰 R" ,A'(R") 中 的 元 可 以 用 1 x =” 矩阵 表示 : 

GY = (gr 
它 的 每 一 个 分 量 即 1 x 1 子 式 恰好 是 这 个 向 量 在 各 个 坐标 输 上 的 投影 .再 看 A*(R"), 它 的 元 是 以 
下 形式 的 2 向 莉 之 线性 组 合 : w' A ze ,如 果 ww' 的 分 量 是 (w!,… ,wu") , 则 这 个 2 向量 可 以 用 2x nn 


矩阵 
Ce 因 wi "| 
i 
来 表示 , 它 的 所 有 的 2 阶 子 式 | “| = 的 一 ww 恰好 是 w! ,zw? 这 两 个 向 量 是 在 21? 从 
Uy 地 


标 平面 上 的 投影 形成 的 平行 四 边 形 的 面积 ,而 我 们 可 以 把 G2 与 下 式 对 应 
GSD un - wu)e Ae. 

所 以 我 们 就 说 G, 是 zx ,wu? 这 两 个 向 量 所 成 的 平行 四 边 形 之 面积 .读者 不 要 以 为 这 只 是 一 个 方便 
的 说 法 , ,ze 尽管 是 = 维 向 量 , 但 是 以 它们 为 基底 (当然 我 们 假设 xi ,wz 不 平行 ,否则 上 面 的 讨 
论 就 会 落 了 空 ) 确实 成 为 一 个 2 维 空间 , 它 确 实 是 平面 而 不 只 是 像 平面 .我 们 中 学 里 学 过 的 平 而 
几何 定理 (例如 三 角形 的 重心 定理 ) 在 此 全 都 成 立 , 只 不 过 有 一 些 定理 需要 引入 欧 氏 结构 才能 证 
明 , 如 勾 股 定理 . 和 A?(R") 的 表示 法 与 通常 微 积分 教 本 中 讲 的 向 量 OA = (a,,4,,a,) 与 DB - 
《61,62,b;) 之 向 量 积 5A x 0 站 的 表示 法 完全 一 致 ; 

i jj 于 


tx 六 = ul 如 > 2 
Bb bs bs 
= (azb — asba)it (ab — qbs)f + (arby — arbi)k. 

只 需 把 j,k 分别 换 成 i A Kk 人 ,i A j 即 可 .同样 ， A?(R") 对 应 子 3 x 矩阵, 它 构成 通 

常 的 3 维 空 间 , 面 过 去 学 过 的 韧 等 的 立体 几何 在 此 都 有 效 . 

最 值得 注意 的 是 A"(R").dim Az(R") = 1 = dim AS(R"). A (R") 中 之 元 是 实数 . 
Ar(R") 之 元 是 什么 ?上 面 已 经 说 了 A"(R") 是 开 阶 反 对 称 协 变 张 是 之 空间 . 取 R" 之 任 一 基底 
fe …,e,|, 则 其 对 侦 基 |e' ,…,e"| 是 (R") 之 一 个 基底 , 面 ol 人，… 八 e" 是 A"(R') 的 基底 . 
张 量 成 分 则 是 wz- ,只 要 看 一 下 它们 在 RR” 的 基底 即 标 架 的 变换 下 如 何 变换 就 可 以 知道 
4A"(R”) 中 的 元 究竟 是 什么 了 .于 是 设 在 R" 中 作 基 底 的 变换 (1)， 

f= a {fl = Afel. 
于 是 | e.| 之 对 侦 基 将 按 道 步 变换 变 成 {| 之 对 偶 基 
lel = a@if’l, let = 关上 
以 下 我 们 记 道 步 徐 阵 'A-: = B = ( 吕 ). 于 是 有 
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定理 7 在 上 上 述 变 奖 下 
ia = det(af Ja， (29) 
FFA-mAF = detb)e A Ae. {30) 
这 里 6,.…。 大 张 基 成 分 在 基底 17 1 下 的 表示 
证 “因为 wz-.， 是 协 变 张 量 成 分 , 故 


2 
i 


DD) 
= Dsgn 了 


= det{ai)w,,. ,,. 
这 里 s 是 变 (1,2,… ,nn) 为 (j,,j;，…,j,) 之 排列 . 
次 ,由 f= be 有 
六 天 = 


= Posen ohio bn re A he 
. 


= det{(B)e! AAA 人 
前 面 我 们 已 多 次 讲 到 空间 R" 的 定向 .其实 空 间 R” 的 定向 即 给 定 一 个 基底 的 次 序 , 例 如 
je es 对 偶 基 lw: ，…,w"} 的 相应 次 序 , 既 可 以 认为 是 给 出 了 (Rn 之 定向 也 可 认为 是 给 
出 了 R" 的 定向 .所 以 车 改变 fw'| 之 次 序 为 例如 {7 ,ol ,oa ，…, wr ,也 可 认为 代 " 得 到 了 相反 的 
定向 .候车 对 基底 作 一 个 变换 ,新 基底 的 哪 一 种 次 序 与 给 定 次 序 的 原 基底 所 定义 的 定 向 一 致 ? 因 
此 定义 定向 更 好 的 办 法 是 利用 定理 7: 设 有 了" 的 两 个 基底 |e. | 与 | 了 | ， 自然 存在 一 个 非 奇 异 的 线 
性 变换 4 = (ai) 使 (1) 成 立 , 因 此 可 认为 /1 是 ie,| 的 变换 .车 相应 的 % 变 为 w, 当 有 (29) 成 立 . 
这 里 det(a!) 天 0. 我 们 规定 , 若 det(e ) > 0(< 0) ,就 说 |e 1 与 | 了 1 规定 相同 (相反 ) 的 定向 .于 
是 R" 有 两 个 定向 ,分 别 对 应 于 (29) 中 行列 式 det(a: ) 之 符号 正 负 . 
至 今 我 们 还 没有 在 R” 中 引入 度量 .度量 引入 外 代数 以 后 会 得 到 什么 ?我 们 所 需 的 度量 (包括 
欧 氏 度量 以 及 十 分 重要 的 洛 伦 效 度量 ), 基 础 在 于 定义 两 个 向 量 的 内 积 (u,v). 对 内 积 有 两 个 要 
求 :1. 双 线性 ; 即 对 x,z 分 别 均 为 线性 的 ;2. 对称 性 : (u,v》= 《v,w)33. 本 应 加 上 正定 性 ,但 是 
我 们 刻意 地 要 推广 这 一 点 . 设 有 R" 的 基底 |e,| 使 w = we ,v = ze , 则 记 
(u,v) = Ba gy = (ev€,). (31) 
通常 讲 到 内 积 时 都 规定 (g, ) 是 正定 卸 阵 ,我 们 要 放弃 这 一 点 ,其 原因 在 于 物理 学 发 展 到 考 克 斯 
韦 的 电磁 场 理论 以 后 就 很 清楚 :必须 把 时 间 与 空间 统一 起 来 看 成 -个 4 维 时 空 连续 统 | (zx? , x! ， 
Zz ,x )| ,zx = ct ,ce 是 光速 , 它 称 为 阅 可 夫 斯 基 时 空 (Minkowski space-time) 记 作 M, , 它 是 一 个 
线性 空间 ,当然 也 就 是 一 个 微分 流 形 . 但 是 在 M。 上 不 能 使 用 欧 几 里 得 度量 ,因为 这 不 能 说 明 物 
理 问题 ,我 们 需要 的 是 如 下 的 洛 伦 兹 度量 (Lorentzs metric} 
ds =Cdz") - (drt): — (dx)? ~ (drs)?. (32) 


1 


现在 (z&,) = | ”| 不 是 正定 的 ,所 以 洛 公 共度 量 不 是 业 种 效 要 度量 而 时 入 浇 是 


-1 
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一 种 盆 黎 曼 度 量 (pseudo-Riemannian metric) . 引 人 洗 伦 兹 度量 以 研究 M4， 是 相对 论 的 基础 ,相对 
论 的 出 现 是 科学 史上 划时代 的 大 事 , 所 以 我 们 宁可 多 一 些 麻烦 也 放弃 (8g。 ) 正定 的 要 求 .代替 它 ， 
我 们 要 求 相 应 于 内 积 (30) 的 (g, ) 必须 是 非 赔 化 的 :det(g, ) 关 0. 放弃 正定 性 会 带 来 一 些 麻烦 . 
例如 我 们 也 讲 o.n. 系 :对 两 个 向 量 u,v 若 tu,v)》= 0 就 说 u,v 环 交 ,这 一 点 和 过 去 一 样 ,车 再 能 
找 一 个 实数 < ,使 cw 适合 《eu ,cu》= caa》 = 1, 则 以 cu = wl[《wu,wu)]* 代 替 将 得 到 长 为 
1 的 向 量 .在 (g,) 非 正 定时 , 可 能 Cu,u》< 0( 这 在 相对 论 中 有 明确 的 物理 意义 ), 从 而 c = 
《aa 二 成 为 虚数 ! 因 此 x 不 能 规范 化 . 所 以 现在 o.n. 系 之 定义 中 《uw,w) = 工 的 条 件 将 代 以 
1 《u,u》|1= 1. 尽管 有 了 这 样 的 麻烦 ,但 一 个 最 重要 的 性 质 仍 得 以 保存 :在 R* 与 (R")” 中 可 以 建立 
同 构 R 衬 (R")' 如 下 ; 设 有 R" 的 一 个 基底 ie ,…,e, | 与 它 在 (R")” 中 的 对 侦 基 [ot ,…,w"1 ,对 
于 RE za = we ,我 们 要 找 (R")” 中 的 一 个 元 x”= ui wi 使 对 任意 v € R",v = ve ,有 
oa) = (aa) = gua. 
但 是 式 左 就 是 u' vw ,因此 为 了 能 建立 w' 与 x 之 一 一 对 应 ,只 需要 
Rut = uy 

为 一 同 构 即 可 . 为 了 使 上 式 成 为 同 构 ,必要 充分 条 件 是 Cg, ) 非 赔 化 ,而 不 是 正定 . 

为 了 要 解 上 面 的 方程 就 应 引 人 (g, ) 之 逆 矩 阵 (g* )- 这 里 非常 重要 的 是 看 到 (sw ) 是 一 个 二 
阶 对 称 协 变 张 景 ,而 (8 ) 则 是 一 个 二 阶 对 称 逆 变 张 量 .我 们 可 以 用 内 积 应 与 坐标 的 选择 无 关 来 
证 明 (g, ) 是 一 个 二 阶 对 称 协 变 张 量 . $1 中 我 们 已 经 就 元 个 特例 一 一 如 动能 应 该 与 坐标 无 关 ， 
ds 应 该 与 坐标 无 关 等 一 看 到 了 这 一 点 .现在 则 一 般 地 利用 (31) 式 来 证 明 它 . 于 是 设 有 R” 的 
两 个 基底 fe,,…,e, | 与 /1,…,f.| 且 二 aie, ,这 两 个 沧 标 系 中 度量 是 (g,),g， = 《eve)》 与 
(B84) ,B85 = 《下 , 户 ). 如 果 向 量 w,w 在 这 两 个 基底 下 的 坐标 分 别 为 (a ),( 忆 ) 与 (w'),(%), 则 由 
内 积 与 坐标 无 关 可 得 


《esp)》 = gly = gy od’ = (guata!) u'r. 
因为 这 个 等 式 对 任意 (w'),(w ) 都 成 立 , 故 有 
By = guatar. 

而 知 (gi ) 是 二 阶 协 变 张 量 .类 似 地 ,利用 (g") = (g,)"', 即 g*g = 六 可 证 明 (g”) 是 二 阶 对 称 逆 
变 张 基 .通过 计算 逆 矩 阵容 易 看 到 ,对 于 洛 伦 兹 度量 ,有 gw = gm = 1,g, = g" =-6,,8" = gi 
=0 人 天 0). 

《8 ) 与 (外 ) 还 有 一 个 重要 作用 , 即 可 利用 它们 来 实现 协 变 张 量 与 道 变 张 量 的 互 换 . 例如 , 令 
|e me 是 了 "的 一 个 基底 , 则 令 ”= Be 易 证 |e ,…,e"| 是 (R") ”的 一 个 基底 ,特别 重要 的 
是 , 若 |e…,ej 是 一 个 关于 (g, ) 的 o.n. 系 , 则 !e: ,…,e"| 是 其 对 偶 基 底 , 事 实 上 

ei ,0) = gase) = pp = Bb 

在 1 中 我 们 常 将 (R")” 之 基底 记 为 1 oi ,…,w"| ,下 面 当 | e ,…,e,| 是 o.n. 系 时 我 们 不 再 用 
1w 上 的 记号 而 用 |e |. 不 过 要 注意 , 当 基 底 |e | 按 (1) 变换 时 ,je 上 一 般 并 不 按 道 步 变换 而 变 . 

最 重要 的 是 要 研究 , 当 R" 中 赋 有 非 赔 化 的 度量 (g, ) 时 , A"(R") 的 基底 e: A … 人 o 有 何 
具体 特征 . 首先 我 们 要 注意 , 若 取 R" 之 基底 1e,，…:e, 上 为 关于 (8g,) 的 o.n. 系 ,因为 (6 ,6)= 
土 3, 故 由 (31》 
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det(g;) = det((e,,e,)) =+1. 
现在 令 基底 按 (1) 实行 变换 ,度量 (g, ) 若 变 为 (5, ) , 则 因 (g, ) 是 二 阶 协 变 张 量 , 故 


kt 
By = HiabBys 


此 


B= det(g,) = [det(at) J]:det(g,) = (det A)’g. 
如 果 我 们 限制 变换 (1) 要 保持 定向 不 变 ,从 而 det A > 0, 则 当 | 六 ,天 | 是 on, 系 ,从 而 | 只 | 
= 工时 ， 
1=vTgICdetcA),vTST= det(A™'). 
引用 定理 7 之 第 二 式 , 空 即 有 
AAF = de)e AAe 
=V Tgle AAe 
这 是 一 个 很 重要 的 不 变 式 - 它 告诉 我 们 不 论 基底 }e; ,…,e, 上 如何 取 , 只 要 以 一 个 o.n. 系 的 基底 
i,…, 所 | 为 准 而 且 保 持 定向 不 变 ,(33) 式 右 方 之 值 不 变 .把 这 些 结果 总 结 起 来 ,我 们 有 
定义 6。 设 R" 中 有 非 阅 化 的 度量 (8, ) ,以 某 一 个 关于 (zu ) 的 o.n. 系 基底 为 准 , 所 有 与 它 具 
有 相同 定向 的 茵 席 1e,，…,e,1 ,VTE Ile! 入 … 人 e" 是 不 变 的 , 称 为 R" 在 此 度量 下 的 体积 元 
{volume element) . 
注 ”对 于 R" 的 另 一 个 定岗 ,体积 元 自然 是 - 1g Te A -… A er， 
以 上 我 们 看 到 ,车 R" 上 有 内 积 则 必 有 非 赔 化 度量 (g, ). 有 反 过 来 ,有 了 (g,) 也 一 定 有 内 积 
《u,v) ,而 且 适 合 (31) 式 .这 时 ,(R") ”上 也 可 以 定义 内 积 : 若 v = wf,v = 久 户 则 与 (31) 对 偶 ， 
可 以 定义 


{33) 


(ayay = Ba (34) 
总 之 ,有 了 度量 (gs) 即 也 可 在 A!(R*)》 上 定义 内 积 .从 而 产生 了 一 个 问题 ;可 符 在 A*(R"),0 之 
思 所 n 上 孝 定 义 夫 积 ?事实 上 任 到 两 个 p 向量 w = wi A … A wpie = ol 人 … A or, 因 为 
A?(R") 中 之 元 都 是 p 向 量 之 线性 组 合 ,所 以 只 要 能 定义 (w ,2) -= 《ol A .A wr A .入 
帮 ), 就 可 以 在 A A? (R") 上 定义 内 积 ， 
定理 8 车 R" 冉 有 非 暗 化 的 度量 (g,) , 则 在 A?(R"),0 < << nn, 上 可 以 定义 两 个 志向 量 
wo 之 内 积 为 


(wo = Cw A Aw A Ae)= det(Cw ,0 )). (35) 

证 (35) 显 然 是 (34) 之 推广 . 为 了 证 明 它 是 内 积 ,只 要 证 明 以 下 各 点 即 可 . 

(D《w,a) =《〈a,o)》 是 自明 的 . 

(ii) 多 重 线性 .因为 det(《w' ,of)) 对 于 例如 w 或 w 均 为 线性 的 ,所 以 (wa) 对 每 一 个 wi 与 
,1 全 i,j 入 思 , 均 为 线 尾 的 . 

(证 ) 《4w,o) = 4《w,o) 是 自明 的 . 

(iv) 非 赔 化 性 - 即 应 证 明基 对 YE A*(R") 均 有 (w,z》= 0, 则 w =0. 为 证 明 这 一 点 ,注意 
到 wr',v 均 为 AI(R") = (R") 之 元 ,在 (R")* 中 相对 于 (g,) 取 o.n. 基底 1e!，…,e"| ,我 们 内 
要 证 明 fes AAA 上 ji 区 < 是 AR ) 之 on 系 即 可 . 如果 诈 明 到 了 这 一 点 , 则 
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fe A … A | 是 线性 无 关 的 ,而 因为 | .1 中 全 有 人 ) 个 去 ,人 = dim As(CRe) ,所 以 [er A -… 
A er | 就 成 了 A*(R" ) 之 基底 .于 是 非 赔 化 性 就 容易 证 明了 .je A … A er| 是 oc,n, 系 ,证 如 下 ; 
(er A Aerer A A er = det((e ,er)). 

设 站 区 < 人 区 直方 区 天 二 入 区 着 .如果 六 二 二 , 则 族 << 一 切 寺 ,1 二 二 户 从 而 
(er ,er) = 0， 即 是 说 上 式 右 方 行列 式 有 一 列 元 素 全 为 0, 从 而 式 右 与 式 左 均 为 0, 而 只 有 在 让 二 
刘 时 ,上 式 双方 可 以 不 为 0. 于 是 令 i = 嫉 , 再 看 六, 这 时 已 有 六 > 方 = 站 ,如 果 产 区 和 < 
< 韦 ; 则 (er ,oz》= 0 娩 此 又 只 有 当 5 也 与 ji 相等 式 上 式 双 方 可 以 不 为 0. 仿 此 进行 下 去 
0 人) 
et(( 人 的 = det 六 人) = 
但 鸯 < ,er》= 土 1 施 当 ( 记 ，…, 吉 ) = 人 访 ， 大 ) 时 起 有 为 一 对 角形 行列 式 ,其 主 对 角 线 上 之 
元 为 +1, 从 而 其 值 亦 为 + 1. 准 确 些 说 ,其 值 为 (~ 1)',s 是 基底 中 适合 (2',e 》= -的 元 素 之 个 
数 ,定理 证 毕 ， | 

上 面 我 们 已 经 看 到 ,有 了 内 积 之 后 ,就 条 以 定义 R" 与 (R")" 之 同 构 .现在 As(R") 也 有 了 内 
积 .我 们 可 以 利用 它 来 定义 A?(R") 与 A"?(R") 的 一 个 同 构 . 事实 上 ,车 mE A"?(R")， 
a E APCR') 则 必 人 oa EA"CR"), 候 dim A'(R") - 1, 其 基底 具 合 一 个 元 , 即 体积 元 cf A … 
A e” ,这 里 我 们 假设 了 1e! ，…,e 1 是 此 内 积 ( 度 景 ) 下 的 o.n. 系 基底 , 放 

wAco= Alw,o)e A he'. 

这 里 A(w,a) 是 一 个 实数 ,而 且 困 为 ef A … A o 与 we 无 美 , 易 见 A(w,a) 对 与 = 是 双 线 
性 的 .如 果 固 定 w, 则 Atw ,sa) 是 E A*(R") 之 线性 汉 函 .但 因 A*(R*) 上 已 有 了 内 积 , 故 必 存 
在 A*(R") 之 一 个 元 x w( 这 个 元 显然 线性 地 依赖 于 w, 放 有 一 个 线性 算 子 * ,使 此 元 可 记 为 
* wo) ,使 A(w,o) -《*% wo), 于 是 我 们 有 

定理 9 上 面 定义 的 算 子 x 称 为 稚 译 (Hodge) * 算 子 , 它 是 A”"*(R") 到 A*(R") 上 的 同 
构 : 


(er A A end A A de) -1 


wAs= (x*w,oe Am A e'. (36) 
证 *: A"*(R") >A*(R") 是 线性 映射 是 明显 的 . 现 证 它 是 单 射 . 为 此 设 有 某 个 w 
使 *w = 0. 于 是 对 任意 a E A*(R") 有 w A o=0. 因 此 w= 0 而 * 是 单身 .但 和"?(R') 与 


A*(R") 是 纹 笋 同 为 | ”的 级 位 宪 癌 ,所 以 只 要 * 是 一 个 单 射线 性 映射 , 则 必 为 同 构 ,定理 证 毕 . 


注 我 们 在 构造 * 算 子 时 使 用 了 一 个 特定 的 o.n, 系 1e ,…,e,1 .实际 上 x 之 定义 与 je 
之 选取 无 关 , 这 里 我 们 略 去 证 明 , 而 始终 应 用 R" 关于 度量 (g,) 下 的 eo.n. 系 fe!l,…,e'|:e' = 
Be,. 
现在 我 们 在 这 个 基底 下 计算 * 算 子 的 具体 表达 式 .为 此 ,只 需 对 A?(R") 的 基底 | et A … 
A ee} 中 的 任意 元 w = er A … A es 来 计算 * .由 定义 
(er A Aer)Ao= (we A Ae,Ye EA RY’). (37) 
这 里 不 芒 谈 < << 有. 令 生 ,jmpl 是 [二 ,…,is| 在 {1,2,…,4| 中 的 余 集 ,而 且 令 
户 芭 < jn 于 是 除非 a = he A … A rs (上 天 0 为 一 实数 ),(37) 之 左 方 必 为 0. 这 样 就 
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知道 * wo 可 用 A"*(R") 之 基底 |e A … A es | 来 表示 , 即 存在 非 零 实数 c ,使 
xw= ce AAAeric 天 0ccR)， (38) 


而 (37) 成 为 
ber A A er A A A er = lo ed (oe) he he 
令 为 变 | 和 ,i371 ,jn-p| 为 |1,2,…,n| 之 排列 ,由 上 式 消 去 即 有 
1 = sgn re se) (er ney, 
因为 (or ee》 = gn 而 (g1) = (8,)' 为 对 角 算 阵 ,y= 11g,，，= 土 1 所 以 
c 一 士 1. 

代 人 (38) 即 可 得 到 x (en A … A es ) 的 表达 式 . 

* 算 子 有 下 面 的 重要 性 质 - 

定理 10 霍 奇 x 等 子 具 有 以 下 性 质 ， 

(1) 对 于 w GA?(R") 


关 关 ew 二 (- Pts , (39) 
; 基 o.n. 基 底 |e,…,。,1 中 适合 条 件 (e ,eo 》= - 1 的 元 素 之 个 数 . 
2) 车 w,o EA?(R"), 则 
(wh rg=oh w= (- 1) (we A A er. 
{b) (#w,#*0) ~ (-1)(w,0). 
证 (1) 我 们 只 需 对 2 = er A A er(ii < … < i) 证 明 (39) 即 可 . 令 ij,，,…,j._,| 是 
fi 在 和 1,2,…,n| 中 的 余 集 ,而 且 j < … < j,, ,由 x 算 子 的 定义 (38) 有 
# w= sgn psgn (el yet) (er, eye) 
bee ea)w = (-1)'sgnp. sgn now {40) 
8 与 分别 是 把 红 ,2,… ,i 变 为 [si jrj 与 [jsj 之 置换 .但 是 ， 
为 将 例如 Ti, 六， jsl 对 换 成 为 和，… ,i 1, 放 4 ,… jisi 共 需 n -个 对 换 ;再 把 
2 与 六 jy 对 换 , 仿 此 进行 下 去 , 总 之 要 有 p(n - p) 个 对 换 . 所 以 sgn p = 
(一 172 sgn x. 代 人 (40) 即 得 (39) 式 ， 
《2) (a) 由 外 积 之 反 交换 性 (定理 4) 以 及 * 算 子 的 定义 有 
wmA sa= (iro Aw= (1 (owe 人 
= -Dowe A Ae = -Llw,oel Am 
=oh *w. 
(《b) 我 们 有 
多 
与 (a) 比较 , 即 有 
{x¥w,%a) = (1) (Cw,0). 
现在 我 们 要 用 稚 奇 * 算 子 来 解释 R* 中 古典 的 向 量 分 析 公式 .我们 仍 用 箭头 或 黑体 字母 作 
为 古典 的 向 量 分 析 公 式 的 向 量 记 号 . 子 是 i = el,j = o,E = o. 在 BR: 中 使 用 笛 卡 儿 直 角 坐 标 
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系 ,使 得 协 变 向 重 与 逆 变 向 量 不 分 ,这 样 。 = < ,而 我 们 不 必 担 心 上 下 指标 的 区 别 . 这 时 >” = 3， 
= 0. 设 有 三 个 向 量 ;:4 =~ ai+ azj + ask = alel +azey +a3e3,B,C 的 记 法 与 此 类 似 , 于 是 
考虑 户 = 1 的 情况 ,注意 到 这 时 ptn - p) = 2, 很 容易 看 到 会 出 现 指标 的 轮换 


#E 一 et 二 eeX 一 六 exg 一 *es= ehe,. 
-2 时 一 p= 1,p(n 一 pp) = 2, 所 以 情况 会 是 - - 样 的 ,利用 定理 10 的 (1) 有 
¥(er Aey= ¥#er =e, (le he)=e, *{el he)= es. 


P= 汪 与 p = 3 的 情况 又 是 一 样 的 .于 是 
*1= el Ae MNer*t{el AerAe)=1. 
利用 这 些 公式 我 们 可 以 很 容易 地 解释 古典 的 向 量 分 析 中 的 向 量 积 与 混合 积 .对 于 前 者 ,我 们 有 
AXB= {aby aba)it (es ~ ab)i + (ap — asbi}k. 
现在 则 求 4 A 了 得 
AAB= (2b 一 at)es Aeyt (ab abi)ey A et (aby — abi)er A es 
于 是 


XB=x(A4AB). {41) 
在 讨论 混合 积 之 前 还 要 讲 一 下 内 积 ( 即 标量 积 ) .前 面 已 说 过 * 算 子 定义 的 基础 是 内 积 , 反 
过 来 内 积 也 可 以 用 * 来 表示 .实际 上 
*AAB= {ae Aestaes Aertase he) hlbe +best ge) 
= {ab + arb, + aby)el A es A es, 
因此 
"B= (xAAB)= ab,+ab,+ab. (42) 
在 古典 的 向 量 分 析 中 ,以 4 ,B,C 楼 的 平行 六 面体 之 体积 用 一 个 非常 奇怪 的 公式 来 表示 ; 
V-A.(BxC)=B.(CxA)= CC.(AxB). 
但 用 * 算 子 则 非常 清楚 . 只 要 用 分 量 来 表示 ,利用 (42) 与 (41) 即 有 
4 (BxC)=<[4Ax(BxC)= *(A4AABAC). 
a G2 | 


Bb 6b bl-1l1=V. 


Cy ca Cy 


这 里 V 是 上 述 平行 六 面体 之 体积 .总 之 把 1 写成 * (el A e; A es) 即 知 


QQ2 as 
V=x||6 bb bsle A eAesl= *(AABAC). (43) 
5 52 53 


这 里 我 们 应 用 了 定理 7 中 的 (30) ， 
总 之 ,利用 了 堆 奇 * 算 子 ,立即 有 
外 XB 二 以 4,B 为 边 的 平面 四 边 形 的 有 符号 的 南 积 = x (A A B) 
4 (BX C) = 以 A,B,C 为 棱 的 平行 六 面体 的 有 符号 的 体积 = x* (4 A B A Cy. 
这 就 很 明确 地 体现 了 格拉 斯 曼 把 几何 量 分 成 互相 有 联系 的 不 同类 型 的 量 之 系统 这 个 思想 . 
把 格拉 斯 曼 的 这 个 思想 用 到 微分 流 形 上 将 得 到 更 丰 左 的 结果 . 
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§4 外 微分 形式 


1. 从 一 个 张 量 空间 到 张 是 从 设 M 是 一 个 维 C” 微分 流 形 ,于 是 对 其 上 每 一 点 PE M， 
有 切 空间 T,( M) 与 余 切 空间 T; (M) 是 其 对 偶 . 如 果 于 立地 着 一 个 点 , 即 固定 呈 , 则 切 空间 与 余 
切 空间 就 是 RR" 与 (R*) ,其 上 的 向 量 与 张 量 结构 我 们 已 在 $ 上 与 8$3 中 作 了 详尽 的 讨论 . 若 令 了 
在 M 中 变动 ,我 们 就 会 得 到 一 族 线 性 空间 (A 与 UT: 《M) .因为 M 是 光滑 的 ,我 们 直 


觉 地 会 想到 ,例如 Tp (M) 中 某 一 切 向 量 当 忆 变动 时 也 会 光滑 地 变化 . 但 是 实际 上 并 不 如 此 简 
单 -不 同 的 已 点 的 切 空间 之 基底 互相 没有 关系 ,. 当 己 一 旦 变动 ,原来 Tr(M) 的 基底 (例如 记 作 
tae,“…'yenr1) 不 知道 会 怎样 变 .其 至 原来 线性 无 关 的 向 量 也 会 变 成 线性 相关 而 使 iesp，…, ep1 
不 再 成 为 基底 .所 以 在 2 中 讨论 向 量 从 时 ,我 们 不 能 只 考虑 底 空 间 M 上 之 点 P 附近 UU, 中 的 局 
部 坐标 映射 ,还 要 考虑 纤维 之 变化 ,于 是 要 求 r' (UU, ) 能 同 胚 于 U, x R", 且 x'(P) 实 RR' .这样 
一 来 , 当 卫 在 UU. 中 变化 时 ,可 以 使 PP 点 在 每 个 位 置 上 的 基底 之 间 有 线性 同 构 关系 , 且 此 同 构 之 系 
数 是 C” (MM) 函数 . 这 样 一 来 , 底 空 间 的 局 部 坐标 x 与 纤维 之 坐标 就 完全 分 开 , 而 在 
山 TCM) 中 可 以 引入 如 下 的 局 部 坐标 系 (r，，… ,zi 人 避 ) 这 一 点 正 是 向 量 从 定义 中 的 


要 点 , 即 所 谓 局 部 平凡 化 条 件 .有 了 这 一 点 ,我们 上 面 提出 的 困难 就 自然 消解 了 .但 又 会 产生 一 个 
新 问题 :原来 固定 P 点 讨论 Tp (M) 时 是 把 它 作为 一 个 线性 空间 ,其 系数 均 为 实数 ,现在 “系数 ” 
要 随 P 变动 了 ,自然 就 应 取 为 C”(U.) 函数 .看 起 来 这 只 是 毫 不 起 腿 的 小 事 ,实际 上 带 来 很 大 的 
间 题 ;线性 空间 的 系数 构成 一 个 域 (field) . 在 代数 学 中 域 是 有 特定 含义 的 ,简单 地 说 就 是 在 域 中 
可 以 作 四 则 运算 , 唯 有 以 等 作 分 母 除外 . 现在 C”(U,) 只 是 一 个 环 (ring) ,而 一 个 环 简单 说 来 就 
是 可 以 在 其 中 作 加 、 减 、 乘 的 集合 , 而 除法 一 般 是 不 许可 的 . 设 着 有 一 个 不 恒 为 0 的 C” 函数 
A(z).Az) 当然 不 是 去 元 ,但 它 可 能 在 某 一 点 P 为 0: KKP) = 0, 于 是 对 这 个 非 0 元 也 不 能 作 
11f(z), 即 1f(z) 名 C” .这 是 一 个 不 小 的 限制 .例如 元 素 为 实数 (这 是 我 们 一 直 在 用 的 域 ) 的 矩 
阵 4, 是 可 以 讨论 其 逆 和 矩阵 的 (尽管 当 det A = 0 时 道 矩阵 并 不 存在 ) ,但 元 索 在 某 一 环 (例如 
C™(U,)) 中 的 矩阵 ,就 根本 不 能 谈 它 的 逆 矩 阵 问题 ,因为 道 和 矩阵 的 元 是 以 det A 为 分 母 的 .读者 
一 定 询 记 住 ,元 素 在 环 中 的 矩阵 和 元 素 在 域 中 的 矩阵 全 然 不 同 . 例如 ,对 于 前 者 就 不 会 有 很 有 用 
的 车 尔 当 标准 形 . $ 2 中 已 说 过 ,这 种 系数 为 C* 函数 的 "线性 空间 ” 称 为 一 个 模 (module), 模 和 线 
性 空间 大 不 相同 .在 讨论 向 量 从 时 应 该 注意 这 一 点 .但 是 我 们 又 不 打算 去 讨论 模 的 问题 ,所 以 对 
读者 们 说 来 ,最 简单 的 办 法 是 不 要 轻易 地 做 除法 ,而 要 特别 注意 分 母 是 否 在 某 点 可 能 为 0! 以 上 
我 们 重 述 了 关于 从 的 问题 . 

现在 即 以 T,《M) 为 基本 的 线性 空间 , 即 上 节 中 的 及 " ,或 Y. 而 在 每 一 点 PE M 可 以 作 一 个 
张 量 代数 天, 一 个 格拉 斯 显 代 数 人, (M) ,于 是 我 们 有 张 量 代数 从 9( M) 和 格拉 斯 曼 代数 从 (或 
外 代数 从 ) A《M). 在 $2 中 我 们 定义 了 一 个 向 量 从 的 切口 的 概念 . 设 有 M 上 的 向 量 从 EE, 其 相 
应 的 投影 是 x, 若 有 自 U CM 到 EE 中 的 映射 ,适合 x*。o = id 就 说 a 是 巨 在 U 上 的 切口 ,车 a 
是 光滑 的 ,就 说 此 切口 是 光滑 的 . 如果 用 比较 直观 的 语言 , 现 以 切 从 为 例 ,并 设 U 是 一 个 坐标 邻 
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域 ,其 局 部 坐标 为 (x), 所 谓 给 它 一 个 切口 ,就 是 对 U 中 每 一 点 ( 记 为 rz) ,可 以 在 王 中 zx 处 的 纤维 
中 找到 一 个 元 与 之 对 应 . 因为 在 U 中 各 点 处 的 纤维 都 同 构 于 R" ,而 且 有 -个 与 + 无 关 的 , 即 适 
用 于 整个 UU 上 的 基 庆 1e| ,所 以 纤维 中 的 元 车 用 1e| 表示 必 为 一 个 特定 的 (和 (x),…,&, (zx)) 二 


六 6(z)e .所谓 光滑 切口 则 是 指 所 有 这 些 &(7)E CD). 这 样 我 们 得 到 坐标 邻 域 U 中 的 切 


口 ,就 是 一 个 局 部 切口 .是 否 有 可 能 由 局 部 切口 转 而 构造 出 M 上 的 整体 切口 ?我 们 当然 会 想到 找 
到 催 个 相交 的 坐标 邻 城 U 与 V 以 及 其 中 的 局 部 坐标 1x| 与 19| ,于 是 在 U 站 了 中 上 述 特定 的 纤 
维 中 的 元 (各 (z),…,& (zx)) 或 写 为 (9.(y),… ,加 (y)) 之 闻 可 以 用 迁移 函数 的 雅 可 比 矩阵 来 转 
换 .但 是 这 样 做 是 否 可 以 在 整个 M 上 作出 一 个 切口 是 一 个 严重 的 问题 .不 但 这 种 整体 问题 有 如 
此 的 困难 ,有 时 甚至 局 部 问题 也 有 困难 .我 们 起 这 个 机 会 向 读者 介绍 一 件 信 得 注意 的 事 .能 不 能 
找到 适用 于 坐标 邻 域 U 中 的 o.n, 系 ?o.n. 系 显然 来 自 内 积 ,而 内 积 则 决定 了 一 个 度量 .在 一个 局 
部 坐标 系 下 ,由 每 一 点 处 的 一 个 二 阶 对 称 协 变 张 量 决定 . 如 果 这 个 张 重 当 xz 在 U 中 变化 时 ,是 张 
量 从 的 C” 切 ,因此 用 扼 阵 (g&, (+)) 表示 ,每 一 个 g,(z) € C"(D) , 且 为 简单 设计 它 是 正定 
的 .要 找 一 个 o.n. 系 就 是 找 一 个 从 标 变换 x = xz(y)》, 使 在 (y) 坐标 下 (g,) 成 为 一 对 角 和 矩阵 
2(xz)1, 即 要 求 


- rr ax 
8u(2) = Bu lr) Tr Fr=0, kL 
yy 


B19) = By) = A(z). 
(<) 之 值 不 定 . 由 对 称 性 ,上 式 实际 上 是 合 { 召 +1)(n ~ 1) 个 方程 的 方程 组 ,而 我 们 想 由 它 奖 


定 出 = 个 函数 x, = 世 ( 来, 我 们 知道 [等 + i) -Daw(n 3 分, 而 且 除 了 = 


2 外 ,上 式 中 有 严格 的 "> ”成 立 . 所 以 方程 个 数 多 于 未 知 函数 个 数 , 而 这 个 方 稳 组 是 超 定 的 
(over-determined) 因此 一 般 是 不 可 解 的 -首先 指出 这 一 点 的 正 是 黎 曼 本人, 而且 就 见于 他 著名 的 
就 职 演说 (habilitation)* 论 作为 几何 基础 的 假设 " 中. 按 这 个 说 法 ,对 维 数 大 于 2 的 微分 流 形 ,一 般 
在 哇 怕 任意 小 的 坐标 邻 域 中 ,在 切 空间 上 也 不 一 定 有 o.n. 系 (但 在 2 维 流 形 上 却 可 以 ) ,所 以 下 面 
我 们 能 讲 某 一 点 切 空间 中 的 o.n, 系 而 不 能 讲 切 从 的 某 一 切口 中 的 o.n. 系 . 

于 是 回 到 主题 ,对 n 维 微分 流 形 M ,我 们 就 以 TCM) 作为 上 节 中 的 R* .于 是 在 一 个 坐标 邻 


域 D 中 .相对 于 局 部 坐标 (z)Tr(M) 有 标准 的 基底 | 2 .Tp (M) 则 有 标准 的 对 偶 


3 
基 三 1dz!，…vdz"i. 这 里 的 dz' 是 余 切 向 量 而 不 是 坐标, 它 是 dr 当 F(z) 二 x 时 的 特例 .着 作用 
在 切 向 量 w = (zi wsas) 上 ,dz'(ze) = ur, 即 它 可 以 把 wx 的 第 ; 个 分 量 w( 它 是 一 个 实数 )* 取 ” 
出 来 . 如 时 把 切 向 量 容 成 微分 算 子 X, 风 由 $2 中 的 定义 df(X) = (让 ,于 是 (dz CX) 
Xz ), 把 X 写 成 X= w 各 7 则 (dz)(X) = X(z) = 这 与 利用 对 偶 性 (dz' ,527)》 = 避 得 
出 的 结果 是 一 至 的 . 

利用 局 部 坐标 (xz ), 余 切 向 量 共 的 C” 切口 成 为 w(z) = o (zj)dz ,ea (zyE Ce(UD , 称 为 


1 微分 形式 . 切 向 量 从 的 C” 切口 是 X = a (xz) 可 ,a (z) E (~(U) 称 为 向 量 扬 .U 上 的 向 量 
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. El 
场 集合 记 为 抽 上 U),7:(U) 的 切口 称 为 张扬 ,其 局 部 坐标 表示 为 ait (z) 5-@ 一 Ce 


dr 的 … 的 dx". A"{U) 的 切口 成 为 

w(xz)= a (FJdz A Adr i < i, {1) 
as (xz) € C”[U) 称 为 一 个 + 微分 形式 或 + 外 微分 形式 .我 们 记 ;微分 形式 的 集合 为 Fr( U)， 
7 一 0,1,…,n.(1) 中 的 指标 时 常 为 方便 起 见 还 加 上 限制 i， < … < i, . 共 不 加 这 个 限制 , 则 + 微 
分 形式 常 写 为 

dr A A de (1) 
以 下 是 否 采用 了 这 个 限制 将 可 从 上 下 文中 看 到 . 

外 代数 中 的 代数 运算 法 则 都 很 容易 转移 到 外 微分 形式 中 来 .但 应 该 注意 由 于 实数 域 R 现在 
被 光滑 函数 环 C” 取 代 , 所 以 有 些 公式 会 有 很 容易 的 变化 . 首先 是 ,0 微分 形式 现在 不 是 实数 域 
R, 而 是 C” 本 数 环 . 此 外 
ja+ao)= fotfs 
中 /不 只 是 实数 ,而 是 C” 函数 ,关于 外 积 则 有 
wAfr=ftoho= fw Aho), 

这 里 例如 万 变 成 0 微分 形式 与 男 一 微分 形式 之 乘积 .这 时 ,0 微分 形式 之 “位 置 ” 可 以 随意 移 , 这 
与 反 交 换 人 性 


whAAlc=(-D"oAw 
不 矛盾 ,因为 若 e = f, 则 := 0, 上 式 自然 成 为 
wAf=fAw= fo. 
最 后 一 步 其 实 可 以 看 成 一 个 “定义 ”, 即 0 微分 形式 与 w 之 "标量 积 " 就 是 外 积 、 
2- 推 前 与 拉 回 ”现在 我 们 要 讨论 , 若 有 微分 流 形 M 到 N(dim M = msdim N = 7) 的 映 
射 (我 们 便 限 于 可 微 映 射 )p , 则 A (M) 与 人 CN) 之 问 是 否 有 一 个 相应 的 映射 ?首先 ,M 上 的 也 
点 的 切 向 量 X 将 变 为 N 上 gs, 处 的 切 向 量 Yin ,$2 中 指出 


Yop = dpg * Kp. (2) 
这 里 dg 是 切 映射 ,在 局 部 坐标 x,y 下 ,车 把 p 写成 
y= yz) = yr ,1 ), (3) 
则 dpg 之 坐标 表示 就 是 (3) 在 已 点 的 雅 可 比 和 矩阵 
1 
dop = ay sy, 0) (4) 


B(x r,s) 
所 以 (2) 中 的 drg 既 可 以 作 与 坐标 无 关 的 理解 , 像 $2 中 指出 的 曲线 的 等 价 类 [c] 之 间 的 映射 或 
TM) ST CN) 的 向 昌之 间 的 映射 一 样 是 一 个 整体 ,一 个 完整 的 记 续 ;也 可 以 采用 坐标 表示 
《3) 而 看 成 为 微分 学 一 章 中 讲 的 , 即 映射 (3) 的 线性 部 分 , 即 泰 勒 展开 式 的 线性 部 分 .这 时 dp 不 
必 再 看 成 一 个 抽象 的 完整 不 可 分 的 记号 ,而 它 确实 就 是 对 二 更 的 函数 9( 即 (3)) 作 十 典 的 微分 运 
算 ( 即 (4)) . 想 要 转 到 向 量 从 上 去 ,就 简单 地 去 挤 下 标 中 的 ,就 是 让 P 变动 .但 这 时 dr 变 成 了 d 
却 反而 要 “ 找 " 这 个 “ 躲 起来" 的 P, 于 是 找到 了 P 的 坐标 < ,而 d 就 是 对 这 个 = 作 十 典 的 求 导 运 
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算 . $3 第 一 段 未 引用 了 M.Spivak 一 段 话 ,说 这 些 老 记号 都 有 了 新 定义 ,要 我 们 “ 慢 慢 来 眼 ”, 下 
面 我 们 还 要 去 跟 这 个 微分 d. 
在 $2 中 我 们 把 dp 写成 P. ,而 由 (2) 以 及 (4) 可 得 切 映射 pg, :TeM 一 Twn) NN 的 局 部 坐标 
9 ) a(y' sy) 


表示 
日 9 
we ke 

我 们 在 $2 中 说 yg。 是 一 个 推 前 ,因为 它 映射 的 方向 与 g:M 一 N 是 一 致 的 . 丁 是 我 们 看 见 有 一 
类 与 流 形 相 联系 的 几何 量 在 映射 p 下 是 被 推 前 的 .但 还 有 一 类 对 象 是 被 拉 回 的 .$2 中 我 们 已 见 
到 一 个 例子 , 即 函 数 . 设 函 数 /€ C™(N) 是 定义 在 N 上 的 .如 果 9 把 M 的 一 个 区 域 映 射 到 六 中 
8 之 定义 域内 , 则 f。 yp 定义 在 M 的 这 一 个 区 域内 .这 里 一 定 会 产生 - -个 问题 : M 中 的 这 个 区 域 不 
一 定 是 整个 M,g 把 它 映 到 /之 定义 域内 也 不 一 定 是 映 到 整个 定义 域 上 ,更 不 一 定 映 到 整个 N 
上 .此 外 ,这 个 映射 p 一 般 不 可 能 是 微分 司 胚 . 主 少 从 dim M 与 dim N 不 一 定 相同 就 可 以 看 到 这 
一 点 .对 于 这 样 一 些 麻烦 我 们 现在 不 来 讨论 ,我 们 关心 的 只 是 映射 的 “方向 ”. $2 的 (25) 式 告诉 
我 们 ( 现 将 记号 稍微 改变 一 下 ). 


(dye * X)CF)sn, = K(f * p)». 
我 们 把 F。 9 记 作 wp ,而 说 是 将 定义 在 N 上 的 / 拉 回 到 M 上 ,并且 仿 照 矩阵 与 内 积 的 记号 将 上 
式 写成 
《9 六 sm 一 《9 Ap (5) 

于 是 看 到 p. 与 9” 的 关系 很 像 一 个 矩阵 与 转 寺 矩阵 的 关系 ,而 (5) 式 很 像 内 积 .如 果 我 们 让 卫 在 
M 上 变动 (至 少 是 在 M 的 一 个 区 域 中 变动 ) , 则 应 略 去 (,) 下 的 下 标 ,而 得 到 两 个 C” 函数 , 左 方 
定义 在 N 上 , 右 方 定 文 在 M 上 . . 

上 面 我 们 看 到 , 推 前 与 拉 回 的 区 别 恰 好 和 谥 变 与 协 变 的 区 别 相应 ,这 不 是 侦 然 的 ,因为 二 者 
均 以 对 侦 性 为 基础 .为 了 把 这 一 点 说 明 自 ,我 们 不 妨 从 最 简单 的 情况 看 起 .现在 用 R" 来 代替 
TpM .在 §1 中 讨论 逆 变 与 协 变 两 个 概念 时 ,我 们 是 以 其 在 坐标 变换 一 一 现在 就 假设 是 线性 变 
换 一 一 下 的 的 表现 为 依据 的 .于 是 不 妨 设 R" 中 已 有 了 一 个 基底 1e,,… ,e,1 并 且 经 过 变换 成 为 
{fi fl 


e = wf- 
在 (R")" 中 则 有 对 偶 基 |o ,…,w" | 与 io',…,a"|. 于 是 R" 中 的 向 量 a 以 及 (R") 中 的 向 量 有 
分 别 用 
a = re ,p= bo 

表示 .而 8 作用 在 a 上 之 值 , 即 线性 泛 函 8 在 e 上 之 值 用 * 内 积 "表示 : 

Bsa) = Ex 
如 果 换 用 新 的 基底 1 六 | 以 及 相应 的 对 偶 基 底 1z | , 则 因 例 如 * 本 身 就 是 同一 个 向 量 ,不 应 因 坐 标 
之 选择 而 有 异 .所 以 a 在 新 坐标 系 下 的 表示 a = yj/ 应 该 与 原来 的 向 量 相同 ; 

Ze = yh,. 


但 因 e,=aif,, 代 人 上 式 有 
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yf = raf, 
所 以 
y= a 
我 们 把 它 用 矩阵 写成 
y= Ar 


同样 的 理由 用 于 (R" ) ”, 就 得 到 同一 个 向 量 8 在 两 个 坐标 系 下 的 表示 8= 8z 与 8= jr 中 
应 有 关系 式 
& = By. 
为 什么 写成 《= Bn 而 不 写成 ?= 下, 下 面 的 演算 自 会 说 明 
问题 在 于 B 是 牢 么 ? 要 回答 这 个 向 题 ,就 要 注意 到 ,不 但 «,8 不 应 因 举 标的 改变 而 异 ,它们 
的 肉 积 (8,a) 也 是 这 样 .所 以 
(Ba) = SP = WY. 
但 是 y =aiz', 代 人 上 式 就 有 
Dar = hr. 
因为 此 式 应 该 对 一 切 x' 都 成 立 , 所 以 
和 =- 
所 以 自然 得 到 形 如 &= By 的 关系 式 .而 且 注 意 到 ,现在 是 对 必 之 上 标 求 和 .前面 y = afz: 是 对 
a 之 下 标 求 和 ,所 以 立即 有 
B='A. 
如 果 用 矩阵 形式 来 写 ,就 更 清楚 : 由 于 
(4 At) = Ayr ) = (Fz), 


所 以 
¢ = Br ='An. 
在 $1 中 我 们 讲 的 是 如 何 从 “ 老 坐 标 " 变 为 “新 坐标 ", 所 以 上 式 要 改写 为 
了 = 
首 步 变换 即 直 此 而 来 . 


上 面 我 们 把 $ 1 的 内 容重 复 了 一 次 .现在 我 们 要 换 一 个 观点 来 看 待 它 . 上 面 我 们 把 ToM 换 
成 了 RR" ,然后 按 §1 的 讲法 在 R" 中 作 上 坐标 变换 .但 是 R" 中 换 用 了 另 一 个 坐标 系 以 后 ,也 可 以 看 
成 是 另 一 个 n 维 线 竹 空 间 . 所 以 ,如 果 把 TpM 看 成 原来 的 RR", 则 现在 的 R* 就 可 以 认为 是 
ToM.Q@= gp( 了 ), 而 A 就 认为 是 切 映射 dpp = 9. :TrM-TaM .我 们 得 到 的 则 是 其 对 偶 映 射 : 忆 
= gp" . 道 步 变换 4 “中 采用 转 置 是 内 为 我 们 从 R" 塌 到 (R" ) .其 中 出 现 " 逆 ”, 则 表明 了 gp" 的 
映射 方向 与 p, 相反 :一 是 拉 回 , 一 是 推 音 - 

上 面 讲 的 当然 不 完 浦 ,这 一 点 前 面 已 经 说 过 了 : 至 少 dim MM 与 dim N 不 一 定 根 同 , 和 前 面 
一 样 ,我 们 不 去 讨论 这 些 问题 . 至 少 我 们 看 到 , 协 变 逆 变 也 好 ,推荐 拉 回 也 好 ,其 基础 就 是 对 侦 性 . 
我 们 把 它 写成 (5) 式 ,借用 了 线性 代数 的 记号 , 正 是 因为 其 基本 思想 是 一 致 的 . 

于 是 我 们 看 到 了 0 阶 协 变 张 量 { 即 一 阶 微分 形式 )} 之 拉 回 有 了 定义 ,一 阶 协 变 张 量 ( 即 一 阶 微 
分 形式 ) 之 拉 同 也 有 了 定义 ,那么 了 9 M) 乃 至 4(M) 之 切口 工 之 拉 园 o* 全 又 应 如 何 定义 昵 ? 
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我 们 不 问 更 一 般 的 张 量 如 何 处 理 ,因为 在 几何 学 与 物理 学 中 很 少见 到 高 阶 道 变 张 量 . 注 意 到 高 阶 
协 变 张 量 可 以 用 0 阶 与 1 阶 协 变 张 量 ,用 四 与 4 来 生成 ,所 以 只 要 弄 清 四 与 4 与 p "之 关系 ， 
则 一 切 迎 刃 而 解 .这 就 是 下 面 定 义 1 与 定理 1,2 之 来 由 ,以 及 它们 与 张 量 的 协 变 、 雍 变性 质 之 关 
系 . 

今 设 工 为 N 上 一 个 + 阶 协 变 张 最 .X, ,…,X, 为 M 上 个 向 量 场 . 现 用 p. 把 它们 推 前 成 为 
人 上 的 -个 向 量 场 ,p, 和 ,9. X ,于 是 丁 可 以 作用 于 它们 : T(g(x))(g. XX 9- 时), 回 
到 M 来 看 这 就 是 对 M 上 的 ~ 个 向 量 场 给 出 了 一 个 多 重 线性 形式 , 即 对 固定 的 zxE M， 

(Klr) Kr) R, 

它 自 然 是 z 点 的 3 从 的 一 个 讽 . 当 zx 在 M 上 变动 时 , 则 得 到 9?( M) 从 的 一 个 C” 切口 , 即 M 
上 一 个 张 量 场 .我 们 就 用 它 作 为 了 的 拉 回 的 定义 ; 

定义 1 向 工 是 六 上 二 个 ， 阶 协 刘 张 最 场 ,， 之 0, 当 ，> 0 时 ,对 M 上 任 富 "个 最 场 
XL,…，X, 可 以 得 到 一 个 C” 画 数 ;T(x)(p, Xi，… ,gp,X,), 它 定义 了 RM 上 一 个 张 量 场 , 称 为 
在 M 上 的 近 因 ,于 是 得 到 校 回血 子 p” 之 宕 如 下 ; 


(9 Tz)(Xis ,KN) = 了 T(p(z))09 Xp X,). (6) 
= 0 时 ,办 阶 张 景 即 一 个 C” 冰 数 / 之 拉 辐 案 义 为 
pf= /f° 9. (7) 


拉 回 算 子 pg ”显然 是 - -个 线性 算 子 . 
(6) 式 也 可 以 模仿 (5) 式 那样 用 对 偶 关 系 来 表示 :我 们 常 把 (6) 写 为 
《了 (8) 
它 与 (5) 的 区 别 在 于 (5) 对 /是 线性 的 ,而 (8) 对 X, ,… ,X 是 多 重 线性 的 .但 是 姬 果 只 考虑 一 阶 
张 量 , 即 x = 1, 则 (8) 告诉 我 们 ,p” 与 p. 分 别 作用 在 切 空间 的 切口 上 与 余 切 空间 的 切口 上 ,而 
且 P” 与?, 互相 对 偶 . 下 面 讲 到 9” 与 p。 的 局 部 坐标 表示 时 这 一 点 就 表现 得 更 清楚 . 此 外 要 注 
意 ,(5) 表示 一 个 微分 算 子 对 一 个 函数 的 作用 , 即 一 个 1 阶 逆 安 向 量 作用 于 0 阶 协 变 张 量 ,但 是 我 
们 不 知道 什么 是 0 阶 北 变 张 量 ,所 以 也 谈 不 上 1 阶 协 变 张 量 作用 于 0 有 阶 道 变 张 量 的 问题 .所 以 (5) 
与 (8) 其 实 并 不 一 样 ,(8) 则 是 利用 张 量 作为 一 个 多 重 线性 泛 函 之 定义 而 全 不 涉及 微分 计算 . 
总 之 ,9 ”现在 已 定义 到 张 量 代数 上 了 . 这 个 代数 中 有 乘法 运算 一 张 量 积 ,于 是 我 们 当然 
要 考虑 拉 回 算 子 与 张 量 积 的 关系 .我 们 的 结论 是 ;二 者 是 可 交换 的 , 即 有 
定理 1 设 M 与 NN 分 别 为 m 维 与 = 维 的 微分 流 形 ,p: MN 为 一 可 微 映射 .车 与 分 
日 是 N 上 的 + 阶 与 ; 阶 协 变 张 量 场 , 则 
9 {wo = (po) Bg" 0). (9) 
证 先 固定 一 点 PE M, 并 在 TrM 中 任 取 + ;个 向 量 场 X, 使 X,(p) E ThM, 子 是 
9 (oO Xs Ki) = {wu Bo pK, ,Ks an 
= wp. Xe, pe KX,) sp 。 opr Kies, pe Kss) pcp) 
= (9 w(K, Kp Cp oo) (Ks Kp 
= (9 wp (XXX 
让 了 在 M 中 变动 即 得 关于 张 量 场 的 公式 (9). 
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外 积 是 张 量 积 生成 的 , 即 对 张 量 积 再 作用 以 交代 算 子 , 见 $3 的 定义 5(23) 式 


TAS= CAutT@S)， 


所 以 ,现在 要 讨论 p” 与 Alz 是 否 可 交换 .这 时 有 
定理 2 M,N 和 ?与 定理 1 相同 : 若 。 与 v 分 别 为 N 上 的 - 微分 形式 与 微分 形式 , 则 
9 (wowAa)=( wo)ACg ao). (10) 
证 ”我们 先 证 gq" 与 Azt 可 换 . 事 实 上 , 令 P 为 M 上 一 点 ,X, E Tp(M),i =1,2, rr 
是 11,2,…,ri 的 任 一 排列 .对 于 N 上 和 任 一 个 > 阶 协 变 张 量 场 工 ,由 定义 1， 
(9 Tp Xen ss Kan ) = T(p. Ky pe Keen pr) 


所 以 
Zsen Tp TA( Xn Xi ) = Zsen rT Tg Xe- en 


由 Al 之 定义 ,再 让 忆 在 M 中 变动 ,有 
(多 了) 成)》 = pg" CA THK, ,eX,). 


这 就 是 我 们 需要 的 可 换 性 : 
Ali(y” :) = (CA (11) 
把 这 个 结果 用 于 w 与 6, 并 应 用 定理 1, 有 
多 (ww Ag) = Ct 5)! pg [Al(w (0 o)] 


rte: (w@o0)] = Ct an(g wm® po) 


= pwhg'o, 
定理 证 毕 . 
$2 中 我 们 得 出 了 推 前 算 子 p. 的 局 部 坐标 表达 式 .现在 要 问 p" 的 局 部 坐标 表达 式 是 什么 ? 
为 此 ,我 们 再 把 $2 中 相关 的 记号 在 此 重复 一 次 . 令 = = (zi ,…，,zn) 和 3 = (y 5) 分 别 是 
如 与 N 中 的 局 部 坐标 ,而 可 微 映射 p: M 一 N 成 为 


y= yr) 1 ,2 
在 $2 中 得 到 ,p。 的 表达 式 如 下 : 
或 
+ 们 j-w 信 ja 盆 ) mn 
ay 32 
， TI 3x™ 
这 里 A = (这 )= : ; | .而 求 和 是 对 y 的 上 标 进行 的 ,所 以 上 式 中 用 记号 "A .从 这 
dr DZ 


里 我 们 看 到 dg 一 方面 应 该 看 作 是 一 个 整体 记号 ,而 由 切 映射 的 与 坐标 无 关 的 定义 得 出 上 式 ， 另 
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一 方面 又 可 以 看 作 是 用 通常 微 积分 教 本 中 讲 的 古典 的 微分 运算 作用 于 函数 y= 区 (zs 
的 结果 .尽管 其 含义 不 同 , 计 算 结果 都 是 一 样 的 .现在 我 们 同样 利用 这 两 种 方法 来 计算 p”. 
首先 利用 pg” 的 定义 (8) 式 ,并 且 只 看 为 1 阶 协 变 张 量 场 的 情况 ,因为 高 阶 张 量 场 可 以 由 
定理 1 和 2 化 为 1 阶 张 量 场 之 张 量 积 或 外 积 .又 因 p” 是 线性 算 子 ,所 以 只 需 设 代为 阶 张 量 场 
之 基底 中 的 元 dy (注意 工 是 N 上 的 张 量 ) 即 可 ,因此 我 们 只 要 计算 (9 "dy ,Xy 即 可 ,而 且 不 妨 


取 久 即 为 M 上 切 向 量 的 基底 ;X = 3 .应 用 (5) 与 (12) 有 


sj 3 Yr aa、 ay 
Cp' dy ‘je = (dy' ,9, ( 声 }》 = 《dy ,有 57》 = 了 
医 此 
， 
pg" (dy) = dz = A(dz') 的 第 大 个 元 ， (14) 


它 与 (13) 的 区 别 在 于 :首先 它 是 对 x 求 和 即 是 对 下 标 {( 上 标 表示 所 在 行 的 位 置 , 下 标 表 示 所 在 列 
的 位 置 ) 求 和 因此 其 系数 矩阵 是 (13) 中 系数 矩阵 之 转 置 .其 次 ,(13) 式 是 把 N 上 的 对 象 经 '4 变 
成 M 上 的 对 象 之 推 前 ;(14) 则 是 把 M 上 的 dr 经 A 变 成 N 上 对 象 dy 之 拉 回 ,因此 ,(13) 与 (14) 
是 互 为 逆 步 的 .但 我 们 没有 用 ‘4 这 样 的 记号 ,因为 一 般 说 来 m 关 2 , 面 A 不 是 方 阵 ,自然 无 法 
作 4 

我 们 再 从 另 一 个 观点 来 看 p' (dy*).$2 中 已 说 过 用 微分 记号 来 表示 切 映射 是 因为 切 映射 


实际 上 确实 就 是 古典 的 微分 .dy 作为 区 的 对 偶 基 底 正 是 以 dy 把 六 映 人 中 的 线性 映射 或 线性 泛 


函 .所 以 dy 正 是 把 N 之 切 向 是 映 为 有 的 切 向 量 ( 仍 旧 是 好 中 的 元 ) 的 切 映射 ,所 以 实质 上 也 就 
是 古典 的 微分 .这 一 点 在 $2 中 就 详细 讨论 过 .把 dy 看 作 N 上 的 余 切 向 量 ,就 是 把 y 作 为 N 上 的 
“ 自 变量 "得 到 的 微分 ,gp* (dy) 则 是 把 它 拉 回 到 M 上 , 即 是 要 把 y 看 成 M 上 的 > 之 画 数 ,并 问 这 
时 dy 是 什么 .当然 很 清楚 ,由 古典 的 微分 学 有 


所 以 gp dy 与 dy 之 区 别 就 是 前 者 把 y 看 成 x 的 函数 ,而 后 者 把 ”看 成 自 变 量 . 这 样 我 们 又 一 次 得 
到 (14). 这 样 的 讲法 虽然 思路 是 明白 的 ,但 总 有 不 严格 之 嫌 . 正确 的 作法 应 该 是 证 明 对 任 一 C” 
函数 六 

p' (df) = dp /), 《15) 
这 样 就 会 有 有 pdy: = d( gpg'y) = dk(z) 而 又 得 (14). (15) 是 一 个 下 面 就 要 讲 的 重要 结果 之 特 
例 - 对 于 人 上 的 C” 函数 f, 因 为 df € T* N, 用 gg" 拉 回 后 有 gy" df € T* M . 任 取 MM 的 一 个 向 
量 场 XE TM, 应 有 


pAf(X)= df(v.X) = {(p. Xf) = Xp] 
= Xp A) = dy f)(X)- 
所 以 (15) 成 空 . 
总 之 ,与 ”的 局 部 坐标 表示 是 互 为 送 步 的 雅 可 比 矩 阵 . 
9， 与 ”之 性 质 还 有 一 个 重要 的 区 别 , 即 它 们 的 链 式 法 则 方向 不 同 . 设 有 三 个 微分 流 形 及 
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其 间 的 可 微 映射 
M-2rN -全 L. 
于 是 %。9p:M 一 工 是 一 个 可 微 映射 .对 于 切 映射 (4%。p). ,$2 的 定理 5 指出 
(go 9). = .+ 9,. (16} 
然而 对 于 拉 回 映射 , 则 会 得 到 一 个 次 序 与 此 相反 的 关系 式 ， 
(p° 9) ”人 (17) 


为 证 此 式 , 回 到 定义 1. 邻 工 是 EL 上 任 一 ~ 阶 协 变 张扬， 外 ,… ,XX, 为 M 上 任意 7 个 向 量 场 , 于 
是 由 于 yo。g:M 一 工 是 一 个 可 微 映射 , 故 由 (6) 式 
(ge p) T(z)(Xi se KX ) = Tr) (ye pe. Xe, (pe° p). X,] 
= T(r)[yg, (Cp. Xi) yp, KX)] = Cp" Tr) gy, Ks, po. X,] 
二 [9 (T(r)}CX, ,+, X,). 
而 (17) 得 证 . 
不 论 是 从 局 部 坐标 表示 看 还 是 从 链 式 法 则 的 形式 看 , 推 前 与 拉 回 的 关系 都 是 互相 逆 步 的 ,有 
如 向 量 之 内 变 与 逆 变 的 关系 一 般 . 所 以 在 选用 记号 时 , 凡 下 加 * 者 都 是 指 映射 方向 与 基本 的 可 
微 映射 p: M 一 N 一 致 的 ,而 上 加 * 者 都 是 与 它 相 反 的 . 
3, 微分 流 形 的 定向 ”R" 的 定向 可 以 由 其 菜 一 坐标 (zx! ,… ,zx") 的 次 序 决定 .如 果 R* 还 有 


一 个 人 标 (7) , 则 y = wir, 而 a; = 3 学, 从 而 上 述 变换 式 之 系数 短 阵 A = (a;) = 
) 如 果 de re 和 :2 ] > 0, 就 说 这 两 个 坐标 决定 相同 定向 , 若 此 行列 式 为 负 ,出 
说 它们 定 出 相反 定向 . 这 个 概念 转 到 微分 流 形 M 上 时 会 遇 到 新 闻 题 . 设 M 可 以 用 坐标 邻 域 
(UU,g)| 来 覆盖 ,而 pCU) C Re 中 有 局 部 坐标 例如 (z+，…,z"), 则 我 们 可 以 认为 它 决定 了 局 
中 的 定向 ,所 以 在 M 上 局 部 给 出 定向 是 没有 困难 的 , 若 换 另 一 个 坐标 邻 域 V 而 V 站 U 关 儿 , 我 
们 要 看 V 中 的 局 部 航标 (yy ) 与 (z1，… ,zx") 在 U 站 V 中 是 否决 定 相同 定向 . 如 果 是 就 
说 (3 ) 在 V 中 (而 不 只 是 在 U 由 V) 中 也 决定 与 I 相同 的 定向 , 这样 ,定向 适用 的 区 域 
就 从 局 向 UU 以 外 拓展 .我 们 成 该 限制 只 看 M 为 连通 的 情况 ,因为 M 若 不 是 连通 的 ,而 由 若干 个 
连通 分 文 全 成:M = Mi U Ms U …, 刚 应 到 一 地 讨论 M; 中 的 定向 ,对 于 壬 衣 的 M,M = UU ， 
每 个 ,中 均 有 局 部 举 标 (i ，…: ,zt ) ,而且 每 个 U, 均 会 与 至 少 一 个 ,j 天 ;相交 (除非 M 就 
是 由 一 个 坐标 邻 域 构成 的 : M = Ul, ), 而 我 们 得 到 一 系列 局 部 坐标 .如果 每 当 U, 门 U, 并 时 人 
DE Ti ) > 0, 则 由 它们 在 U; 与 U, 中 分 别 决 定 的 定向 在 U, 让 U, 中 是 相同 的 .这 
时 我 们 说 UU, 与 UU 有 相同 定向 ,并 以 它 为 U,U U, 中 的 定向 .用 这 样 的 方法 ,如 果 每 个 UU 中 均 
有 相同 的 定向 ， RI 它 作为 M 之 定向 而 说 抽 分 流 形 M 是 可 罕 向 的 .如 要 在 M 上 牧 不 到 具有 
这 样 性 质 的 {U ,… ,Us ,…|( 不 一 定 限 于 可 数 多 个 ). 就 党 M 不 可 定向 .如 果 一 个 流 形 是 可 定向 
的 , 则 由 (Up): (x! i 开始 得 到 一 个 定向 ,而 由 (Ug); (xz? ,zi ,xz ) 开始 就 可 以 
得 到 另 一 个 定向 .这 个 概念 和 前 面 讲 的 曲面 的 两 侧 是 相应 的 . 本 书 只 讨论 可 定向 的 流 形 .不 可 法 
向 流 形 最 为 人 熟知 的 是 默 比 乌 斯 带 和 个 数 维 的 射影 空间 RP 上 >> 1 
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正如 RR" 的 定向 可 以 用 A"《R" ) 中 指定 的 一 个 元 来 表示 一 样 ,对 于 微分 流 形 M ,我 们 可 以 证 
明 AM 可 定向 的 充分 必要 条 件 是 在 M 上 存在 一 个 处 处 非 零 的 n 微分 形式 2 = f(zx)dzx! 人 … A 
dx" .事实 上 ,车 两 个 局 部 坐标 分 域 Di 由 U, 关 好 ,而 在 VD; 中 分 别 有 局 部 坐标 (zz! ，… ,zx") 
与 (7 .2 和 品 则 分 别 表示 为 Fzjdzl A … A dz" 和 了 (y)dy' A … A dy". 于 是 在 
UP Da 中 应 有 
flx)dr A A dr =Fdy 内 Ady 


= det (A 
这 里 与 /(x) 与 (y) 均 不 为 0. 必 要 时 交换 xr! 与 x 或 与 y 可 以 设 f(zx) > 0,7(y) >0, 
面 由 上 式 即 得 


ja 六 dz， 


这 就 符合 原来 M 可 定向 的 要 求 . 反 过 来 , 若 在 M 上 可 以 找到 这 样 一 个 图 册 #( U. ,9 六 ,使 相应 的 
局 部 坐标 适合 上 式 , 亦 必 可 以 找到 一 个 在 M 上 处 处 不 为 0 的 ”微分 形式 ， 

4. 外 微分 “在 M 上 的 C” 微分 形式 代数 中 有 一 些 很 重要 的 微分 运算 .其 中 最 重要 者 当 推 外 
微分 运算 . 它 以 许多 在 数学 物理 中 最 常见 的 运算 如 梯度 散 度 、 旋 度 为 其 特例 .现在 我 们 详细 地 讨 
论 外 微分 运算 即 外 微分 算 子 d. 

设 fE F COM), 即 了 为 M 上 的 C” 函数 .在 82 中 定义 了 的 微分 df 是 向 量 场 空间 上 的 线 
性 泛 函 : 


df(X) = X{f). 
因此 df € Fi'(M). 如 果 用 局 部 坐标 表 表 示 则 有 
df = Maz, 

dz' 是 7 作为 坐标 卫 数 :M  U 一 R 的 微分 ,其 实 也 就 是 古典 的 微分 ,这 些 都 在 $ 2 中 详细 讨论 
过 了 .现在 我 们 喜 把 它 推 广 到 Fr(M) 上 来 . 

定理 3 ”说 M 为 一 n 维 微分 流 形 ,出 必 存 在 叭 一 的 算 子 

dF*(M) -FICM)， 

称 为 M 上 的 外 微分 ,具有 以 下 性 质 : 

(D dq 是 民 线性 的 ,而 且 具 有 所 谓 的 " 反 导 子 "(anti-derivation) 性质 : 

dw A = do AGt(- lw Ad,wE FM); (18) 

(id 在 F"CM) 上 就 是 通常 的 微分 算 子 . 

(ii)F=d*d=0, 

证 ” 先 证 唯一 性 -为 此 , 取 M 的 一 个 坐标 邻 域 即 区 图 ( 口 ,yp) ,并 记 其 局 部 坐标 为 (x' ,…， 
zx"). 于 是 任意 w E Fr(M) 必 可 在 U 中 表示 为 

ofz) = a (rdr A A dr', 

于 是 利用 d 的 R 线性 ( 即 对 实数 系数 的 线性 ) 以 及 (18) 式 , 有 


de(z) = dons, A dz A A dre +(- 1) 8. dldr A A dr ]. 
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这 里 利用 了 a,.., (x) E F"'(M), 又 上 式 第 二 项 为 0. 因 为 有 反复 利用 (18), 在 d[ dx A… A dx*] 
的 每 一 项 中 均 出 现下 福 形状 之 项 ,从 而 由 (iii) 必 为 0. 总 之 ,在 M 之 任 一 个 区 图 中 dw 必 只 有 唯 
一 的 表达 式 


Ba- i . 
do = da A dr A Ader = dr A dr A A de (19) 
所 以 d 的 难 一 人 性 得 证 - 
存在 性 证 明 如 下 .在 任 一 区 图 上 用 (19) 来 定义 dw ,我 们 现 证 这 样 的 d 具有 所 需 的 性 质 (i 一 
{1}. 
先 看 (i),d 是 R 线 性 的 是 自明 的 ,为 证 明 它 适合 (18) ,再 取 8 = 名 dr A A dz ,于 是 


有 
dw Ag = dab de" A A dr A dr A A de] 
= (da dr A ee A de 
= [dois A dz A A drr]A{b, drt A A drs] 
+ (Dead A AdzrI A [db Adr A A dzxe] 
= dw A G+(-1)w A de. 
这 里 我 们 反复 利用 了 (19) 以 及 dp ,是 1 微分 形式 ,所 以 在 将 它 移 到 dx" A … A dx” 后 面 去 
时 需要 添加 因子 (- 1)*. 
《ii) 可 由 (19) 直 接 得 出 . 
(iii) 的 证 明 可 再 用 一 次 (19), 于 是 


2 
dod — Ro = Bd A dr A de A A de 
把 前 面 两 个 因子 按 & < ; 的 次 序 排列 将 有 
ED A AAAdm -0 kj 
Ta i ” 和 三 


余下 的 问题 是 ;在 两 个 区 图 U 作 站 天 时 ,应 用 DT,y 中 的 局 部 坐标 (7'),(y ) 分 别 按 (19) 式 
计算 dw ,结果 是 否 一 致 ?在 U 站 V 中 又 可 写 为 
ar)) = a (zy) dr (y) A A dx? (y), 
这 里 dz" (y) 就 是 前 面 讲 的 p* dz" ,如 果 用 上 表示 对 局 部 坐标 y 按 (19) 来 作 的 外 微分 计算 , 则 
dw= d [a (rT (yD)dr" (y) A A dr (y)] 
= dai (TY) A da Cy) A dee(y) + es 
”中 的 每 一 项 都 有 d (dx Co) 这 样 的 因子 ， 在 这 里 我 们 已 对 a 必 应用 了 一 次 反 导 子 性 质 
(18), 其 中 i F"(M). 这 个 性 质 已 经 得 到 了 和 证明. 
但 是 82 中 就 已 指出 ,dz' (y) 就 是 函数 x"{y) 的 通常 的 微分 ,所 以 
dr'i(y) = Hay. 
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仿照 上 面 证 明 (3) 成 立 之 法 即 有 d (dz'(y)) = 0. 又 因为 (19) 指出 ,对 于 0 微分 形式 外 微分 就 是 
普通 的 微分 ,因此 可 以 利用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 : 
da (x (9)) = dan (x). 
把 d (dx") = 0 以 及 上 式 都 代 回 do 之 表达 式 ,有 
dw = dw. 

注 ”定理 3 的 陈述 中 我 们 特别 强调 了 RR 线性 .其 实 这 里 没有 新 概念 ,只 是 说 车 取 系 数 为 实 
数 实 常数 一 一 时 它 是 线性 的 .强调 这 一 点 是 因为 当 我 们 从 M 上 一 个 固定 点 P 处 的 外 代数 
过 滤 到 卫 在 M 上 变动 从 而 得 到 一 个 从 时 ,系数 将 变 成 C” 函数 .一 个 C” 函 数 当 然 不 能 如 癌 常数 
一 样 在 微分 运算 d 中 “ 走 进 走出 ”. 

以 上 我 们 是 用 坐标 表示 来 给 出 外 微分 d 的 定义 ,如 果 要 给 出 一 个 与 坐标 无 关 的 定义 , 风 应 看 
到 , 当 w € F(M) 时 ,dw € F"'(M), 因 此 应 该 在 给 定 + + 1 个 向 量 场 X,,…,X..， 时 求 出 
dwtX!,…, 久 ,11) 之 值 并 以 此 作为 dw 之 定义 .事实 上 ,在 给 出 了 dw 之 坐标 表示 后 ,我们 可 以 证 
明 下 面 的 重要 定理 ,而 且 可 以 用 它 作为 dw 之 定义 .这 个 定理 中 用 到 了 一 个 重要 概念 , 即 两 个 一 
阶 微 分 算 子 XX 的 交换 子 [X,Y] = X。Y - Y。X 的 概念 .交换 子 概念 无 论 在 数学 或 物理 中 都 极 


为 重要 ,由 于 本 书简 本 限制 ,不 能 详细 讨论 .我 们 只 能 在 X = we (z] 25,Y = 5(z) 的 情况 
下 给 出 它 在 举 标 系 (z'，…,x") 下 的 表达 式 ， 
[X,Y]= XeY- YX (9 放 )(v(9 去)- (en) (ee) 孝 ) 


(20) 
所 以 [多 ,Y] 仍 是 一 个 一 阶 微分 算 子 即 向 量 场 . 现在 我 们 可 以 给 出 下 面 的 与 坐标 无 关 的 表达 式 


ol 


da(Xis, Kn) = BD)(- DKK Ki)) 


+ 2 CD oC XN] KR No) (21) 
这 里 义 .表示 X, 已 删 去 不 出 现 .这 个 公式 计算 比较 复杂 ,而 且 以 后 我 们 又 常 只 在 p = 1 时 应 用 它 . 
所 以 下 面 只 证 明 它 的 这 个 特例 . 
定理 4 设 w 是 M 上 的 一 个 1 微分 形式 , 则 对 任意 向 量 场 和 ,了 我 们 有 
da(X = ozy) -YY wa(X)-w([X,Y]). (22) 
这 里 六. w(Y) 表示 X 作为 一 个 算 子 作用 在 C” 函数 w(Y) 上. Y .wlX) 也 相似 ， 


证 如果 用 局 部 坐标 表示 w = dz ,X = X30.Y = 于 7 我们 有 


， 3a， da, : 
do = da, A dr = 允 ( 客 -到 jaz A dz, 
加 ， 可 关 9a, 3a 
00 aX) = do(X DD - Dj. 


7 


注意 ,最 后 一 个 也 中 i 不 一 定 小 于 j. 另 一 方面 
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日 Qi aY yy, 
X'wlY) = X(aY) = daY)}X = 元 7 + @， 元 和 

ai ax 
Yo(X) = YaX) = daX)Y = FIXY + a FY. 


这 里 我 们 应 用 了 对 侦 基 关系 dz" 部 以 及 df -X= X(/). 由 交换 子 之 定义 (20), 有 
ollX,YD -a (x 


综合 这 些 式 子 即 有 
Xo) YX wl[X,Y]) = do(X,Y). 
下 面 的 定理 告诉 我 们 外 微分 d 与 拉 同 算 子 是 可 交换 的 . 
定理 5 ”对 任意 微分 形式 o， 
dp wo)= 9 (dw). (23) 
证 ”>=0 时 ,此 式 即 (15) 式 已 经 证 明 , 所 以 下 而 只 对 > 0 时 求证 .为 此 我 们 用 归纳 法 , 设 
对 (> - 1) 微分 形式 w 已 经 证 明了 (23), 于 是 对 wE FM)， 
d(g wm) =d[p" (ad 人 人 dz) A gp dz"] 
=d 9" (en dr" A Adrri)]jAp' drr+(- 1 aly’ dr ] 
=9 (da Adr A A ddr) A gp’ (dx) (为 简单 起 见 略 去 了 a 之 下 标 }) 
=8 (da A dz AAAdar Adzr) = g' (do). 
上 曾 我 们 应 用 了 归纳 假设 dg (adz A A dx)] = pdfedza A A det] = 
gp" (da A da A Adrc) 以 及 (15) 式 
diy’ (dzr)] = dfd(g 区)] = d(p’ zx)=0. 
外 微分 形式 之 所 以 重要 , 至少 其 原因 之 一 在 于 ,物理 学 中 有 重要 应 用 的 许多 有 关 向 量 和 张 
量 的 概念 与 公式 都 可 以 或 应 该 用 外 微分 形式 来 解释 .下 面 讲 一 点 历史 ,物理 学 中 的 许多 向 量 引起 
数学 家 的 重视 大 约 是 19 世纪 中 时 的 事 . 为 了 研究 这 些 量 . 人 们 曾 提出 了 种 种 概念 和 和 名词. 前 面 我 
们 提 到 了 格拉 斯 受 的 贡献 ,尽管 他 的 写作 十 分 睡 涩 ,很 难为 物理 学 家 和 工程 师 接受 ,但 是 他 确 曾 
考虑 了 他 的 理论 对 力学 . 磁 学 和 晶体 学 的 应 用 .在 这 个 方向 最 重要 的 贡献 应 该 归功 于 哈密 顿 (W. 
R, Hamilton). 他 的 研究 的 出 发 点 主要 是 物理 学 .为 了 找 出 作为 平面 向 量 的 复数 的 高 维 类 似 物 ,他 
提出 了 四 元 数 的 概念 ,并 且 确 信 四 元 数 对 物理 学 的 重要 性 将 不 亚 于 微 积分 .他 引进 了 现在 常用 的 
微分 算 子 ， 


不 过 这 里 i,j ,上 虽然 不 是 现在 我 们 所 用 的 =,y,x 办 上 的 单位 向 量 , 却 有 以 下 的 性 质 
闲 = 大 ,天 == ki = j (这 一 点 很 像 向 量 积 》; 
= 六 = k=-1 (这 是 模仿 虚数 尼 = -1 而 来 的 ); 
半 == 一 让 等 等 ”( 这 又 是 模仿 向 量 积 ). 

于 是 


MC 区 + | 二 2 
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E29 ar ar 33 

第 一 项 是 标量 部 分 ,除了 相差 一 个 符号 ,就 是 我 们 现在 说 的 散 度 ;后 三 项 是 向 量 部 分 就 是 我 们 现 
在 说 的 旋 度 .其 后 伟大 的 贡献 来 白云 克 斯 砷 ,他 在 《电磁 通论 》 中 系统 地 使 用 了 向 量 理 论 . 上述 散 
度 . 旋 度 的 概念 都 应 归 之 于 他 (还 有 Y= - A, 拉 普 拉 斯 算 子 这 个 和 名字 也 是 他 取 的 ). 其 后 的 发 展 中 
起 了 关键 作用 有 两 个 人 , 一 是 美国 的 统计 物理 学 家 吉 上 斯 (J. 更.Gibbs) ,他 写 了 第 一 本 未 公开 发 
表 的 《向 量 分 析 基 础 》 一 书 . 另 一 位 是 英国 电机 工程 师 菊 维 赛 德 (O. Heaviside). 他 的 工作 完全 是 
为 了 工程 师 的 需要 .因为 各 方面 的 需要 都 很 迫切 ,又 饼 少 统一 的 名 词 与 记号 ,多 少 有 一 些 混乱 .在 
20 世纪 初 数学 界 的 几 次 国际 大 会 上 还 专门 成 立 了 机 构 以 求 统一 ,然而 似乎 成 果 不 大 .但 是 有 一 
点 很 清楚 ,向 量 分 析 , 也 就 是 通常 的 微 积 分 教 本 中 称 为 “ 场 论 " 的 那 一 部 分 , 远 不 只 是 一 种 方便 的 
记号 ,而 是 真正 接 机 到 事物 的 物理 本 质 . 尤其 是 , 它 告诉 我 们 ,刻画 大 自然 的 数学 理论 决 不 如 人 们 
想像 那么 "自然 "; 我 们 必须 讨论 不 可 交换 的 乘法 等 等 .这 不 是 由 于 某 些 人 偏爱 异 想 大 开 的 抽象 ， 
而 是 不 得 不 出 此 途 . 没有 这 一 切 努 力 ,现代 的 代数 学 是 不 可 想像 的 ,整个 现代 数学 也 是 不 可 想像 
的 .有 了 这 一 切 ,不 仅 是 成 就 了 数学 ,尤其 是 成 就 了 物理 学 . 

以 上 所 说 与 外 微分 有 何 关系 ?例如 有 一 个 函数 f(z), 则 df 作为 一 个 向 量 ( 以 ldz ,dy,dzi 为 
基底 ) 正 是 grad f， 如 果 4 = (A.,A,,A.), 同样 以 fdz,dy,dz| 为 基底 , 则 d4 = 


9 a. 3 EE 9a. 3 
(党 关 jayAdc+( 佐 - A, jaz A dy, 恰好 对 应 于 eurl A. 
y z 日 5 


麦克 斯 韦 指出 ,curl grad A = 0. a 一 个 重要 问题 ;着 一 向 量 4 适合 curl 4 = 0, 是 否 一 
定 存在 一 个 酒 数 /使 4 = grad f? 如 果 A 表示 电场 , 则 车 存在 , - f 称 为 这 个 电场 的 势 , 势 存在 
与 否 是 电磁 学 中 重要 的 问题 .去 克 斯 书 完全 理解 其 重要 性 ,而 且 知 道 一 般 而 言 热 是 不 存在 的 .他 
还 指出 了 这 是 一 个 拓扑 学 问题 (麦克 斯 韦 用 的 是 “位 置 雹 何 学 ” 一 语 , 因 为 当时 还 没有 “拓扑 学 ” 
这 个 术语 ). 由 此 可 见 我 们 已 涉及 到 科学 中 很 深刻 的 问题 了 . 建议 读者 自己 去 找 一 下 《电磁 通 
论 站 武汉 出 版 社 有 中 译本 ,1992) 上 册 . 读 一 下 绪论 一 章 就 知道 今天 我 们 讲 的 场 论 在 麦克 斯 书 时 
代 已 发 展 到 什么 程度 了 . 

5. 庞 加 莱 引 理 和 上 同调 理论 ”外 微分 运算 d 有 一 个 根本 之 点 , 即 中 w = 0 对 任意 阶 微分 形 
式 成 立 .现在 要 间 , 若 a 是 微分 流 形 M 上 的 一 个 微分 形式 ,而 且 de = 0, 是 否 一 定 有 另 一 微分 
形式 。% 存 在 使 s = dw? 一 般 说 来 答案 是 否定 的 . 82 中 曾 举 了 一 个 例 于 zdy - ydz 就 不 是 某 个 函 
数 gp 的 微分 .这 与 常 向 分 方程 讲 的 Mdx + Ndy = 0 是 否 有 积分 因子 的 语 题 有 关 . 在 那里 我 们 知 
道 ,只 要 与 NN 充分 光 测 , 一 定 可 以 找到 积分 因子 h(r,y) ,使 hMdz + hNdy = dp, 而 % = < 


就 是 这 个 力 程 的 积分 . 当然 zdy - ydz 并 不 适合 dr = 0 但 = 和 通 合 oo = 0. 这 时 


( 品 9w), ( 洋 半天 


jae Adz+| 


c= dg, 而 p(z,y) = arctan [学 ) 但 是 p(x,y) 是 一 个 多 值 函 数 ,而 我 们 在 第 二 章 中 就 已 经 明 
确 了 不 应 该 讨论 多 值 画 数 . 所 以 仍 不 能 找到 一 个 微分 形式 w 使 。 = dw. 产生 这 些 问题 的 原因 在 
于 出 现 了 一 个 奇 点 (0,0). 为 了 系统 地 处 理 这 些 问题 ,我 们 先 给 出 
定义 2 设 M 为 一 级 分 流 形 ,w € FP(M),0 志 记过 #, 著 在 M 上 dw = 0, 则 称 w 为 M 上 
的 ( 封 ) 阅 (closed) 形式 .车 存 在 o € Fr"*(M) 便 w= de， 歼 称 w 汶 M 上 的 恰当 (exact) 于 形式 
于 是 中 = 0 即 表 示 凡 恰当 形式 均 为 闭 形 式 .问题 在 于 其 道 是 否 成 立 .为 了 回答 这 个 问题 我 们 
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要 引信 一 个 几何 概念 , 设 D 二 R",D 内 有 一 定点 P( 不 妨 设 已 即 为 原点 口 ). 若 对 任 一 点 xE DD， 
联结 与 x 的 线段 {iz,0 所 z 志 1| 全 在 吕 内 , 则 也 称 为 关于 P 点 是 星 形 (starlike) 的 ,这 个 概念 
的 实质 在 于 区 域 D 可 以 沿 着 从 0 出 发 的 射线 收缩 为 PP 点 ,这 类 可 收缩 (contractible) 区 域 有 许多 
重要 的 拓扑 学 性 质 .在 此 情况 下 我 们 有 

定理 6( 庞 加 莱 引 理 ,Poincare's lemma) 设 M 为 二 微分 流 形 , M 的 一 个 子 区 域 S 位 于 M 之 
二 企业 标 邻 城 (U ,9) 内 , 且 p(S) CR" 对 划一 点 为 虹 形 的 , 则 任 一 六 形式 。€ 巴 (S), 户 > 0 规 
在 S 内 为 恰当 的 . 

证 不 失 一 般 性 可 以 就 设 SC R" 对 x = 0 为 星 形 的 .z = (x!,… ,x") 就 是 适用 于 S 的 
局 部 坐标 .w € Fr(S),p > 0. 现 在 我 们 来 找 另 一 个 (p ~ 1) 微分 形式 =, 使 在 S 上 wu = de. 


先 看 名 为 一 单 顶 式 w = a(zJdz A … A dx” 的 情况 .dw = 0 就 化 为 35 = 0,j 天 二 ,局 ， 
一 .因此 在 S 中 4 = eta ,tz,) 令 5 为 = a 之 任 一 解 ,容易 看 到 v = 6dz A … 


A dz* 就 适合 所 求 .这 样 的 解 z 当然 不 是 唯一 的 .事实 上 , 若 + 是 任意 (p - 2) 微分 形式 ,a + dr 
都 是 这 个 问题 之 解 -这 一 个 证 明 可 以 推广 ,这 样 才能 看 到 星 形 的 假设 起 什么 作用 ， 

证 明 这 个 定理 的 关键 在 于 作 一 个 线性 算 子 H,;F*(M) 一 
Fr (M), 便 它 具 有 以 下 性 质 : 

H,i(dw) + dH,(w) = ww. (24) 
因为 着 dw = 0, 则 代 人 此 式 应 得 w = dH,(w). 令 a = H,(w) 即 
得 所 需 解答 , HH, 作法 如 下 : 

令 a = aas (zjdz' A… A dx” , 取 其 任 一 项 ,并 为 简单 起 
见 , 略 去 = 之 下 标 ,而 不 纺 设 。 = a(z)jdza A … A dx ,我 们 定 
义 算 子 图 7-4-1 
Hlo) = | eta)eraos (25) 


2 ~ 
5 一 2)(- 1) zdrr A Adr A Adry. (26) 


dz 上 的 “表示 这 个 因子 应 该 删 去 , 星 形 的 假设 就 用 在 , 当 积 分 变量 + 由 0 变 到 1 时 ,积分 域 
izz1 就 是 图 7 - 4 - 1 上 的 线段 ,而 a 在 其 上 有 定义 .这 样 ,积分 (25) 有 意义 .这 个 积分 对 我 们 并 
不 陌生 ,因为 在 求 罕 勒 公式 的 余 项 时 就 遇见 过 它 , 那 时 我 们 还 说 过 ,不 必 讲 到 “ 星 形 " 的 概念 ,这 
是 因为 对 于 U C R" 内 任 一 点 已 (不 芒 设 为 原点 ) , 便 可 以 它 为 心 作 一 个 充分 小 的 球 S,S 对 球 心 
恒 为 星 形 的 . 引 人 *“ 是 形 ” 的 名 词 , 是 使 读者 开始 与 拓扑 学 中 重要 的 可 收缩 性 概念 打交道 . 同样 ， 
算 子 本 也 "大 有 来 头 ”, 它 是 所 谓 同 伦 算 子 的 一 例 . 
现在 来 证 (24) 式 ,因为 
9a{x) 


dw = ede" A dr A A dz 
是 一 个 (p + 1) 形式 .相应 于 p 变 成 p + 1,(26) 应 成 为 
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了 八 
dz AAAdm — 2 (I) zidri A Adzr A Ader, 


= 
日 


这 是 因为 x* 起 了 zx 的 作用 ,而 原来 dz' 是 第 7 个 因子 ,现在 因为 多 了 一 个 dx 而 成 为 第 i + 1 个 
因子 ,所 以 原来 的 (- 1)”! 现在 变 成 了 (- 1)5 7 = (~ 1 一. 这 样 


有 (duw)= Hs (Bae Adr AAA dm】 


= = 立 (人 RE ds) dz A A des -dm A a). 


i 


上 式 的 o 仍 是 (26) 式 .但 是 


( 
站 eco 六 + (ale ar)as 


= (| RE) A ot (Jatin dr)as. 


两 式 相 加 即 有 
Hn (dw) + dH,(w) = > ee dirtdzn A me A der + (fale dr)A da. 
但 是 
和 2 = Be). 
代入 上 式 第 一 项 并 用 分 部 积分 法 知 
第 一 项 = a(iz)# ， HAA de p (at) ed Ja A A dr” 


=w— 2 (aC) ed )de" A 人 dz 


第 二 项 中 
~ 
da = -1) dx’ Adri A Adry A Adrs 
= 之 dz 人 …Adze = pdzxt A Adze, 
所 以 


第 二 项 = » (hae) da A A dee. 


两 项 合并 即 得 定理 之 证 . 

席 加 莱 引 理 表明 ,微分 流 形 M 上 的 闭 形式 是 否 均 为 恰当 形式 (从 物理 上 看 也 就 是 是 否 有 势 
存在 ), 取 决 于 M 的 拓扑 性 质 . 我 们 在 这 里 所 讲 的 拓扑 性 质 表 现 为 所 谓 de Rham 上 间 调 群 
百 " (M). 记 

BCMH) = [1M 上 的 闭 的 p 形式 |， 
并 称 为 p 维 上 循环 (cocycle) 群 ,这 里 的 “ 群 ” 是 对 于 请 形式 的 加 法 而 言 的 ,因此 是 阿 贝尔 (Abel) 
群 ( 即 可 换 群 ). 又 记 
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BC(M) = {M 上 的 恰当 pp 形式!， 

并 称 为 请 维 上 边缘 (copoundary) 群 .其 实 Zr(M) 和 BCM) 都 不 只 是 群 ,而 且 是 线性 空间 ,它们 
的 名 称 中 都 有 一 个 "上 ? 字 .这 也 不 是 偶然 的 

显然 (MM) CZ*(M), 其 实 这 就 是 下 = 0. 我 们 也 知道 了 一 般 说 来 B*(M) 只 是 Z'(M) 的 
真子 空间 真子 群 .那么 至 少 要 问 ,X'(M) 中 确 非 B*(M) 的 元 “实际 ”上 有 多 少 ? 淮 确 些 说 ， 
要 考虑 商 空间 或 商 群 2* (M)1B?(M) ,并 且 要 间 , 它 的 维 数 是 多 少 ?有 些 什 么 生成 元 等 等 .我 们 就 
称 这 个 商 空间 或 商 群 为 p 阶 de Rham 上 间 调 群 ,并 记 作 H*(M): HI(M) = 2*(m)1B*(M). 这 
里 p 守 0.FP(M) = 0 就 表明 Zi:(M) = B*(M), 亦 即 每 个 p 阶 闭 形 式 都 是 恰当 形式 . 如果 
HH (M) 和 关 0, 它 既是 线性 空间 , 自 当 有 基底 , 如果 HY (MM) 是 有 限 维 前 ,而 基 认 为 wj ,…,w, (当然 


w; 都 是 轨 形 式 ) ,这 就 是 说 . 任 一 闭 形式 w 必 可 写 为 w = de + Ben ;如 果 用 [wj] 表示 w 在 


H*(M) 中 所 属 的 元 ,对 [wo] = Se [ow.] .这 样 ,M 上 有 “多 少 "个 韭 恰 当 的 闭 形 式 的 问题 就 得 到 


了 解决 . H*(MM) 的 维 数 是 一 个 拓扑 不 变量 . 实际 上 , 若 有 微分 同 胚 g:M 一 N, 则 王 (M) 之 
下 (CN) ,因此 其 维 数 自然 不 变 .这 个 不 变量 与 M 的 其 它 不 变 基 例如 贝蒂 数 (Betti numbers) , 欧 拉 
示 性 数 (粗略 地 说 就 是 M 有 多 少 个 “ 润 " 的 个 数 ) 都 有 密切 关系 .de Rham 上 同调 理论 在 物理 学 
《例如 量子 场 论 ) 中 有 重要 的 应 用 ,这 当然 超出 了 本 书 的 范围 ,下 面 来 举 几 个 例子 . 

例 1 施加 莱 引 理 告 诉 我 们 ,车 M 关于 其 一 点 是 星 形 的 , 则 FF (M) = 0,p > 0, 特 别 是 R* 
自然 是 星 形 域 ,所 以 了 (R") = 0,p > 0. 

= 0 叉 如 何 ? 于 此 ,我 们 有 

例 2 车 M 是 一 个 连通 流 形 ,可 以 证 明 HH'(M) 二 RR. 事实 上 ,因为 不 存在 负 阶 形式 ,所 以 
B"(M) = 0 而 HY(M)》 = Z*(M) ,我们 现在 来 求 2'(M). 按 定义 ,Z?(M) 就 是 闭 的 0 阶 形式 的 
空间 .但 M 上 的 0 阶 形式 就 是 C”(M) 函数 .Z(M) = 17E C"(M)idr = 0| ,因为 M 是 连通 
的 ,由 df = 0 即 得 f= C 子 M 上 ,这 里 CE R 是 任意 实数 ,这 样 

EM) = Z'(M) = IC} SR. 
如 果 M 是 不 连通 的 , 设 它 有 + 个 连通 分 支 , 则 由 df = 0 可 知 /在 每 个 连通 分 支 上 取 党 数值 .但 在 
不 同 分 支 上 可 以 取 不 同 值 .这 样 Z'(IM) 之 每 个 元 都 与 一 组 ; 个 实数 (C, ,…,C.) 对 应 , 故 
BCM) = Z(M)= {C0 CO ER'. 
例 3 。 谍 加 莱 引 理 讲 到 ,可 以 收缩 为 一 点 的 流 形 上 , 闭 形式 均 为 俗 当 形式 ,下 面 看 一 个 明 弓 


不 能 收编 为 一 点 的 流 形 之 例 ;S1' ,我 们 前 面 -一再 以 w = 和音 为 例 . 它 是 闭 形式 但 不 是 从 当 


的 : 找 不 到 一 个 0 形式 ( 即 S: 上 的 函数 有 ) 使 。 df .就 是 说 ， 向 量 场 [5 让 六 是 没有 


势 函 数 的 一 一 这 里 讲 的 是 $! 上 的 整体 的 势 函数 ,而 不 是 S+ 上 任 一 点 的 革 丰 人 所 中 局 部 的 台 
数 .后 者 总 是 算 在 的 ,只 要 这 个 邻 域 充分 小 而 且 可 收缩 为 一 点 即 可 . 现在 我 们 用 极 坐 标 来 考察 这 
个 问题 .于 是 5' 成 为 + = 1,w = dg,( 其 实 d46 这 个 记号 有 毛病 ,因为 8 并 非 S: 上 的 C= 函数 ,但 
这 不 会 影响 以 下 的 讨论 ,因为 可 以 把 S! 分 成 风 块 坐标 邻 域 来 处 理 ). He(S1) 之 月 已 如 上 述 ， 
HE(S') =0, 若 户 >1, 因 为 S 上 没有 形式 (p >1, 即 p = 2,3,…), 所 以 于 (S81) = Op> 
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工 余下 只 需 讨 论 H'(S') ,5' 是 1 维 流 形 ,所 以 其 切 空间 的 基底 是 | 序 | ,而 余 急 空间 的 基底 是 
1d61, 而 5' 上 所 有 的 闭 1 形式 就 是 w = w(8)d9. 这 里 w(8) 是 8 的 以 2r 为 周期 的 C” 表 数 .w 
为 恰当 形式 ua, 即 存在 一 个 的 以 2x 为 周期 C” 函数 。 使 5(0) = [wo(0)d9, 但 是 上 述 5(9) 以 
27 为 周期 充分 必要 条 件 是 
六 ooay 二 0. 
而 一 般 它 是 不 成 立 的 ,为 此 , 我 们 不 考虑 w(6)ab 而 考虑 [w(8) - cjdpg, 这 里 c 应 使 
和 [el - cag = 0 即 。 = 夫 广 wt9)d9. 因 此 cab 是 恰当 形式 , 即 存在 S 上 的 以 2x 为 
周期 的 C” 函数 a(9) 使 


ww- cde = da. 
这 样 我 们 得 到 了 S! 上 所 有 的 1 形式 的 表达 式 
w= dao+cde. 


(S 上 所 有 的 1 形式 都 是 闭 的 ,因为 S' 是 一 维 的 . ) 于 是 Z'(S') 对 于 B1( S91) 之 等 价 类 [ w] = 
cdbi 
DO)1B'(S ) = icd6l SR. 
于 是 得 出 H'(S') 全 及 . 
这 个 例子 与 磁场 可 以 产生 感应 电流 的 奥 斯 特 - 法 拉 第 的 实验 有 密切 的 关系 ,所 以 我 们 称 w 


= 一 为 奥 斯 竺 -法 拉 第 (Oersted- Faraday) 形式 .我 们 将 在 $6 结束 语 一 一 表 克 斯 书 


方程 组 简介 中 讨论 外 微分 形式 与 麦克 斯 韦 电磁 理论 的 关系 . 

6. 重 访 古典 的 向 量 分 析 “上 节 中 我 们 在 引 和 人 了 霍 奇 * 算 子 后 把 向 量 代数 中 的 向 量 积 和 混 
合 积 用 外 积 表示 出 来 ,现在 我 们 将 继续 利用 它 给 向 量 分 析 中 几 个 微分 运算 公式 以 更 简单 的 证 明 . 

* 算 子 的 引信 与 空间 中 对 菜 一 度量 下 的 o.n. 系 的 选用 有 密切 关系 . 这 个 o.n. 系 我 们 记 作 
ie ,ee 上 .因为 我 们 使 用 了 正 交 坐标 系 ,所 以 协 变 与 逆 变 的 区 别 不 见 了 ,而 我 们 现在 都 采用 
下 标 , * 算 子 的 公式 中 经 常 出 现 p(n - p) + s,n 是 空间 维 数 ,在 我 们 的 情况 下 x = 3, 思 是 微分 
形式 的 阶 数 :0< ps =, 当 ”= 3 时 很 容易 验证 ,p(n - p) 便 为 偶数 .如 果 我 们 是 在 欧 氏 空间 中 
讨论 向 量 , 并 选用 (g, ) 为 正定 的 度量 ,从 而 ; = 0, 而 有 (- 1)""-2"' = 1. 如 果 我 们 在 闵可夫 斯 基 
四 维 时 空中 讨论 问题 , 则 n = 4,s = 3. 这 时 p(w ~ pp) 不 一 定 是 偶数 ,(- 1)“"…2* 也 不 一 定 悬 1， 

仿照 上 一 节 的 记号 , 凡 古 典 的 向 量 分 析 中 的 向 量 均 用 箭头 或 黑体 字母 表示 ,而 现在 则 用 o.n. 
基 je。 1 表示 ,如 


=A+Aj+A= Ae t+Ae + Ae,, 


再 回忆 一 下 
*i= x*e= ehe;,, *j= #ez 一 ehe, *k= x = eh es 
* (er Ae)= **el= el, * (63 A e1) = ei, * (el A ez) = es, {27) 


*(e1 Aes Aes)=1,*l=e Ae he. 
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从 这 里 我 们 还 可 看 到 * * = ,所 以 * = #4. 
现在 考虑 一 个 0 形式 f, 于 是 因为 6, = dx 


= 27 af 9f 一 2 
df = de + de + 和 dz = grad f. (28) 
对 于 1 形式 4 = Aiel + Asez + Ases = Aidzi + Asdz; + Aydzr;, 
9A3 94) ; 3 (产生 ) 3 1 ( 深 - 稚 ) 1 2 
da -和 jax Adz + az Ez Adr + gz, 5 dz Adr， 
所 以 
_ foAs 到 | ， ( 注 - 痊 | 2 (给 - 弥 ) 3 
xd = (二 -5 dz + Bs ~ dx dr + 元- 天 dx = earlA. {29) 
又 因 
* 和 让 = Adz Adz + Asdx’ Adzl+ 4:dr A dx’, 
所 以 
FAL A, 4) 1 2 |= 9A, 9A _ 
dd*# 和 二 "|[( 洗 + 输 ; 竹 dr Adz 内 dz -> 到, Br 1 7 = div A. 


(30) 
于 是 ,梯度 , 旋 度 与 散 度 都 可 以 用 外 微分 来 表示 , 由 此 ,外 微分 的 性 质 将 直接 给 出 这 些 量 的 相关 性 
质 . 例 如 从 定理 3 的 性 质 (i) , 即 (18) 式 很 容易 地 导出 了 以 下 诸多 很 容易 混淆 的 公式 


(iD divCearl 4) = 0, 实 即 (31) 
x*dx(xdA) = * 中 和 =0 (xxw= w). 
(ii) eurl(grad f) = 0 , 即 是 (32) 
*ddf) = *df=0. 
【过 ) earl f4) = earl 4 +grad /XA4, 即 是 (33) 


*d(f4)= fxdAa+ (df A A). 
= feurl A +grad fxX A. 
(Civ) div(f4) = fdiv 4 + grad /， 4, 因为 (34) 
*d(x fa)= f(xdxA)+ *(df A *A) 
= fdiv 4 + grad f x A. 
(v) div(&x 卫 ) = 五 :eurl4 -和 ,eurl 有 ,因为 (35) 
*d*(&xB)= xdx(*xAAB)- *dAAB) 
= *fdkh AB~-AA dp) 
= x*(connAAB-AAcorB)=B.curlA-A.curlb. 
我 们 特别 注意 的 当然 还 是 庞 加 菜 引 理 的 应 用 .为 此 ,假定 都 是 在 某 一 皇 形 区 域 或 一 点 的 邻 城 
中 考虑 阿 题 . 
首先 设 cml 4 = 0, 亦 即 * d4 = 0 而 有 d4 = 0, 于 是 一 定 存在 一 个 0 形式 即 C” 函数 使 
A4 = Srad 三 
在 物理 上 ,一 个 向 量 场 4 车 适合 curl 4 = 0 的 条 件 ,就 称 为 无 旋 场 .于 是 上 面 的 结论 就 是 无 旋 场 
一 定 有 势 .但 是 这 只 限于 区 域 为 星 形 或 为 某 一 点 之 邻 域 时 成 立 , 否 则 势 将 会 是 多 值 耳 数 . 例 3 中 
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的 奥 斯 特 - 法 拉 第 形式 (或 称 奥 斯 特 - 法 拉 第 场 ) 就 是 这 样 ,因为 这 时 有 
w= do— 0), 


而 8 化 到 直角 坐标 系 以 后 成 为 arctan 之 就 是 一 个 多 值 西数 . 

另外 ,如 果 div A = 0, 亦 即 x d( * 有 及) = 0, 因 此 * 4 是 一 个 闭 2 形 式 , 这 时 一 定 存在 一 个 
1 形式 B 使 *4=d, 或 4= *dB. 用 古典 的 向 量 分 析 语 言 来 表达 就 是 : 若 div 4 = 0, 则 必 存 
在 一 个 向 量 B( 称 为 向 量 势 ) 使 A = curl B. 

讲 到 向 量 分 析 就 不 能 不 讲 一 下 拉 普 拉 斯 算 子 ,读者 们 可 能 都 熟悉 Au = div grad 4 ,而 Av = 
0 是 古典 的 数学 物理 中 可 说 是 最 重要 的 算 子 .但 是 应 该 指出 , 它 在 微分 流 形 上 有 售 意 深远 的 推 
广 . 不 只 是 因为 它 不 再 是 常 系数 偏 微分 算 子 ,而 且 不 只 是 作用 在 0 形式 ( 即 熙 数 ) 上 ,而 可 以 作用 
在 一 般 的 p 形式 上 . 我 们 也 习 慌 把 它 称 为 Laplace-Beltrami 算 子 . 它 的 理论 与 置 奇 的 理论 和 
de Rham 上 同调 理 沦 密 切 相关 ,而 且 是 现代 的 数学 物理 的 基础 之 一 部 分 .作用 在 0 形式 上 的 拉 普 
拉 斯 算 子 以 外 微分 算 子 d 为 基础 ,而 且 要 把 d 的 “对 偶 " 也 同时 考虑 进来 . 

我 们 知道 d: 严 (M) 一 Fr (MM), 它 的 “对 侦 "3: 则 会 使 微分 形式 的 次 数 下 降 一 次 :3 由 下 面 
的 可 变换 图 式 来 定义 : 


e=( -1)?, 


PM) -SE pr IN) 


1| | (36) 


PF" AM) 一 一 FEF" FM) 


所 谓 可 交换 图 式 即 是 如 果 有 两 条 路 径 起 点 与 终点 相同 , 则 沿 每 一 条 道 径 的 算 子 之 积 (靠近 起 点 的 
算 子 先 作 用 ) ,结果 相同 .因为 (36) 中 有 两 条 路 径 由 左上 方 的 F*( M) 通 向 右上 方 的 Fe ,其 一 是 
沿 水 平方 向 的 e8, 另 一 条 是 先 用 x 向 下 通 向 F"*(M), 再 用 d 向 右 走 到 Fr-*'(M), 最 后 再 用 用 
奇 算 子 的 北 * 向 上 通 到 FeI(AM) .所 以 
全 = (—1)** od x 
H:F°(M)— F*"(M). 
以 上 我 们 令 pp 之 1, 否 则 Fr"'(M) 无 法 定义 . 除 上 式 外 ,我 们 再 补充 定义 3w = 0,w € Fe(M), 子 
是 最 后 得 到 ,对 于 w E F*(M)， 
人 *, €=(-1)?,p>0, 
0 p=0. 
是 d 的 对 侦 算 子 .为 什么 是 对 偶 , 我 们 在 讲 了 积分 理论 以 后 就 清楚 了 
现在 我 们 定义 及 "上 的 Laplace-Beltrami 算 子 为 
Aw = (a8 + 8d)o，wE Fr(R'),p0. (38) 
古典 的 拉 普 斯 算 子 是 F"(R")( 即 C” 函数 ) 空间 上 的 算 子 (当然 可 以 推广 到 甚至 是 广义 函数 空间 
上 去 ) 而 现在 则 是 由 微分 形式 空间 Fr (R") 到 F*(R") 上 的 映射 . 当 p = 0 时 ,注意 到 这 时 3w = 
Dw € FOR'), 
Aw= dw = [-#* :de djlw=-[* od * oad]w. 


(37) 
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这 里 我 们 利用 了 上 节 (39) 式 : 在 R" 中 对 于 欧 几 里 得 度量 p = 0 时 3 = 0, 故 x * = 这 ,于 是 
Aw =— div grad w. 

可 是 现在 的 Laplace-Beltrami 算 子 与 古典 的 拉 普 拉 斯 等 子 相差 一 个 符 导 ,这 使 它 应 用 起 来 更 方 
便 . 因此 在 现代 文献 中 我 们 常见 到 

> 信人 二 让 
我 们 还 要 间 , 对 p > 0 的 Fr(R?),Aw 是 什么 ?一 个 常用 的 情况 是 wE P+(R'), 我 们 就 记 为 w = 
#. 这 时 , 因 dw € F(R’), 故 

人 da = x*dx*dw = eurl corl a. 

而 

dw =— d#*dxw = - grad diva. 
另 一 方面 我 们 可 以 直接 计算 Aw 如 下 :不 妨 设 w = udx', 于 是 经 过 不 太 复 杂 的 计算 有 Aw = 


[人 (了 ) + (2 + (过 ) Js. 即 对 u 之 每 个 分 量 作 古 帆 的 拉 普 拉 斯 算 子 并 反 号 ,于 是 有 


zi ar 


carl corl wu = grad divu — V%. {39) 
这 里 我 们 采用 了 古典 的 微 积分 教 本 中 常用 的 记 法 :Y2 V.V , 面 9 = 了 + 了 + rk 这样 


记 就 不 会 对 A 的 符号 产生 误会 了 . (39) 式 如 果 按 古典 的 讲法 来 证 明 ,并 不 是 一 件 容易 事 . 

士 画 我 们 利用 外 微分 形式 特别 是 土 奇 * 算 子 ,非常 清楚 地 讲 了 囊 典 的 “ 场 论 ”在 Rs 中 的 许 
多 公式 .但 是 如 果 换 其 它 坐 标 系 ,更 容易 看 出 它 的 好 处 来 . 上 一 节 已 经 看 得 很 明白 ,在 任 一 度量 
(gs ) 下 ,只 要 找到 了 o.n. 系 1e!,…,e"| 就 可 以 定义 * 算 子 ,因此 也 就 可 能 定义 grad ,curl 与 div 
等 等 . 在 o.n, 基 底下 ,度量 矩阵 (g; ) 一 定 是 对 角 矩 隆 ,这 是 因为 


By 一 《eyej)， 
所 以 i 关 j 时 g。= 0. 这 样 
ds = (dz 和 + (dz {40) 
如 果 取 度 景 为 正定 的 , 则 有 五 > 0, 面 且 Hi…H, = g = det(gy ) > 0. 所 以 只 要 令 
fa _ 1 3 
ee = V 开 dr'，。 = 7 于 到 ， 


就 可 以 得 到 所 需 的 o.n. 系 , 面 可 对 它们 定义 x 算 子 .下 面 我 们 限于 三 维 的 具有 正定 度量 的 流 形 
邓 , 即 三 维 获 曼 流 形 ,并 以 (zl,z2,zr3) 为 其 局 部 坐标 ,所 以 有 时 我 们 也 把 M 直接 写成 R: 
于 是 对 于 w € FI(M)( 我 们 习惯 用 f 表示 一 个 0 微分 形式 ,因为 它 确实 就 是 一 个 函数 ) ， 
-Bf 1 er， 
Yr 
因此 我 们 应 定义 
1 af 1 af 
mm 人 | 高 政 一 高 沸 
往 下 ,如果 w E FI(M)，o = Ae' 或 者 写 为 w = 和 ,我们 有 


w = (A, v 百 )dr 
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在 现在 的 情况 有 
» 2 -jar A dz 
+ je A dr’. 
而 


te ES 之 - Ee 42 (42) 
2 3 
因此 ,我 们 应 该 有 


1 区 YH; 3h, YE +. (43) 


curl 4 = 一 一 -一 一 
2 3 


H, H: 
下 面 没 有 写 出 的 项 均 可 由 第 一 项 用 轮换 对 称 得 出 .最 后 看 div A = x* dx 和 ,因为 
#A =Ae Aer+Ae Aet+Ae he 


=A1V 于 dz Adz + A V HHidr’ A dr + A VHFHdr! A dr’, 


a 3 器 
dy 和 = (a Fh + FAs /HH + jsAs FH a Adzz A dz’ 


3 
= (sh VHF + 四 AeAe. 


VE 
所 以 
El 
div 4 = EE VHBH,+ 下) (44) 
rH Hs 


最 后 我 们 来 看 Laplace-Beltrami 算 子 ,对 于 FE F"(M), 有 
Af= (dd + 6d)f = 8df =- #dxdf 
= 一 divgrad 上 


1 | a /Hi af,.. 
YHHH lary Hr ar! . 
这 些 公式 有 一 个 常见 的 用 处 , 即 在 R* 中 引 人 球 坐标 


1 2 ， 
XT! = rsinOcos gr = rsingsn gr = recosb 


(45) 


时 ,很 容易 算出 
ds’ = dr? + rd0* + r? sin dy?. 
不 妨 以 (r,0,9) 为 (x!' ,zx?,x!), 现 在 我 们 知道 不 应 该 令 
ma 伴 荔 及 ) 
因为 这 个 “记号 ”没有 上 面 这 些 公式 表示 的 几何 性 质 ,而 应 该 注意 现在 应 可 得 
H' = 1,H; = 于, = rsin’ 0, 
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而 有 
_1af1af 1 af 
gad /= ( 开 全 形 二 3 (46) 
对 于 一 个 向 量 4 ,在 坐标 d 《7 ,8,9q) 中 应 该 先 把 它 写成 
A = Adr+ A(rd0) + Alr sin 0)dy, 


然后 用 (43) 和 (44) 可 得 
1 9Ai{r sin 0) ar 二 
on 
1 134， | 47 
TE d+ (47) 
1 (947 2 
r\ar a0 % 
1 1a 2 ,3, ,3 
dy A yr (FAT sin 9+ 8A2r sin 9+ FAsr). (48) 


而 拉 普 拉 斯 算 子 (注意 符号 ) 是 


和 


1Ta1 saF .9 1 FF 
-去 [ 辫 {” ee . 


{49) 
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1, 微分 形式 在 R* 上 的 积分 ”本 节 中 我 们 将 讨论 一 个 微分 流 形 M 上 的 微分 形式 wE 
户 (MD)(w 的 阶 数 与 M 的 维 数 相同 ) 在 M 上 的 积分 问题 .因为 M 是 光滑 的 , F"(M) 中 的 元 素 为 
A"(M) 的 C” 切口 ,因此 也 是 光滑 的 .在 光滑 的 积分 区 域 上 对 光滑 的 被 积 表达 式 作 积分 , 黎 曼 积 
分 就 已 经 够 用 了 .所 以 本 章 中 的 积分 都 限于 黎 曼 积 分 而 不 去 讨论 第 四 章 中 的 勒 只 格 积 分 ,也 就 不 
必 讨 论 M 上 如 何 定义 测度 的 问题 , 当然 这 不 等 于 说 在 研究 有 关 流 形 的 几何 问题 时 用 不 着 勒 贝 格 
积分 , 退 一 步 说 ,至 少 要 有 黎 受 度量 才 行 .一 个 微分 流 形 ,如 我 们 所 已 假设 的 ,是 地 斯 多 夫 空 间 , 而 
且 满 足 第 二 可 数 性 公理 ,在 这 个 条 件 下 ,这 个 流 形 上 一 定 有 歼 昌 度量 存在 (证 明 见 定理 6) ,也 可 
以 证 明 它 由 此 就 是 一 个 度量 空间 (证 明 略 去 )- 但 是 我 们 现在 还 没有 利用 这 些 结果 .在 这 种 情况 下 
如 何 定义 M 上 上 的 积分 ?办 法 就 是 利用 M 上 的 局 部 坐标 ,把 积分 区 域 映射 到 R* 上 去 ,这 个 映射 尽 
管 “我 们 说 它 是 可 微 的 ”, 却 不 涉及 测度 问题 . 设 UCM 是 一 个 坐标 邻 域 ,gq:U -> R" 是 坐标 映 
射 , 记 g(U) = V,w 在 gpg" 下 之 像 为 人 0, 则 
QD = a(r)dr A A dr'. 
可 是 是 在 g 下 的 拉 回 ,w = g* ,于 是 我 们 定义 


jd 0 
这 就 完全 绕 过 了 测度 问题 . 
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但 是 车 在 U 中 有 了 另 一 个 局 部 坐标 (y,0),(y* ，…,y) ,不 失 一 般 性 ,不 妨 设 y 与 x 坐标 有 
相同 定向 .如果 在 新 坐标 系 中 w 成 为 
N= B{y)dy' A A dy’, 


则 按 (1) 式 ,2 应 定义 为 
[Ce | a= power dy (2) 
, st 
但 由 外 微分 形式 的 性 质 


bly)dy A A dy = bly(r)) a A Adzr" 


= a(zx)dr A A dr'. 
即 有 a(x) = 5(y(z)) J = 开光: 站》 > 0, 国 为 y 与 :有 相同 定向 ,所 以 J 1 了 1, 而 由 要 
曼 积分 中 重 积分 之 变量 变换 公式 
oa eae = Bese) 1J 1 dride’” 


By) dyedy. 


因此 这 个 定义 是 与 坐标 选择 无 关 的 ,因而 是 合理 的 ,研究 微分 流 形 上 的 积分 理论 时 一 个 关键 之 点 
是 要 使 所 得 的 结果 与 坐标 的 选择 无 关 ,微分 形式 的 性 质 正好 保证 了 这 一 点 . 
尽管 我 们 给 出 了 (1) 或 (2) 作为 w 在 U C M 上 积分 的 定义 的 基础 ,其 中 仍 有 值得 推 项 的 地 


方 因为 何如 对 于 () 式 ,要 求 | (z?dz'… dx” 有 意义 ,应 该 要 求 3V 是 勒 贝 格 等 测度 集 ( 第 四 章 


$ 1) ,而 且 对 e(z) 之 光 江 性 不 能 只 限于 要 求 它 在 开 集 V 中 光 光 ,因为 这 时 a(x) 在 3 六 上 仍 可 
能 很 不 规则 ,使 得 =(z ) 在 了 上 不 一 定 可 积 ( 即 所 谓 反常 积分 ). 再 说 ,在 许多 问题 中 3V 不 一 定 
是 光滑 的 , 例 姐 它 可 以 有 边 \ 有 角 等 等 ,而 处 理 这 类 问题 总 是 很 麻烦 的 , 因此 ,我 们 干 胸 回 到 R"， 
在 其 上 重新 建立 起 微分 形式 的 积分 理论 ,然后 再 来 讨论 如 何 把 这 些 结果 搬 到 微分 流 形 上 来 . 

在 讲 兹 熏 积 分 时 我 们 常 将 积分 区 域 分 着 成 小 的 = 维 长 方 体 (以 下 为 简单 起 见 ,就 称 它们 为 矩 
形 ,正如 在 第 四 章 中 称 它们 为 区 间 一 样 ). 现 在 我 们 要 采取 一 种 更 有 系统 的 分 割 方法 , 即 分 割 -个 
空间 为 “ 单 形 ”(simplex) ,这 不 但 是 为 了 使 读者 有 机 会 和 拓扑 学 中 的 某 些 基本 概念 和 方法 曲 打 交 
道 ,更 是 为 了 使 读者 注意 到 积分 理论 的 组 合 学 的 侧面 ,这 一 点 我 们 在 第 四 章 中 已 初步 强调 过 了 ， 

为 了 介绍 什么 是 单 形 , 先 介绍 一 下 线性 空间 V 中 的 仿 射 子 空间 A, 如 果 有 V 的 一 个 线性 了 
空间 WC V ,使 


有 = r+ W, 
则 称 和 为 VV 之 仿 射 子 空间 .从 几何 上 看 , 仿 射 子 空间 无 非 是 把 一 个 线 任 子 空间 W 的 原点 移 到 zx。 
点 ,这 在 几何 上 和 物理 上 都 是 自然 的 .例如 ,以 地 球 或 以 太阳 为 字 韦 之 中 心 均 无 不 可 .但 仿 射 子 空 
间 在 运算 上 显然 有 些 麻烦 :如 果 y, ,ys € 4A, 则 -yj € 歼 而 不 一 定 在 A 中 :yt + ys 更 不 一 定 
能 写 为 zo+(W 之 某 个 元 ), 除 非 z。€ 丈 , 而 这 时 也 就 无 所 渭 仿 射 空间 A 了 . 今 取 机 的 一 个 基底 
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WW 并 令 xX， = zo + 多 ,, 当 | WW ,…, Wi1 线性 无 关 时 ， 由己 ,了 = 0, 亦 即 由 


Dx (zz — 0) = Sa = 0 时 可 得 A = …= 一 0 这 里 ho 一 -人 十 十 Mt)， 只 而 立 , 
= 0, 因 此 由 | WwW。 1 之 线 伯 天 关 ( 即 在线 估 宏 同 襄 义 下 天 闫 ), 关 于 1z。 “zl 可 得 以 


下 性 质 : :着 Zuz = = 0 以及 =10 可 得 au =… = X= 0. 这 个 性 质 我 们 说 成 是 {x ,x ,…， 
zi! 伪 身 无关 ( 即 在 仿 笑 空间 间 窟 间 意 义 下 无 关 ). 反之 由 fr ,x1，…,z! 仿 射 无 关 , 必 可 得 1r。 一 工 。。 
性 无 关 . zo ,x ，… ,zt | 称 为 和 的 一 个 仿 射 基底 , 因 耐 仿 


射 空间 A 中 的 元 一 定 可 以 表示 为 某 个 仿 射 基底 的 仿 射 组 合 如 下 ; 任 取 z E A, 必 有 W 中 一 个 元 
( 它 可 以 表示 为 pW 一 pz -使 


T= rt A — x0) = parot 2 


-Be po = 一 De (3) 
形 如 (3) 的 表达 式 称 为 1xo, zx, ,… ,x | 的 仿 射 组 合 , 但 
= =1 (zor € V), (4) 
最 简单 的 例子 是 | zo ,zi 的 仿 射 组 全 之 集 ， 即 
工 = juro+(fl- pyzii ER 
它 就 是 过 ru,z, 两 点 的 直线 , 它 与 V 的 线性 于 空间 不 同 , 它 不 必 经 过 原点 .如 果 在 中 限制 0 之 
上 所 1, 则 将 得 到 工 上 由 z, 到 z 的 线段 (端点 包括 在 内 ). 
有 了 仿 射 组 合 的 概念 以 后 ,我 们 就 可 以 定义 单 形 了 . 
定义 1 “” 维 线 性 空间 Y 中 的 上 维 单 形 (这 里 0< < 委 z)， 简称 为 单 形 (k-simplex) , 即 & + 1 
个 售 灶 无关 的 点 |xu ,zt ,| 之 如 下 的 仿 射 组 全 的 入 全 


Gr 二 《zol 》 一 {z; 之 二 Fra os 4 < = 1). (5) 
这 些 点 称 为 ee 的 项 点 . 
以 上 受 了 限制 0 委 4, << 1 的 仿 射 组 合 是 一 个 山 集合 .因此 a, 就 是 由 这 些 顶 点 所 尘 成 的 闭 喇 


点 的 第 i 个 重心 坐标 (barycentric coordinates) ,我 们 常 记 之 为 bz)= 
.注意 ,ax CV 乃 是 & 维 空间 的 一 个 子 集 , 所 以 其 中 的 点 的 独立 的 坐标 应 有 个 分 量 ,而 现在 有 


二 1 个 入 ,所 以 它们 并 非 本 来 意义 的 坐标 ,好 在 它们 也 不 是 独立 的 ， 因为 及 =1. 


0 单 形 就 是 -个 点 | zo1;1 单 形 是 一 个 线段 ;2 单 形 是 一 个 三 角形 . 在 攻 让 积分 问题 时 必须 考 
讶 积分 区 域 的 定向 ,所 以 我 们 要 规定 单 形 (5) 的 定向 . 仿照 忍 * 中 定向 即 坐 标 按 一 定 次 序 的 排列 ， 
现在 ee 的 定向 也 就 是 把 顶点 |] zu ,zl,…,zt+ 接 一 定 次 序 的 排列 . 以 下 (xo ,zx1,… ,xz ) 但 表示 顶 
点 已 按 此 顺序 排列 的 有 向 单 形 .如 果 将 顶点 按 另 一 顺序 排列 , 则 有 一 个 10,1,… ,& 的 排列 ,而 
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排列 后 的 单 形成 为 《zeo ,ze zx) 如 果 x 是 一 个 偶 ( 奇 ) 排列 , 就 说 (rro ,rrdb ，…， 
Zi) 与 (xo,x1,"" ,4) 有 相同 定向 (相反 定 疝 , 并 记 人 woo zs te》 三 一 《Troy 
ZZ)) .总 之 


《zxo TAD LAD) = SEn r(xor Ti Te), 
每 一 个 单 形 都 有 边 绿 . 设 有 单 形 4 一 《zo ,x ,… ,zx,), 则 从 这 些 硕 点 中 任 取 若干 个 组 成 一 个 
新 单 形 (其 维 数 可 从 0 一 一 即 由 单个 硕 点 1 x, | 构成 ) 一 直到 (就 是 m 自身 ) . 设 某 一 个 这 样 的 新 
单 形 记 作 Ti (4: 表示 其 维 数 ) , 则 称 Th 为 m 的 z 维 曾 (特别 是 5 < 上 时 称 为 真 面 ) .如果 是 a 的 
一 个 面 ,我 们 记 为 r < o. 我 们 特别 要 注意 a 的 低 一 维 的 (大 - 1) 维 面 ct = (x0 ,2 2 
zt)， 必 , 表示 删 去 zx, ,更 低 维 的 面 因 为 都 是 ci 的 面 ,而 单 形 都 是 闭 的 ,所 以 这 些 面 都 已 合 于 a 
中 了 .我 们 本 可 就 用 上 述 的 顶点 次 序 安排 oi 之 定向 ,但 由 于 一 些 几何 上 直观 可 见 的 理由 ,我 们 
用 (- to 包 作为 其 定向 .这 样 一 来 ,我 们 就 可 以 定义 单 形 c 的 边缘 算 子 3, (或 简 记 为 ?) 如下; 
0 = 2 1 《6) 
我 们 想 要 研究 的 几何 图 形 是 由 有 限 个 单 形 }jc' ,…',o"! 组 成 的 ,这 种 几何 图 形 叫 做 复 形 ( 淮 
确 些 称 为 单纯 复 形 (simplicial complex))K ,对 复 形 有 以 下 要 求 ; 
1. KK 是 由 有 限 个 单 形 组 成 的 ,每 个 单 形 的 维 数 不 一 定 相同 ， 
2, 若 o 是 K 中 一 个 单 形 , 则 e 的 所 有 的 面 也 在 K 中 . 
3. 若 rz 与 g 均 为 K 中 的 单 形 , 则 或 者 r 门 e = ,或 者 zg 是 :与 oa 的 公共 面 .这 种 情况 
下 我 们 说 + 与 规则 相处 .图 7 -5 - 1 是 一 些 不 规则 相处 的 单 形 之 例 . 
我 们 求 积分 的 区 域 可 以 是 复 形 中 若干 个 单 形 组 成 的 , 但 
每 个 单 形 出 现 的 次 数 不 一 定 是 一 次 , 面 且 定向 也 可 改变 .因此 
我 们 将 考虑 一 个 “ 链 "(chain) , 即 


c= Dn , 7 为 整数 . {7) < 
而 因为 一 个 复 形 中 只 有 有 限 个 单 形 , 所 以 只 有 有 限 多 个 有 闫 < 
0, 面 且 我 们 规定 之 维 数 相同 ,这 个 公共 的 维 数 也 就 成 为 链 
的 维 数 . (7) 式 是 一 个 形式 和 ,按照 形式 的 加 法 , 它 将 构成 一 个 
可 交换 群 . 我 们 票 求 当 且 仅 当 (7) 式 中 一 切 n, = 0 时 ,这 个 链 图 7 -5 -1 
才 是 上 述 群 中 的 零 元 .车 上 述 公共 维 数 为 , 则 称 此 群 是 一 个 维 链 群 , 记 作 C，. 
现在 把 3 线性 地 由 一 个 单 形 推广 到 链 < 上 , 面 令 
ac= 忆 iar. 
由 (6),3a 其 实 已 经 是 一 个 链 ,但 是 维 数 低 1, 所 以 我 们 得 到 链 群 上 的 一 个 映射 序列 , 记 作 
(CD): 


(car (8) 
最 后 一 项 为 0 是 因为 Cu 是 由 复 形 KK 中 之 一 切 单 形 的 顶点 所 成 的 形式 和 (7) 之 集合 ,顶点 x, 没有 


边缘 , 邵 边 缘 为 空 集 , 我 们 用 0 表示 空 集 之 形式 和 . 
定理 1 了? = 0. 
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证 我们 只 考虑 一 个 单 形 o = 《xo,zx1,… ,x ), 则 
3a= -ro ks, 1) 
再 施行 3 时 注意 到 36o 已 是 一 个 链 , 而 ?应 施加 于 其 每 一 项 上 . 当 3 施 于 其 一 项 (zo, ,2 区 》 
时 应 再 删 去 一 个 顶点 z .如 果 j < i , 则 删 去 的 是 第 + 1 个 顶点 ,应 该 吉 一 个 因子 (一 1》 ;如 果 
之 i 则 因 x; 本 已 删 去 ,再 删 的 是 第 j 个 顶点 ,因此 现在 试 加 的 因子 是 (- 1)… .总 之 我 们 有 
Fe = 300 = DD (ro sb ,bi) 
+ DD Yt = 0. 

最 后 一 式 的 来 源 是 将 后 一 项 的 i,5 对 调 即 知 它 与 第 一 个 和 式 相 消 .证 毕 . 

定理 1 是 一 个 非常 重要 的 定理 , 它 与 外 微分 算 子 的 基本 公式 中 = 0 有 深刻 的 对 偶 关系 .也 正 
因为 如 此 ,我 们 才 把 可 以 写 为 do 的 微分 形式 w= do 称 为 "上 ”边缘 ,英文 名 词 为 co-boundary .在 
数学 的 这 一 部 分 中 ,一 个 限制 词 加 上 了 “co-" 这 样 的 字 头 以 后 总 是 意味 着 有 某 种 对 偶 性 . 但 其 译 
法 不 …. 有 时 称 为 “ 协 " ,如 * 协 变 ”"covariant, 有 时 译 为 “ 余 ”, 如 * 余 切 共 "ecotangent boundle, 有 时 译 
为 上" ,如 现在 我 们 讲 的 “上 同调 "cohomology- 

我 们 用 (6) 式 来 定义 3, 其 中 有 因子 (- 1) ,其 目的 就 是 为 了 证 国 
明 这 个 定理 . 

这 样 , 例 如 对 2 单 形 (z,, zx, ,x,) ,我 们 有 

34zoyzlyza)》 = (Kirt) (ror ty) + (rosz1). 

注意 第 二 项, (xo ,zr;) 是 由 x。 到 x, 的 线段 ,现在 要 把 它 改 成 (z。， 吕 
zo), 即 由 x, 到 ze 的 线 女 ,这样 做 才能 使 一 个 单 形 的 定向 与 它 的 
各 个 面 的 定向 协调 起 来 (图 7 - 5 -2). 图 7-5-2 

在 以 前 作 积分 时 ,我 们 要 把 积分 和 中 的 “ 条 形 "(第 四 章 中 通称 为 “区 间 ”) 细 分 . 现在 既然 用 
单 形 来 取代 矩形 ,当然 就 要 考虑 单 形 的 前 分 .我 们 总 是 用 一 种 特殊 的 剖 分 称 为 单 形 的 重心 重 分 
(barycentric subdivision)…“ 重 心 ” 是 一 个 从 初等 忆 何 中 就 熟知 的 概念 , 重 应 该 读 如 轻重 的 重 .“ 重 
分 " 则 是 再 分 的 意思 ,所 以 重 分 的 " 重 ” 应 该 读 如 “轻舟 已 过 万 重山 ” 的 “ 重 ”. 

一 个 上 单 形 m = 《zo ,zx ,…, xz》( 其 中 z, 表示 维 线性 空间 V 之 一 点 ,因此 是 一 个 维 疝 
莉 ) 的 重心 即 


b(o) = FE (9) 
它 仍 是 一 个 。 维 向 量 ,因此 仍 是 中 一 点 ,但 因 是 名 的 ,(9) 中 的 系数 [> 0, 且 六 


= 1, 所 以 5(o,) 在 a 内 部 ,我 们 熟知 的 线段 中 点 、 三 角形 重心 均 是 其 特例 . 

定义 2 5 之 重心 重 分 D6) 如 将 6 分 感 一 切 可 能 的 以 下 形状 的 一 组 单 形 ,其 顶点 为 
(6(ro),5(rn) ,BCrD)》 这 里 n 为 we 的 一 个 ; 维 疝 ,5(r ) 即 其 重心 ,而 有 + < 

注意 nm 是 am 的 0 维 面 即 一 个 项 点 , 设 为 = ,r, 既是 1 维 面 , 面 r < nr ,所 以 r, 必 为 某 


个 线 妥 [zm ] ,而 6(m) = 计 (ze + x ), 辐 样 ,b(5,) = 二 上 了 1x, ,但 是 从 上 而 的 作法 可 
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知 ,r 的 顶点 必 不 能 尽 取 r,: 的 顶点 , 所 以 1z, | 一 定 是 1zo,z,,…, zi| 的 一 个 重新 排列 ,而 


blr) = Fi 就 是 5《o). 当然 ,我 们 应 该 来 证 明 (5(r0),6(T),…,5(T,)) 确 为 一 个 单 


形 . 为 此 ,只 要 证 明 它 的 顶点 为 仿 射 无 关 的 即 可 ,这 是 容易 的 ,为 方便 起 见 , 我 们 令 r= 《zo,*…， 
工 ), 则 
和 
145)- 寥 i = (5 
A 
和 2 
车 它 等 于 0, 由 |z,,z,,… ,zs| 之 仿 射 天 关 性 ,立即 有 A =0, 依 次 代 人 前 面 各 项 又 依次 有 4， = 
M2 = = A =0. 
还 要 注意 ,a; 之 重心 重 分 D(a ) 一 定 成 一 复 形 , 即 它 的 各 个 小 的 维 单 形 (b(ro),5(ri)， 
…6(r)) 均 规 则 地 相处 .这 在 直观 上 是 很 清楚 的 ,组 是 应 该 要 证 明 . 由 于 我 们 在 这 里 并 不 是 想 
要 讨论 代数 丘 扑 学 ,所 以 不 停留 在 这 个 问题 上 了 .但 有 一 点 应 该 提 及 , 即 在 重心 重 分 以 后 所 得 到 
的 小 的 单 形 的 定向 应 如 何 确定 ?从 形式 虐 看 ,每 一 个 小 单 形 (6(ro) ,850),…,6t)) 中式 之 
ti 所 以 这 些 顶 点 已 经 有 了 一 个 自然 的 定向 ,但 是 这 个 定向 与 原来 的 单 形 之 定向 却 不 一 定 协 
调 .例如 ,5 (ro) 一 定 是 某 个 顶点 Zuoy8(ri) 应 是 线段 (zz ) 的 中 点 ,但 是 在 原单 形 中 (z, ， 
z, ) 的 定向 不 一 定 是 由 zx， 到 并 ,而 可 能 是 相反 ,例如 图 7-5- 3 之 左 - 现 在 我 们 要 调整 如 下 ,我 
们 已 说 过 ，| ia ,| 一 定 是 10,1,… ,1 的 一 个 排列 x, 于 是 我 们 规定 小 单 形 (5(r)， 
0(T1),… ,6《 Ti)) 的 定向 应 取 为 sgn r(5(ro),5(ri),…,5(r)》, 图 7-5- 3 右 就 是 调整 以 后 的 
定向 . 


我 们 当然 要 对 = 反复 作 重心 重 分 ,例如 作出 D"(o) = D. DD.… .DD(o)( 共 加 重 ), 而 看 现 
六 % 时 它 是 否 会 缩 为 一 点 ,这 时 就 要 问 了 ,在 六 上 我 们 并 未 赋 以 度量 ,怎样 来 考虑 极限 呢 ? 事 实 
上 ,V 实 RR" ,在 R" 中 当然 可 以 作出 极限 ,当然 可 以 给 出 度量 ( 见 第 六 章 ) 而 不 必要 有 欧 氏 度量 (这 
一 点 与 体积 不 同 ,要 定义 体积 却 是 需要 欧 氏 度量 的 ) .而且 第 六 章 中 还 指出 了 ,R" 中 各 种 度量 均 
是 等 价 的 , 例如 两 个 点 zi， = (zz 与 za = (如 ,…,z3) 之 间 , 用 六 1 一 局 1 
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sop | 2 一 蕴 | 台 (zi - 也)] pa > 1) 作 距 南 均 无 不 可 .所 以 下 面 我 们 直接 写 | x - y! 表 


示 二 点 的 距离 ,于 是 令 4 = (zu yz 如 ) 为 一 个 单 形 ,z,y E 5, 于 是 y= 1200S 2 的 
1, 4, =1, 所 以 
: 
Iz yl 2 zrlsuplr -tlsuplz -zl|. 


这 里 我 们 再 把 x 写 为 x = So 石 , 然 后 再 用 上 面 的 推理 . 作 重 心 重 分 后 ,我 们 只 要 讨论 16(zr) - 


blp》 | 即 可 ， 于 是 设 之 j， .50z) 是 一 个 维 面 的 重心 ,5(j) 是 一 个 m 维 面 的 重心 ,1 < mr 去 
,于 是 


上 


blr) = TH ,blp) = a - 
为 了 洲 免 符号 过 于 元 长 ,x 区 ,这 样 利用 单 形 为 一 凸 集 , 即 知 


5 


-blp)| < oup 


lo 60 | < 


ni 
< 攻 | 
nfl 


< si) 


由 此 可 知 , 当 无 限 地 作 重心 重 分 后 , 单 形 将 缩 为 点 . 

有 了 这 些 预 备 知识 以 后 ,我 们 可 以 开始 讨论 积分 了 .我们 首先 考虑 一 个 形式 = a(z)gz' 
A A dx 在 一 个 单 形 吉 = 《zo,z1,…,4) 上 的 积分 .这 里 过 到 了 关键 问题 . 即 如 何 处 理 体 
各 如 和 在 上 已 有 了 和 结 槐 , 而 有 不 护 且 设 (> ，, ) 为 入 让 和 要 村 . 册 切 空间 有 有 一个。 
若 遍 [esel = | 绽 7 ,3 14x name 则 是 余 切 空间 与 它 对 个 的 o.n 基底 ,如 果 记 


0 之 楼 为 切 向 量 10,，… 人 vi = zi ~ ro), 面 且 


v= A 沪 (注意 入 为 实 常 数 ) - 
于 是 dx! A … A dzr' 作为 & 阶 反对 称 协 变 张 量 , 易 知 
《dz Addet(AD 人 (de A A da 
= det( AD) — Elvol(a,). 
今 取 w 之 系数 a(z) 在 mm 的 重心 处 的 值 <( 点 ), 并 且 作出 第 一 个 “ 黎 冯 和 "”. 
Seam) = {alb)de! A A detsv® ,on) = atojvlta)， (10) 


这 里 wi? 就 是 w . 《10) 式 前 的 因 于 可 T 来 自 : :det( A1) 是 上 维 平行 体 的 有 符号 的 体积 ， 乘 上 四 T 后 才 
得 到 单 形 5, 的 体积 vol( a, ). 
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往 下 的 作法 就 很 清楚 了 . 作 o 的 二 次 重 分 D"(wm). 它 是 一 个 链 ,由 具有 有 授 当 符号 的 单 形 
ct。 构成 .对 每 个 这 样 的 单 形 ,仿照 (10) 作出 


Ss(w100) = 六 ae 人 dz A A dasv0 ,wh ), 
= De ) vl). 
然后 再 作出 | 
Soc = 直 Dab dt A A drs 
vs) = Pete vol el ). (11) 
我 们 考虑 的 是 R' 上 的 光滑 微分 形式 ,所 以 应 该 看 到 a(z) 在 有 界 闭 集 mx 上 是 连续 的 ,因而 是 多 
和 可 积 的 ,因此 当 束 om 时 ,him S,(w,0") = je(z)dz'…ae 是 存在 的 .所 以 ,我 们 有 理由 给 


出 


定义 3 磊 。 -= atzJdat A Ad 在 由 中 包 信 甘 个 续 单 形 ,的 区 域 中 县 光滑 的 下 
| = J ne “dr, {12) 


对 这 个 定义 应 该 作 一 些 说 明 、 在 定义 3 前 的 一 大 有 段 文字 并 没有 证 明 什 么 ,而 只 是 解释 为 杆 么 
要 这 样 定义 .古典 的 积分 定义 的 主要 思想 ,如 果 给 以 不 严格 的 表述 ,就 是 :把 一 个 函数 a(z), 乘 
上 "无 穷 小 的 体积 ”dx …dz'* ,再 加 起 来 . 现在 则 是 ,把 一 个 微分 形式 w 中 的 “体积 元 素 "dz: A … 
A dz* 作用 到 * 光 穷 小 单 形 "os" 上 并 乘 以 a( 5 ) 热 后 再 加 起 来 ,二 者 实在 是 很 相似 的 .问题 在 
于 R' 上 在 没有 给 出 旗 革 以 前 ,是 不 能 定义 体积 的 有 上 当然 可 以 给 出 度量 ,而 且 可 以 给 出 许多 
种 :每 一 个 度量 就 是 一 个 正定 的 阶 方 阵 (g, ). 上面 的 讲法 则 是 指定 用 单位 矩阵 工作 为 (8 ). 当 
然 会 问 ,如 果 给 出 其 它 底 量 又 当 如 何 ? 结 果 当 然 会 有 不 同 ,下 面 讲 到 函数 (而 不 是 微分 形式 ) 在 歼 
曼 流 形 ( 上 面 当然 已 经 有 了 上 度量) 上 的 积分 时 会 要 回答 这 个 问题 . 可 以 说 其 结果 无 非 相当 于 对 系 
数 a(z)( 即 “被 积 阔 数 ") 作 一 个 修正 而 已 . 这 时 整个 理论 不 会 有 本 质 的 改变 . 但 它 究竟 告诉 我 
们 ,微分 形式 的 积分 本 质地 依 炸 于 体积 概念 -体积 是 可 以 “定义 ” 的 :用 不 同 定义 的 体积 将 得 到 不 
人 尊 的 积分 值 . 真正 的 问题 是 :R* 上 本 来 没有 体积 ,要 先 给 出 体积 定义 以 后 ,才能 用 这 样 算出 的 黎 


曼 积分 je (x)dr'…dz 作为 | 之 定义 


我 们 的 作法 当然 有 些 偷 巧 .既然 知道 dr' A … A dz 作用 到 (ui ,…,w) 上 以 后 可 以 得 到 一 
个 "很 像 ”体积 的 东西 ,何不 以 它 为 基础 建立 一 讲 测 度 和 积分 理论 而 要 将 它 归结 为 通常 的 黎 曼 积 
分 呢 ? 如 果 那 样 做 就 太 麻 频 了 .回想 一 下 十 此 的 殖 曼 积分 定义 是 很 麻烦 的 :一 维 情 况 好 说 (现在 几 
乎 一 定 要 考虑 高 维 问题 ) ,在 高 维 时 ,我 们 需要 把 积分 区 域 分 解 成 若 尔 当 可 测 的 小 区 域 (而 什么 条 
件 下 一 个 区 域 才 是 阁 尔 当 可 测 久 是 麻烦 事 ), 现 在 我 们 只 分 划 为 单 形 , 面 单 形 又 只 允许 作 重 心 重 
分 ,这 当然 容易 多 了 .特别 是 把 它 化 成 了 黎 曼 积分 就 不 必 操心 证 明 这 个 “ 很 独 ” 体积 的 东西 是 否 
具有 有 限 或 可 数 可 加 性 了 .局 可 是 以 单 形 及 其 重心 重 分 为 基础 来 建立 积分 理论 真正 的 目的 是 为 了 
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突出 积分 的 组 合 学 的 侧面 ,表现 在 下 面 的 斯 托 克 斯 定理 上 . 

根据 同样 的 “ 丛 巧 ”的 办 法 ,有 许多 关于 积分 必须 要 证 明 的 结果 将 都 在 其 较 一 般 的 情况 下 ， 
即 流 形 上 的 积分 中 ,一 并 证 明 . 

最 后 还 要 提 一 下 ,我 们 的 vol(o,) 此 有 符号 的 :车 将 6 的 定向 反 转 ,成 为 -中 则 det4;) 将 要 


反 号 .于 是 
fo=-h. (13) 


这 可 能 是 微分 形式 的 积分 与 通常 函数 的 积分 景 重 要 的 区 别 . 也 很 清楚 , 若 有 一 个 由 上 单 形 o4?， 
i 二 1,2,…,t,(! 为 有 限 整 数 ) 所 成 的 链 


c= Fae ,a EZ (14) 
(这 里 世 指 整数 集 ) , 则 可 以 在 链 上 求 积分 而 有 


| = 2 尼 (15) 


2, 斯 托 克 斯 定理 ”许多 数学 家 认为 斯 托 克 斯 定理 是 整个 数学 中 最 深刻 的 定理 之 一 .其 实 ， 
在 19 世纪 中 叶 有 许多 类 似 的 定理 都 差不多 间 时 被 人 提出 ,例如 高 斯 格林 的 定理 . 对 之 有 贡献 的 
数学 家 与 数学 物理 学 家 还 可 以 举 出 许多 , 它 之 所 以 重要 在 于 它 儿 乎 是 自明 的 ,而 这 又 依赖 于 彻底 
地 状 清 楚 它 所 涉及 的 概念 ,同时 它 有 十 分 重要 的 推论 . 由 于 它 十 分 重要 ,我们 宁可 多 花 一 些 篇 由 
在 R" 上 与 在 一 般 的 微分 流 形 上 各 讲 一 次 ,这 样 可 以 更 清楚 地 理解 它 所 涉及 的 概念 ， 

斯 托 克 斯 定 更 。 设 = 为 一 有 向 维 单 形 ,w 为 v 上 的 光滑 的 (& - 1) 微分 形式 , 则 


J = = 扩 (16) 


证 “我们 最 终 将 在 一 个 微分 流 形 上 证 明 类 似 定理 ， 那 时 我 们 也 将 给 出 其 准确 的 提 法 .所 以 
现在 我 们 仍 只 限于 说 明 , 从 组 合 学 的 角度 去 看 , 它 究竟 是 怎么 回 事 . 
上 面 我 们 说 过 , 若 a = 《zo,x,,…*,z) 则 


ac = 六 有 re 
我 们 看 左 . 右 双 方 的 黎 曼 和 ， 而 且 首先 是 o 未 作 玻 必 业 分 的 翌 沈 .对 于 (16) 的 友 方 , 它 是 


Sildos0) = (da css ts ty) 
但 是 上 一 节 中 的 (21) 式 (我 们 只 对 w 为 1 微分 形式 的 情况 证 明了 它 ) 告诉 我 们 
《da [og ;Vrs th) = 3 DD cos vi ww + 其 它 项 . 
这 里 “其 它 项 ” 形 如 (tbo )); [oo 了 而 且 D。 就 表示 在 v, 方向 的 


方向 导数 , 亦 即 (9) 式 中 的 ww = 证 元 . 但 是 v 都 是 常 系数 微分 算 子 , 央 此 互相 间 都 可 以 交换 ， 


[ww ,am ]= 0, 因 此 “其 它 项 ” 是 不 会 当 现 的 . 故 
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Si{dw,0) = 直立 (- DD, Co(B{(0)) ;v0 ,es dt ). (17) 
再 看 (16) 的 右 方 ,相应 于 它 的 族 绝 和 是 


Si(w90) = tm 1)’S, {ws0,). 
《zo 人 t 4 ; 当 j > 0 时 它 是 由 fv0 ;二 ，… ,| 构成 的 (k -1) 单 形 . 但 是 当 j = 
0 时 go = 《zl,… ,zi) 的 楼 是 ww = zx- 工 ! = vw 一 v1,i = 2,…, 尼 .因此 在 S,(w,a。) 中 是 
作用 于 ww A A ws = (v2 一 01) A A (0 一 0) 的 .把 ws 人 … A ew 按 w 展开 ,其 第 
一 项 不 售 v 而 是 wz 人 … A 习 - 售 ui 的 “一 次 宪 " 者 是 在 (v,,…,%，…, 奴 ) 中 以 一 vi 代 壹 vs 
其 它 项 则 至 少 合 丙 个 vi 作为 因子 ,外 微分 形式 w 既是 反对 称 协 变 张 量 , 则 它 作用 于 售 两 个 (或 更 
多 ) 相同 因子 v, 的 项 上 自然 为 0, 因 此 


Saw,ac) = -mr 1)°Si(w(bo) ,ao) + ti ),0;) 
vee, (18) 


CET DD od) ,ved ). 
1 
这 两 项 不 局 在 于 ,第 二 项 中 是 在 5。 处 取 w 之 值 ,而 第 一 项 则 是 在 o 之 第 j 个 面 o 之 重心 已 处 取 
也 之 值 .所 以 

Si(a,ac) = i 了 [ob 一 (让 
下 而 是 关键 的 一 步 .应 用 中 值 定理 于 w(io) - w(5,). 在 微分 学 一 章 中 我 们 就 指出 过 ,对 于 多 元 
画 数 ,中 值 定理 一 般 不 成 立 ,而 只 能 用 一 个 不 等 式 来 代 符 . 现在 注意 单 形 v 对 其 任何 一 点 都 是 星 
形 的 ,因此 连接 加 与 5 的 线段 1zpo + (1 - 1 忆 0 魏 上 所 1 全 在 "内 ,而 w 在 这 个 线段 上 确实 
是 单 变 景 的 函数 ,因此 可 以 应 用 中 值 定理 (和 淮 确 地 说 是 应 用 专用 于 一 元 多 数 的 近 格 朗 日 公 
式 ) 而 知 在 此 线段 上 一 定 可 以 找到 一 点 c; 使 

wib) — wlb,) = D, (cas - b). 

这 里 D。 是 沿 (z ,4 ) 线段 的 方向 导数 ,而 因 


(= 
所 以 就 是 w 方向 的 向 量 ,从 而 


w{B0) — wtb,) = 1D, (0)%,. 
代入 (18) 即 有 
Si(w,90) = 直立 (- DD, afe ,vm d,s, Dh). (19) 


把 (17) 与 (19) 比 较 , 其 差别 一 是 在 c 处 来 值 ,一 一 是 在 5(e) 处 求 值 .但 在 经 过 多 次 重心 重 分 后 
5(o) 与 < 会 任意 接近 ,而 且 若 以 重心 重 分 后 维 单 形 之 直径 作为 无 穷 小 之 阶 的 标准 , 则 每 一 项 


$3 微分 形式 在 流 形 上 的 积分 S21 


之 差 均 为 高 阶 无 穷 小 量 . 按照 黎 曼 积分 的 标准 作法 ,其 极限 又 会 相同 .由 此 即 得 斯 托 克 斯 定理 之 
证 . 

认真 分 析 这 个 证 明 ,首先 我 们 应 看 到 这 个 定理 是 微 积分 基本 定理 的 推广 .因为 车 。 是 1 维 单 
形 即 区 间 [zo,zi] 时 ,o 应 是 0 形式 ,部 一 个 C” 函数 F(z),dw = 六 (zj)dzr, 而 w 在 ac = | zi 
一 上 zo 上 的 “积分 ”现在 威 为 f(x1) ~ 7(zo) ,斯 托 克 斯 定理 就 成 了 


人 read = f(x1) -Arzo)， 


当然 读者 会 说 ,这 里 对 f(z) 光滑 性 要 求 过 高 .整个 第 四 章 可 以 说 正 是 围绕 可 积 性 而 来 ,那么 何 
必 那 么 大 张 旅 就 地 讲 斯 托 克 斯 定理 是 它 的 推广 呢 ? 大 凡 一 个 重要 理论 总 有 许多 不 同 的 侧面 .以 定 
积分 为 例 , 它 的 积分 区 域 构造 极为 简单 ,可 是 古代 不 明白 什么 叫 可 积 性 . 到 柯 西 解决 了 连续 函数 
的 积分 问题 . 以 后 ,不 连续 性 问题 提 到 议事 日 程 上 来 ,由 黎 螺 、 达 布 终于 又 提出 了 可 积 性 的 理论 ， 
后 来 出 现 了 勒 贝 格 的 理论 ,我们 在 第 四 章 中 正 是 这 样 展开 这 个 理论 的 .可 是 这 只 是 问题 的 一 个 情 
面 . 当 我 们 看 到 ,特别 是 在 物理 学 中 的 曲线 积分 与 曲面 积分 ,其 积分 区 域 的 几何 构造 (准确 些 说 是 
其 拓扑 特性 ) 变 得 十 分 复杂 时 ,就 发 现 微分 流 形 上 的 微分 形式 之 积分 成 了 不 可 避免 的 对 象 .这 
时 ,研究 积分 的 几何 ,拓扑 侧面 就 自然 凸现 出 来 .而 斯 托 克 斯 定理 就 自然 成 了 人 们 注意 的 中 心 .法 
大 数学 家 托 姆 (R.Thom) 说 过 一 段 话 :“ 要 问 我 最 深刻 、 最 困难 而 又 有 具体 的 不 容 置 疑 的 物 现 
解释 的 数学 定理 是 哪 一 个 ?对 于 我 ,斯 托 克 斯 定理 当 属 首选 .这 与 下 面 的 事实 有 关 ;外 微分 是 一 个 
十 分 神秘 的 观念 , 它 的 真正 的 实质 ,我 相信 ,还 藏 在 证 中 ,尽管 它 的 形式 定义 是 如 此 简单 .”( 转 引 
自 D- Leborgne,Caleul differentiel et geometrie;,1982 ,146 页 ). 

在 上 述 证 明 中 最 令 人 注意 的 是 什么 ?一 是 中 值 定理 的 应 用 . 从 我 们 在 第 四 章 8 1 中 介绍 的 达 
布 关于 微 积分 基本 定理 的 证 明 中 ,我 们 就 看 见 这 个 定理 的 作用 ,在 讲 到 泰 勤 展开 式 的 积分 余 项 
时 ,也 是 利用 点 与 x。 点 的 连 线 当 z 与 zx, 充分 接近 ,全 部 落 在 所 考虑 的 区 域内 , 因 面 本 以 利用 积 
分 中 值 定理 (也 就 是 拉 格 朗 日 公式 ) .在 庞 加 莱 引 理 和 这 里 则 明确 提出 了 区 域 的 星 形 的 概念 . 它 与 
在 拓扑 学 上 重要 的 可 收缩 性 概念 相关 .我 们 要 指出 ,在 许多 其 它 重要 定理 中 ,也 都 会 以 类 似 形式 
应 用 中 值 定理 .二 是 组 合 方法 的 应 用 , 即 在 本 书 中 这 也 不 是 第 一 次 了 :; 达 布 对 微 积 分 基本 定理 的 
证 明 就 是 利用 了 一 个 极其 简单 的 组 合 学 事实 : 


F(b}- F(a) = Flan) ~ Fla) = DlFta,) - F(aa)]. 
我 们 也 指出 过 ,分 部 积分 法 ,无 非 就 是 连续 形式 的 阿 贝 尔 求 和 变换 式 


pe a)b = 人 (Ce -biri)arrao = bs = 0. 

现在 斯 托 克 斯 定理 的 证 明 , 以 及 它 的 基础 ; 单 形 的 边缘 与 复 形 的 边缘 计算 公式 中 的 待 叶 的 选取 ， 
都 是 使 用 了 组 合 学 的 技巧 ,其 目的 在 于 正 负 相 消 得 到 十 分 简 洛 的 结果 ,我们 在 前 面 说 积分 学 还 有 
另 一 个 仙 面 即 组 合 学 的 侧面 ,就 是 这 个 意思 . 当然 ,积分 学 不 止 是 一 点 组 合 学 ,还 有 “一 点 " 逼近 ， 
“一 点 "极限. 其实 ,这 里 讲 的 “一 点 ” 也 都 会 成 为 大 文章 ,下 面 还 要 再 说 . 现在 我 们 想 告诉 读者 的 
是 这 样 一 个 事实 : 贯 冲 在 整个 数学 中 有 一 些 最 基本 、 最 简单 的 思想 和 方法 .但 是 它们 变化 万 干 , 丰 
富 多 采 . 我 们 学 好 一 门 学 问 ,最 要 下 力气 的 正 是 用 一 切 方法 笔 握 这 些 为 数 不 多 的 基本 思想 ,基本 
方法 ,以 达到 返 朴 归真 .可 是 没有 多 年 独立 的 钻研 ,这 是 绝 做 不 到 的 . 
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3, 微分 形式 在 流 形 上 的 积分 以 及 一 般 的 斯 托 克 斯 定理 。 本 节 中 我 们 但 设 M 是 一 个 维 可 
定向 微分 流 形 . 

微分 流 形 上 的 积分 理论 有 两 个 最 重要 之 点 :其 一 是 这 个 理论 应 该 是 与 坐标 无 关 的 .其 二 是 斯 
托 克 斯 定理 .第 一 点 我 们 在 一 开始 就 提 到 了 , 它 其 实 就 是 坐标 变换 公式 , 它 可 以 由 式 (1), 即 


[Fe 


得 出 .如 果 UU 是 R* 中 的 一 个 复 形 ,p( U) 在 M 上 . M 是 弯曲 的 ,其 上 本 来 没有 平 直 的 单 形 和 复 
形 , 是 否 可 以 设想 , p 把 复 形 的 结构 映射 到 M 上 ,即将 M 分 成 许多 小 块 ,每 一 个 小 块 U 是 一 个 n 
维 单 形 c 之 像 ,而 之 面 ,分 别 映射 到 U 的 一 个 低 维 子 流 形 上 ?如 果 可 以 ,就 称 U 忆 M 是 一 个 & 
维 奇异 单 形 . 称 它 为 奇异 的 是 因为 由 。 到 IT 的 映射 p 允许 很 "奇异 ", 甚 至 不 一 定 是 一 对 一 的 .这 
些 奇 异 单 形 的 形式 和 2 yw; 称 为 奇 腊 链 .如 嵌 存 在 这 样 一 个 映射 ,就 说 M 可 以 三 角 前 分 .如 果 这 
个 映射 是 C” 的 则 说 M 可 以 C” 地 三 角 剖 分 .那么 ,M 是 否 可 以 C” 三 角 剖 分 昵 ?从 20 世 纪 30 年 
代 起 这 就 是 一 个 重大 问题 ,因为 它 关 系 到 能 否 把 组 合 的 方法 用 于 微分 流 形 的 研究 . 这 里 有 惠 特 尼 
(Hassler Whitney) 的 二 角 剖 分 定理 ,指出 每 一 个 C” 微 分流 形 一 定 有 C” 三角 前 分 .这 个 定理 的 
证 明太 复杂 ,不 妨 留待 读者 有 志 于 更 深入 地 讨论 流 形 的 拓 补 学 时 再 去 研讨 . 现在 我 们 用 另 一 种 方 
法 来 讨论 ,这 就 是 应 用 单位 分 解 ， 

在 微分 流 形 M 的 定义 中 我 们 加 上 了 M 为 豪 斯 道夫 空间 并 且 适 合 第 二 可 数 性 公理 的 朗 求 
《$2) , 那 时 我 们 就 指出 这 样 做 是 为 了 使 用 单位 分 解 . 其实 前 面 我 们 已 多 次 这 样 做 了 ,现在 再 比较 
明确 地 讲 一 下 定义 积分 的 过 程 , 它 是 应 用 单位 分 解 方法 的 一 个 与 型 例子 .所 谓 单位 分 解 就 是 ;在 
上 述 关 于 M 的 限制 下 , 若 M 有 一 个 开 覆 盖 , 则 它 必 有 一 个 局 部 有 限 的 于 覆盖 | U. | . 即 每 一 点 P 
必 有 一 个 邻 域 现 ,与 最 多 有 限 多 个 U.( 设 为 U,，…, UU, ) 相交 :UU, 站 WW 闫 2 ,i = 1,2,…,, 然 
后 可 以 找到 一 族 C7 (1M) 函数 g. , 称 为 从 属于 此 种 盖 的 单位 分 解 ,使 每 一 个 9 的 支 集 supp 多 必 
会 于 某 一 个 Us 中 ,8 = 8(a)( 不 说 是 会 于 U. 中 ,因为 1U,| 不 一 定 与 1p, | 用 同样 的 参数 标记 ,而 
且 同 一 个 supp 9 可 以 会 于 好 几 个 不 同 的 Us 中 ,我们 选 定 其 中 一 个 并 记 为 B(a)) ,这 些 函 数 的 支 
集 isupp gj 一 定 是 局 部 有 限 的 ,而 且 

0 委 多 委 1, 2. = 1 (20) 


后 一 式 要 注意 ,因为 有 局 部 有 限 性 的 要 求 , 每 一 点 P 至 多 含 于 有 限 多 个 supp 9% 中 ,所 以 上 式 形 
状 上 看 来 是 无 限 和 ,其 实在 M 之 每 一 点 上 都 是 有 限 和 -. 

现在 我 们 讨论 具有 紧 支 集 的 x 微分 形式 w 在 M 上 的 积分 .限制 。 具 有 紧 支 集 的 作用 如 同 在 
歼 曼 积分 中 避免 反常 积分 .实际 上 , 令 上 述 1U.| 是 M 上 的 局 部 坐 棕 邻 城 系 , 作 从 属于 它 的 单位 
分 解 19,1 ,于 是 由 (20) 有 


w= Pye= Do,. (21) 

面 县 因为 supp w 为 紧 , 它 最 多 与 有 限 多 个 supp p。 相交 ,因此 上 式 确实 是 一 个 有 限 和 .其 每 一 项 
了 本 以 写 为 

we = a (rx)dr A A dz", {22) 
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{z' ,x") 是 U, 中 的 局 部 坐标 ,而 a,(x) 不 妨 认为 是 定义 在 整个 及 ”上 的 ,只 不 过 在 V. = 
pi《U,) CR"(p, 是 局 中 的 坐标 映射 ) 之 外 au (z) 王 0. 这 样 az)E Cr? (R”), 这 个 丙 数 的 歼 
又 积分 没有 一 点 困难 . 
于 是 我 们 得 到 了 R" 上 的 = 微分 形式 ,其 积分 是 可 以 定义 的 ,当然 要 对 R" 赋 以 典 则 的 , 即 标 
准 的 歼 氏 度 基 .对 (21) 式 之 每 一 项 作 类 似 处 理 后 , 即 可 看 出 ,应 有 
定义 4 设 M 县 一 个 可 室 向 的 ” 纹 向 分 流 形 ,是 M 上 的 一 个 县 有 要 支 集 的 " 币 分 开 式 ， 
则 我 们 定义 。 在 M 上 的 积分 为 


上 - = El = zh (xz)driedz". 《23) 


与 定义 3 比较 ， 在 那里 我 们 并 未 假设 具有 紫 支 集 ， 但 是 积分 域 是 一 个 单 形 m 或 者 是 有 限 个 
单 形 所 成 的 链 , 因 而 是 紧 的 .这 也 是 为 了 避免 反常 积分 那样 的 困难 . 
为 了 说 明 这 个 定义 的 合理 性 应 该 回答 两 个 问题 : 兽 先 ,车 采用 不 同 的 单位 分 解 ; 其 次 , 若 对 间 
一 个 w 采用 不 同 的 局 部 坐标 系 ,所 得 到 的 结果 是 否 一 致 ? 若 不 一 致 , 则 这 个 定义 是 不 合理 的 - 
第 一 个 问题 很 容易 回答 . 因为 车 有 另 一 个 可 能 是 从 属于 另 一 个 局 部 有 限 覆 盖 的 单位 分 解 
jgp1,0 志 多 太 1,1 = Dp, 则 应 定义 
四 


六 下 
但 是 
[ = Zee = EIB e000] 
= [E100]- Dh (Bee) 
= bb 
所 以 采用 不 同 的 单位 分 解 并 不 影响 定义 ， 


其 次 ,车 在 积分 区 域 中 U, 中 有 两 个 局 部 坐标 系 (V,y) 与 (WB) V = YU), We= 
(0,), 而 且 局 部 学 标 分 别 为 (zx! ，…,z*) 与 ( 史 ，… ,六 ) , 刚 有 微分 同 胚 Pi:V>W,r= yg(y) 
而 w。 有 两 个 表达 式 

Ww, = akzr)dz A A dr = A(y)dy A A dy, 


as(z) = ACy) 9) 


az ,re ) 
因为 我 们 已 设 M 是 可 定向 的 ， 当然 可 以 要 求 所 有 的 局 部 坐标 的 定向 是 相 协调 的 , 因此 
2 > 0. 于 是 
ze) 


和 oa = {400 | eeeae 


= [aay wdy = {AGW)dy A A ay. 
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正如 本 节 一 开始 时 就 强调 指出 的 ,我 们 要 讨论 微分 形式 而 不 是 函数 在 流 形 上 的 积分 , 正 是 因为 微 
分 形式 在 局 部 坐标 下 的 表达 式 自动 地 含有 我 们 所 需要 的 变量 变换 公式 ,而 假设 M 是 可 定向 的 就 
可 以 保证 雅 可 比 行列 式 中 自动 地 会 出 现 绝对 值 ， 

有 了 定义 4 以 后 ,关于 流 形 M 上 的 积分 之 性 质 ,有 

定理 2 若 以 下 的 微分 形式 均 在 可 定向 维 线形 M 上 具有 紧 志 集 ,或 M 为 紧 流 形 , 划 


(1) [a + as) = so + ub hi, 为 实数 ， 
(2) 车 将 M 上 定向 反 转 , 记 所 得 流 形 为 ~ M , 则 


| (24) 


证 明 很 简单 ,现在 均 略 去 ,不 过 要 说 明 , 它 们 对 R" 上 的 积分 也 都 成 立 . 

这 里 我 们 要 对 (24) 式 多 说 几 句 .通常 的 微 积分 教 本 中 讲 曲线 积分 与 曲面 积分 时 ,总 分 成 第 
一 型 与 第 二 型 两 种 .其 实 所谓 “ 第 二 型 " 就 是 在 一 维 流 形 (曲线 ) 或 二 维 流 形 (曲面 ) 上 积分 . 在 那 
里 我 们 是 说 函数 的 积分 , 现在 则 应 说 是 微分 形式 Pduz + Qdy + Rdz 或 Pdydz + Qdzdr + 
Rdzdy 的 积分 (前 者 是 曲线 积分 ,后 者 是 曲面 积分 )- 不 过 曲 而 积分 我 们 是 写成 Pdy A dz + Qdz 
A dr + 及 dz A dy. 第 二 型 曲线 积分 适合 (24) 是 人 们 都 明白 的 : 


Pdzx + Qdy + Rdz = Pee + Qdy + Rdz. 


对 曲 而 积分 我 们 则 说 在 此 曲面 的 这 一 侧 或 另 一 侧 积分 ,而 单 侧 曲 面 如 黑 比 乌 斯 带 上 是 否 可 以 积 
分 则 不 涉及 , 其 实 这 里 也 一 样 ,我 们 只 讨论 可 定向 流 形 上 的 积分 .不 本 定向 流 形 上 如 何 积分 是 另 
一 个 理论 的 内 容 . 通 常 微 积 分 教 本 中 讲 曲 而 的 侧 时 例如 是 说 :在 曲面 上 指定 一 和合 , 如 果 我 们 头 向 
这 一 侧 站 立 , 则 在 此 曲面 上 规定 递 时 针 方 向 为 正 向 ; 另 一 便 就 是 ,如 果 头 向 下 倒立 时 看 见 的 送 时 
针 方向 为 正 向 ,所 以 丙 侧 有 相反 的 定向 .之 所 以 可 以 这 样 做 是 因为 我 们 承认 曲 而 是 在 三 维 空间 
( 即 其 包含 空间 ) 中 的 ,所 以 有 头 向 上 、 乞 下 之 说 , 现在 的 流 形 M 则 没有 包含 空间 . 所 以 无 所 谓 
“ 侧 ”. 吉 规定 其 中 的 正 向 ,就 要 规定 好 流 形 之 定向 . 不 过 我 们 有 时 仍 借用 “ 侧 ” 的 说 法 ,而 把 (24) 
式 说 成 是 在 M 之 不 同 侧 上 的 积分 反 号 ,至 于 第 一 型 线 积 分 和 昌 而 积分 ,只 不 过 是 采用 弧 长 或 曲 
面 而 积 ds ,do 作为 测度 .它们 都 是 正 的 ,这 与 前 面 讲 的 黎 曼 或 勒 贝 格 多 重 积分 是 一 样 的 ,所 以 没 


有 与 (24) 相应 的 性 质 . 也 可 以 说 ,本 书 前 面 讲 的 多 重 积分 是 “第 一 型 " 的 ,得 是 定 积分 | f(z)dz 


却 是 第 二 型 的 ,因为 它 有 与 (24) 一 样 的 性 质 . 
本 节 一 开始 我 们 就 指出 了 微分 流 形 上 的 积分 定义 必须 是 与 坐标 的 选取 无 美的 .因此 ,积分 中 
变 基 变换 公式 起 了 根本 的 作用 ,其 实 这 个 公式 是 一 个 更 一 般 的 定理 的 特例 . 设 有 两 个 =” 维 微分 流 
形 MM 和 NN 以 及 一 个 微分 同 旺 wp:M 一 N, 若 是 N 上 的 一 个 具有 紧 支 集 的 微分 形式 , 则 它 在 
2M 上 的 拉 回 :p* w 是 M 上 的 一 个 微分 形式 ,而 月 也 具有 紧 支 集 .这 时 ,我 们 有 
定理 3 车 p, M,N 均 知 上 述 , 则 


”oe le (25) 


这 黑 。 = 二 1 规 p 为 保持 定向 或 反 转 庆 和 而 定 ， 
证 在 必 朗 时 引用 上 面 所 说 的 单位 分 解 ,我 们 可 以 设 C = supp w CU,U 是 N 上 一 个 坐标 
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邻 域 ,而 坐标 映射 f: UU -= R",f(C) CA(U) 中 的 局 部 党 标 为 (> ,… ,y"), 使 得 
w = ad A Ady". 
不 失 一 般 性 ,可 以 设 gp (IT) 在 M 的 一 个 坐标 邻 域 中 ,其 局 部 坐标 是 ( z: ,… ,x"). 于 是 
dz dr 


而 且 
1 (3 
A 
所 以 
[Be = Ara = sfaly' A dtdr” 
= efaly ss y dy dy = 中 
必要 时 应 用 单位 分 解 就 可 得 到 (25). 


在 上 面 的 证 明 中 ,M 与 N 是 可 定向 的 是 一 个 重要 条 件 .因为 不 然 的 ,e 可 能 在 不 同 坐 标 邻 域 
上 不 同 .但 是 退 一 步 说 ,还 得 MM 与 N 都 是 连通 的 ,否则 在 不 同 的 连通 分 支 上 e 可 能 各 取 + 1 或- 1 
而 不 同 -这 些 都 是 很 容易 理解 的 - 重要 的 是 要 明白 q 为 微分 同 肚 是 一 个 本 质 的 要 求 ,否则 的 话 
(25) 会 不 成 立 ,而 要 改 为 


[ro = eae [oe 


FM) 

这 里 的 degg 是 一 个 整数 , 称 为 胰 射 度 (deg ree of mapping) .粗略 地 说 ,就 是 N 被 pCM ) 烤 盖 的 次 
数 .其 实在 前 面 讲 到 微分 形式 的 拉 回 时 ,就 出 现 了 这 个 问题 ,不 过 我 们 没有 深究 . 

如 果 M = NN ,定理 3 就 是 积分 的 变量 变换 公式 . 

现在 我 们 要 进 到 流 形 上 的 斯 托 克 斯 定理 的 证 明 . 它 基本 节 最 主要 的 结果 . 我 们 先 报 述 这 个 定 
理 , 并 详细 解释 其 中 涉及 的 概念 , 在 做 完了 这 一 切 以 后 ,读者 会 看 到 , 它 几 乎 是 自明 的 .其 实 前 面 
我 们 已 经 指出 了 ,这 个 定理 的 证 明正 是 依赖 子 彻底 开明 白 它 所 涉及 的 概念 

定理 4( 斯 托 克 斯 定理 ) ” 设 M 是 一 个 可 定向 的 n 维 微分 流 形 , 而 有 具有 光滑 的 边缘 3M ,车 
是 M 上 的 具有 紧 支 集 的 (r -~ 1) 微分 形式 , 则 


dw = I (26) 


Mt 
带 边 的 流 形 在 $2 中 详细 讨论 过 , 它 就 是 这 样 的 流 形 , 即 $2 图 7 一 2 -4 中 的 区 图 |U,| 有 
两 类 ,一 类 同 胚 于 R" 中 的 一 个 开 集 , 另 一 类 则 不 能 与 任 一 R" 开 集 同 胚 ,但 同 豚 于 半空 闸 H"” = 
zsz E Rszs 关 0| 中 的 一 个 开 集 .HH" 如 果 作 为 R" 的 子 集 ,借用 Re" 的 拓扑 , 则 以 zx，= 0 上 的 
点 为 边界 点 . Hr' 中 既然 含 了 若干 边界 点 , 则 作为 R" 的 子 集 就 不 能 罩 作 是 一 个 开 集 .但 是 五 " 还 可 
以 赋予 R" 的 子 空间 的 拓扑 ,在 这 个 拓扑 下 ,H”" 自身 就 是 一 个 拓扑 空间 的 全 空间 , 它 就 应 该 是 一 
个 开 集 . =。 = 0 上 的 点 在 这 个 拓扑 下 就 不 能 再 看 作 边界 点 了 .它们 也 不 可 能 是 外 点 ,因为 所 谓 全 
空间 就 是 包罗 万 象 ,无 所 谓 外 .这 样 一 来 , 凡 讲 到 Hr" 上 的 连续 函数 .光滑 函数 、 连 续 有 映射 …… 按 
我 们 通常 的 说 法 , 即 按 R" 的 观点 来 看 ,都 应 该 指 连续 到 边 .光滑 到 边 …… 从 微 积分 学 的 观点 来 
看 ,一 个 函数 或 一 个 映射 在 区 域内 光滑 或 者 光滑 到 边 ,有 严重 的 区 别 , 常 造成 极 严重 的 困难 .但 是 
按 HH 的 观点 来 看 , 却 都 是 是 中 之 意 ,本 来 就 是 这 么 一 回 事 .例如 我 们 说 某 一 个 U, 属于 第 二 类 ， 
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而 U, 中 有 一 点 P( 不 能 问 U, 外 的 点 如 何 , 因 为 流 形 的 定义 是 讲 U, 内 的 点 与 R" 或 再 的 一 个 开 
集 同 豚 ) 对 应 于 昌 , 中 zx。= 0 上 的 蘑 一 点 请, 则 请 在 号, 中 的 一 个 邻 域 (图 7- 3 - 4 的 右 图 中 的 
阴影 区 域 ) 必 与 M 中 含 P 的 U.( 图 7 一 5 -4 左 图 中 的 阴影 区 域 ) 同 胚 .而 3M 中 含 P 的 子 集 AB 
应 该 同 胚 于 H" 中 zx" = 0 上 会 局 的 于 集 A B. 于 是 M 中 的 点 是 否 可 以 分 成 两 类 ,一 类 与 到 的 
某 一 子 集中 x" = 0 上 的 点 对 应 ,一 类 则 与 H' 中 适合 rz" > 0 之 点 或 与 R* 中 之 点 (自然 也 可 以 设 
此 点 适合 r" > 0) 相应 ?关键 在 于 弄 明 和 白 , 决 不 可 能 有 一 个 点 PE M ,在 某 个 坐标 系 (zl pz) 
下 与 z” >0 的 点 Q 相应 ,而 在 另 一 个 坐标 系 (y',…,y") 下 则 与 y = 0 之 点 C 相 应 (图 7- 5- 
5). 这 是 因为 ,如果 这 样 的 点 存在 , 则 必 有 图 7 - 5 - 5 上 的 两 个 开 集 ( 右 图 是 到 中 的 开 集 ) 即 阴 


影 区 域 通 过 迁移 函数 的 区。，p 成 为 微分 同 胚 : 
y= (rr ). (27) 


pp 4 
A 图 


一 0 


图 7-5-4 图 7-5-5 


而 且 其 雅 可 比 行列 式 der 引入 汪 区 过 0 一 直 币 边 ,“ 一 直到 边 * 四 个 字 很 关键 .我 们 可 以 假设 


它 > 0. 和 如果 没 有 "一 直到 边 ”四 个 字 , 则 只 能 假设 它 六 0. 这 里 不 会 有 = 0 倒 不 是 极限 问题 ,而 是 
因为 由 微分 流 形 的 定义 ,y。gp” 既是 一 直到 边 的 微分 则 胚 , 则 其 逆 也 是 一 直到 边 的 微分 同 胚 ,所 
以 其 送行 列 式 oa 生 必须 一 直到 = 0 处 都 连续 ,这 样 就 必须 原 行列 式 在 y = 0 处 
不 为 0. 子 是 可 以 对 (27) 在 QQ 点 应 用 隐 函 数 定理 一 一 这 确实 是 一 个 R* 中 的 定理 讲 丝 诸 不 受 上 


面 关 于 于 的 拓扑 的 议论 影响 一 一 知 Q 附近 必 有 一 些 点 被 (27) 瑞 到 台 附 近 y < 0 处 而 与 这 些 
迁移 函数 p” 是 两 个 阴影 区 域 间 的 微分 同 胚 相 矛盾 .这 样 一 来 就 看 到 了 M 中 的 点 有 两 类 :第 
一 类 是 图 册 中 第 一 类 区 图 ( 即 R" 中 某 个 开 集 ) 内 点 之 像 ,或 是 第 二 类 区 图 { 印 下" 中 某 个 开 集 ) 适 
合 zx" > 0 的 点 之 像 .第 二 类 则 是 如 中 某 开 集中 适合 z” = 0 之 点 的 像 .这 两 类 治 油 分 明 , 绝 不 混 
请 .第 二 类 点 之 集合 称 为 M 之 边缘 , 记 作 3M .我 们 在 第 六 章 讲 拓扑 空间 中 简单 地 提 了 一 下 边缘 
与 边界 点 之 区 别 , 现在 就 看 得 比较 清楚 了 .3M 并 不 是 一 般 拓 扑 空间 理论 讲 的 边界 点 之 集合 . 一 
是 因为 现在 没有 了 包含 空间 的 概念 ,所 以 没有 了 外 点 .二 是 因为 我 们 3M 之 定义 并 不 是 它 “ 不 是 
什么 什么 ”而 是 非常 明确 的 它 是 什么 什么 : 它 是 瑟 中 x”= 0 之 像 ,与 一 个 超 平 而 x* = 0 有 密 划 
关系 ,所 以 我 们 有 
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定理 5 可 定向 的 维 带 边 流 形 之 边 综 3M 是 一 个 (n - 1) 维 可 定向 微分 流 形 ， 

证 ” 作 帮 的 所 有 第 一 美 区 图 (Up), 记 VU ga([zr 0 站 , 则 [V.| 成 为 0 的 
一 个 覆盖 , 它 与 R 的 开 集 gC.) jzr = 01 显然 是 同 胚 的 ,而 且 1z1，…， "| 是 它 的 一 个 
局部 华 标 标 . 现在 只 要 找 出 不 同 的 V,,V,( V, n V 过 人 8) 之 同 的 迁移 函数 ,并 证 明 它 们 是 币 分 
间 且 即 可 .借用 前 文 的 记号 ,go Uy) 中 的 局 部 举 标 为 (y1 ，… 


. 7) ex 

而 Vs= Un go 人 =0bD.z” =0 上 之 点 一 定 被 pp。9- ,中 到 

了 = 0 上 ,这 是 前 面 证 明了 的 .于 是 这 个 迁移 函数 的 雅 可 比 行列 式 

就 是 

aa ay 

az Br dr” 

a yy ea 
zi 9z az" 二 六 


ay 3 3 
Or 27 9 图 7-5-6 
左上 角 的 (x - 1) 阶 子 行列 式 在 = 0 上 的 限制 .这 个 限制 成 为 
3y .9 9y 
De 3 avy! Oy! 
: Bar DZ 
ay . . ay’ 
ay By dy = 3 ; : = J 
ER 3 gt gy! 工 | ay 
< > 
0 i By 9x” dr” oy 
Br" 


Bf 


了 就 是 我 们 要 求 的 迁移 函数 雅 可 比 行列 式 . 今 证 2 | > 0. 注 意 前 面 关 于 光滑 到 边 的 讨论 ， 


( 见 图 7 一 5 - 6). 但 是 它 不 可 能 是 0, 否则 pg td > 
la 


设 2 sy 


,> 0, 即 得 了 > 0. 


由 此 ,我 们 不 但 知道 了 在 2M 上 VvV, 太太 四 从 3M 是 一 个 (n 一 1) 
维 微分 流 形 ,而 且 M 之 给 出 相同 定向 的 局 部 坐标 系 1(zl,…,z*)| 在 xz" =0 上 的 限制 也 给 出 
3M 上 的 一 个 定 商 .因此 ,3M 是 有 定向 的 .定理 5 证 毕 . 

以 上 我 们 只 不 过 是 解释 了 定理 4 的 陈述 中 所 说 M“ 具 有 光滑 的 边缘 "是 什么 意思 ,现在 我 们 
来 给 出 

斯 托 克 斯 定理 的 证 明 ”因为 w 在 M 上 有 有 紧 支 集 , 所 以 它 只 与 有 限 多 个 坐标 邻 域 相 交 . 这 些 
坐标 邻 域 中 有 一 些 是 第 一 类 的 , 记 为 Ut ,有 一 些 是 第 二 类 的 ， 记 为 U8. 我们 不 妨 就 用 
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[UU ]U [DY ] 代 替 M. 如 果 用 Vo 记 U2 中 相应 于 于 之 边缘 2”= 0 的 点 集 , 则 3M 
= 于 是 作 从 属于 M 之 覆盖 1 UW ,UU 名 | 的 单位 分 解 195 ,9 名 | ,有 
好 一 Ta + Zo = > {1 + > 名 
I = > a + Fle 
先 看 [do . 按 定义 它 可 以 化 为 Ue 在 R" 中 的 像 ( 仍 记 为 UH) 上 的 R" 中 之 积分 .因为 do 之 


aF 
支 集 不 会 超出 w,” 之 支 集 ,所 以 不 妨 就 设 它 的 积分 域 是 R" , 而 被 积 函 数 形 如 >) ar 下 
Co (R") ,但 是 由 微 积分 的 基本 定理 即 有 
aF, 
[ 0 


je = 0. 


再 看 ja 和 上 面 一 样 的 理由 ,可 以 设 它 的 积分 域 是 下 的 一 个 很 大 的 单 形 oy ,而 这 个 单 形 有 一 
个 面 在 z” = 0 上 .由 于 在 单 形 上 斯 托 克 斯 定理 是 成 立 的 ,所 以 


je = _ J [og 


oo 


得 是 wp 又 是 有 紧 支 集 的 一 一 在 R' 的 开 集中 ， 紧 子 集 离开 集 的 边界 点 是 有 一 定 距 离 的 .但 现在 
op 是 在 FT 中 , 它 的 支 集 可 以 直到 x”= 0, 即 上 面 讲 的 V, 之 像 .但 我 们 仍 用 V, 表示 supp ww 
”= 0 上 的 部 分 ,所 以 有 


所 以 所 有 的 


对 8 求 和 后 有 
3 


四 


因为 os9 | = 0, 所 以 综合 以 上 结果 有 


人 = 由 
定理 证 毕 . 


以 上 我 们 是 将 定理 归结 到 单 形 药 情况 .上 一 段 我 们 已 讲 了 如 何在 单 形 边 缘 上 规定 定向 以 便 
使 3” = 0, 所 以 在 以 上 的 结果 中 3M 上 自动 有 一 个 定向 使 斯 托 克 斯 定理 成 立 . 这 个 使 得 斯 托 克 其 
定理 得 以 成 立 的 3M 之 定向 称 为 由 M 的 定向 在 3M 上 诱导 的 定向 (induced orientation on 3M ). 
我 们 现在 来 县 体 算 出 这 个 诱导 定向 . 

我 们 仍 用 上 面 的 记号 ,并 设 在 M 中 的 定向 (其 实 就 是 在 坐标 邻 域 g,( UU) 己 R* 中 的 定向 ) 即 
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为 (x ，,…,z"). 我 们 仍然 在 单 形 。 上 考虑 w.o 是 不 必 考 不 的 ,因为 在 3c. 上 内 = 0, 因 此 我 们 只 
来 看 UU; 和 op.supp op 中 有 一 部 分 Vs 位 于 aa 的 |z* = 0 上 , 除 此 以 外 ,在 ao 上 ws = 0, 凡 此 
种 种 均 不 必 重 复 ,而 且 下 面 我 们 都 把 下 标 有 略 去 .我 们 可 以 候 设 -= a(zjdz: 人 … A dz-:. 因 
为 四 中 其 它 各 项 均 舍 dz* ,而 在 aa 之 位 于 jz* = 01 上 的 一 部 分 中 自然 有 dz" = 0, 从 而 w = 0. 
在 aa 的 其 它 部 分 上 因为 已 设 系数 (例如 a(z)) 是 有 紧 支 集 的 从 而 为 0, 所 以 w 中 其 它 各 项 在 3c 
上 全 为 0. 这样 我 们 只 希 考 虑 


上 aam A A dr 


把 它 化 成 R”! 上 的 认 各 积分 大 为 
| = | 0 dri Ada 一 ‘jen,. dmd, 


六 


这 里 。 -+ 上 1 符 定 .出 现 一 个 。 是 因为 我 们 还 不 知道 w 上 的 定向 应 如 何 决定 才能 使 斯 托 克 斯 定理 
成 立 .于 是 我 们 再 看 | d = 站 ae 人 dz A Adr!- (全 Saradr ,这 


时下 出现。 是 因为 我 已 规 定 了 。 中 的 定向 是 标准 定向 (1,…,z'). 于 是 由 ] de = | 应 
ls detnde™! = (~ Dade 1d 


因为 <(z) 是 有 上 紧 支 集 的 ,所 以 不 妨 认为 它 定义 在 整个 H* 上 ,而 在 supp e(z) 以 外 便 为 0, 于 是 
上 式 成 为 


«| | aaa Do 
但 这 是 一 一 个 通 此 的 黎 显 积分 等 式 ， 对 其 右 方 应 用 逐次 积分 ， 有 
上 dr = J -dx gy" = -je 1 
这 里 我 们 利用 了 a 只 有 紧 支 绝 , 因此 当 zx" =+ co 时 afz) = 0. 代 入 上 式 即 得 
= -1)", (28) 
这 就 告诉 我 们 ,3M 上 的 诱导 定向 应 使 e = 《- 1)" , [93M 上 的 自然 定向 是 (zx!,…， x" !')]. 这 


个 结论 与 通常 微 积分 教材 上 的 是 一 致 的 ,因为 通常 的 微 积分 教材 在 这 里 都 用 了 法 向 量 . 在 R" 中 
有 了 欧 氏 结构 后 (我 们 的 积分 理论 正 建筑 在 这 一 点 上 )， 切 向 量 沁 与 余 切 向 量 dz 是 一 回 事 


(DD), 所 以 3M 即 z” = 0 之 内 法 线 向 量 是 dz" ,外 法 线 向 量 是 - dz* 再 注意 到 ,Rs 中 的 自然 定 
向 是 dz! A … A dz" ,而 
[qz A A dz lAdzr = (-1)" dr A [dr A A dz"!']， 


所 以 
[R" 的 自然 定向 ] = (~ 1)”… [内 法 线 ]A [3M 的 自然 定向 ] 
~ [内 法 线 ]A [3M 的 诱导 定向 ] = [外 法 线 ] 和 人 [3M 上 的 诱导 定向 ] . 
(29) 
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就 是 说 ,车 要 求 9M 上 的 诱导 定向 , 先 把 内 法 线 向 量 放 在 待 给 出 M 的 定向 的 诸 向 量 之 末 ,并 且 调 
节 其 次 序 使 之 与 R" 的 自然 一 致 ;再 把 内 法 线 移 到 最 前 面 , 余 下 的 反 号 即 成 9M 上 的 诱导 定向 . 

看 一 下 n= 2 和 m= 3 的 情况 . 

nn 二 2 时 ,应 有 - [内 法 线 ] A [3M 的 诱导 定向 ] = R 的 右手 系 ,所 以 只 有 90M 的 诱导 定向 
为 逆 时 针 方 向 才 行 .从 这 个 方向 看 内 法 线 总 是 看 到 它 在 左 便 . 所 以 微 积 分 教材 上 都 规定 ; 沿 曲线 
正 向 行走 时 , 区 域内 域 在 左 健 .m = 3 情况 有 些 不 同 . 图 7 -5 -7 nn = 3 的 左 侧 , 先是 使 
[t,t2 ,nti ] 成 右手 螺旋 即 R 的 自然 定向 . 所 以 著 把 n, 当 作 第 一 个 坐标 , 则 诱导 定向 必 为 
[tz A 二] ,这 样本 A [tA 信 4,] 才 与 RR 的 自然 定向 相反 成 左手 螺旋 系 .但 车 把 内 法 线 m 变 成 外 
法 线 , 即 从 MM 外 侧 看 aM, 则 从 志 转 到 4 成 了 右手 系 .所 以 在 一 般 的 微 积分 教科 书 中 讲 到 三 维 
的 斯 托 克 斯 定理 或 三 维 的 高 斯 定理 时 , 常 说 曲面 的 定向 规定 如 下 :如 果 * 头 朝 着 外 法 线 方向 站 
立 ”, 则 正 向 是 右手 螺旋 系 .这 些 规定 都 是 通过 具体 的 计算 得 出 来 的 ,而 没有 说 明 二 维 情况 与 三 维 
情况 正 向 的 规定 相互 有 何 关系 .至 于 在 更 高 继 的 情况 ,这 些 非 数学 的 语言 如 “ 头 朝 外 法 线 方向 站 
立 ” 变 得 毫 无 意义 了 ,而 如 何 规定 3M 上 的 诱导 定向 就 没有 办 法 讲 了 .现在 我 们 的 讲法 实际 上 是 
先 证 斯 托 克 斯 定理 ,再 把 能 保证 此 定理 能 成 立 的 3M 上 之 定向 称 为 “诱导 定向 ”. 至 此 为 止 ,和 一 
般 的 微 积分 教 本 讲法 一 样 .然后 ,利用 外 微分 形式 的 知识 得 到 (29) , 即 可 适用 于 一 般 情况 . 


图 7-5-7 


以 上 讲 的 还 不 是 斯 托 克 斯 定理 最 一 般 的 情况 ,因为 我 们 考虑 的 带 边 的 流 形 至 多 也 只 是 其 一 
部 分 区 图 同 三 于 半空 间 H" 的 情况 .所 以 它 的 边界 可 是 说 都 是 非常 光滑 的 . 而 一 个 单 形 只 有 其 低 
一 维 的 面 才 适 合 这 个 情况 . 单 形 可 以 有 楼, 有 和 角 、 还 有 顶点 ,前 对 于 单 形 以 及 由 单 形 构成 的 链 ,都 
可 以 应 用 斯 托 克 斯 定 更 .把 这 些 情况 都 转移 到 一 般 的 微分 流 形 , 就 要 求 把 单 形 光 滑 地 映射 到 微分 
流 形 上 去 ,这 里 就 用 得 着 微分 流 形 的 奇异 同调 理论 ,我 们 也 只 有 在 此 止步 了 . 

4. 黎 曼 流 形 上 的 积分 前面 已 经 说 过 ,要 建立 积分 理论 就 必须 积分 区 域 上 能 够 定义 测度 . 
一 般 的 微分 流 形 虽 然 是 十 分 光 清 的 ,有 很 好 的 拓扑 性 质 , 却 没有 度量 性 质 , 因 此 没有 测度 . 所 以 我 
们 其 至 无 法 讲 R*" 上 微分 形式 的 积分 ,而 必须 “假想 "R" 上 有 了 度量 一 以 上 我 们 都 是 “假想 ” 它 
有 了 欧 几 里 得 度量 ,然后 才 “ 定 义 ” 微分 形式 在 R” 上 的 积分 . 如果“ 假想 " 其 上 有 别 的 度量 , 则 积分 
的 "定义 ”也 要 艇 改 . 这 样 ,假想 " 才 有 充分 理由 ,真正 的 情况 是 ,微分 流 形 上 不 但 可 以 有 度量 ,而 
且 有 很 多 很 多 的 度量 ,既然 任 设 一 个 度量 都 可 以 定义 微分 形式 的 一 种 积分 , 则 建立 积分 理论 木 来 
应 是 毫 无 问题 的 事 了 .所 以 下 面 我 们 将 先 证 明 微 分 流 形 M 上 确 有 度量 . 可 是 ,我 们 在 上 面 还 -再 
提 到 ,微分 流 形 上 的 积分 更 论 必须 是 与 坐标 无 关 的 .所 以 ,我们 上 面 不 是 讲 西 数 的 积分 ,而 是 讲 向 
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分 形式 的 积分 ,因为 微分 形式 在 坐标 变换 下 会 自动 地 提供 一 个 雅 可 比 行列 式 .而且 当 此 微分 流 形 
为 可 定向 时 ,可 以 使 这 些 雅 可 比 行列 式 均 为 正 , 因 为 会 自动 出 现 1J | ,这 正 是 在 积分 中 作 变 量变 
换 之 所 必须 .现在 ,如 果 能 找到 一 个 与 坐标 无 关 的 测度 ,自然 也 就 可 以 直接 讨论 函数 一 一 而 不 是 
微分 形式 的 积分 了 ， 

现在 我 们 来 证 明 微分 流 形 上 确 有 歼 曼 度量 存在 . 

定理 6 任 一 微分 流 形 M 上 均 有 黎 锡 度量 在 在. 

证 ”在 微分 流 形 的 定义 中 即 已 包含 了 要 求 它 是 豪 斯 多 夫 空 间 以 及 适合 第 二 可 数 性 公理 . 主 
要 的 原 困 之 一 是 为 了 构造 单位 分 解 .现在 设 |U.; 是 M 上 一 个 坐标 邻 域 组 成 的 图 册 ,而 U, 中 的 
局 部 坐标 为 (zx,) =《z，,…, 式 ), 于 是 可 以 作 从 属于 iU,| 的 单位 分 解 fp.|, 见 (20) 式 ,不 过 我 们 
现在 将 M 上 的 点 P 标 出 ,而 得 

OpPEI, Dp(P}=1. 


设 MM 在 PP 点 有 两 个 切 向 量 vw = 《vi ，…, 如),w = (w! ,…,w') ,所谓 度量 就 是 通过 给 定 的 正定 
和 矩阵 (g 和 (PP)) 定义 v 与 ww 之 一 个 正定 的 肉 积 ; 
Cu,mw), = gH (P) ww. 
现在 用 单位 分 解 把 各 个 U,。 上 的 内 积 “拼合 " 起 来 ,就 可 以 定义 切 众 TM 上 的 内 各 
Cv,w)(P) = Dp (Pg (Pv. (30) 
很 容 史 看 出 (30) 适 合 内 积 的 要 求 ,特别 是 正定 性 , 令 
gs(P)= ep), 


即 得 所 求 的 黎 曼 度量 ,证 毕 

如 果 我 们 令 gi (P) = 5,, 即 在 点 给 出 的 是 欧 几 里 得 度量 , 划 黎 强度 量 其 实 就 是 由 欧 几 里 
得 度量 拼合 起 来 的 .但 是 ,在 ToM 上 可 以 有 许多 不 同 的 内 积 , 对 应 于 各 不 相同 的 正 交 矩 阵 ,所 以 
M 上 也 就 有 无 限 多 种 不 同 的 歼 盟 度量 ， 

现在 回 到 在 M 上 如 何 定义 积分 的 问题. 上 述 度量 是 对 于 作为 线性 空间 的 内 积 来 定义 的 . 即 
令 在 M 上 给 定 了 一 个 度量 ,还 会 因为 局 部 坐标 的 选择 而 得 到 不 同 的 表示 . 在 通常 的 微 积分 教 本 
中 ,我 们 总 是 认为 欧 几 蜂 得 的 度量 ( 即 g，= 5) 是 最 "自然 ”的 ,因而 讲 一 维 空间 上 的 积分 ,我 们 
总 是 用 dz 作 测度 .二 重 积分 则 一 定 是 对 dzdy 而 膏 . 尽管 许多 书 上 一 再 强调 不 要 把 它 看 成 互相 
正 交 的 dz 和 dy 相 乘 ,而 要 看 成 某 一 个 整体 de ,特别 讲 到 某 一 个 区 域 的 可 测 性 一 若 尔 当 可 测 
和 彰 由 格 可 测 一 一 就 必须 这 样 .只 在 讲 到 富 比 尼 定 至 时 , 才 说 do 是 互相 正 交 的 两 个 轴 上 的 测度 
dz 与 dy 之 积 .但 是 对 于 我 们 ,把 dzdy 与 一 个 正 交 的 全 标 系 联系 在 一 起 ,这 个 阴影 总 是 挥 之 不 去 
的 .这 是 有 深刻 理由 的 .在 3 定义 6 中 , 正 是 借助 于 R" 中 菜 个 度量 (g,) 下 的 o.n. 系 ,来 对 任意 
县 有 相同 定向 的 基底 {e ，… ,er | 来 定义 RR" 中 的 体积 元 V1 名 Te! 人 … 人 o .对 于 获 昂 流 形 .首先 
是 采用 歼 曼 度 晤 (8, ) -因为 它 是 正定 的 ,所 以 15 1 = 1 det( gu) 1 = det(g,) = g, 而 且 我 们 就 以 切 
空间 上 的 外 微分 形式 素 作 为 M 上 的 体积 形式 . 

定义 5 设 M 为 一 可 案 向 的 " 维 积 可 流 形 ,(g, ) 为 其 度 和 ,出 对 任 一 与 此 定向 相 协调 的 局 
部 坐标 系 ， 
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?= Vgdz' A Adzr, g= det( g; )， (3D 
称 为 其 典 则 的 (或 自然 的 ) 体 积 形式 (或 体积 元 ) 
这 个 定义 是 合理 的 ,因为 仿 $83 定 义 6 之 说 明 ( 抑 (33) 式 ) 知 道 (31) 是 与 局 部 坐标 的 选择 无 
关 的 . 
由 于 黎 冯 流 形 上 有 度量 ,所 以 吉 碍 * 算 子 是 可 定义 的 ,容易 看 到 


x (1) = Vgdzrl A A dr". (32) 
定义 6 着 了 基 M 上 一 个 违 续 的 有 紧 支 集 的 函数 (或 M 为 紧 ) , 则 定义 了 在 M 上 的 积分 为 


We I = |* (7) 
| (33) 
= Pivaa dr. 


注意 (33) 的 最 后 一 项 的 写法 . 当 积分 区 域 M 包 全 了 不 只 一 个 坐标 名 域 , 则 一 定 要 可 以 用 单 
位 分 解 将 f 写 为 1 = > ,Ag。 = Sf.( 而 且 由 /具有 紧 支 集 或 者 1M 为 紧 , 这 个 和 只 是 有 限 和 ) ,而 


(33) 的 地 后 一 项 应 现 角 为 了 |/. ,这 个 技巧 我 们 已 经 使 用 了 多 次 ,这 里 就 不 再 详细 说 明了 ， 


图 7-5-8 


这 个 定义 的 合理 性 自然 在 于 9 其 实 与 坐标 的 选择 无 关 . (33) 的 第 二 硕 |/7 就 是 一 个 微分 形 


式 f79 在 流 形 M 上 的 积分 . 
我 们 想 回 到 通常 微 积 分 教 本 中 对 曲面 积分 的 讲法 ,这 可 以 帮助 我 们 理解 为 什么 说 (31) 是 体 
积 形式 , 设 有 一 个 曲面 M 在 R' 中 ,我 们 把 R* 看 成 它 的 包含 空间 .在 M 上 取 一 个 区 域 了 ,并 设 它 
对 应 于 参数 (u,v) 空间 的 区 域 Q( 图 7 - 5 - 8). 于 是 刀 可 以 认为 是 Rz 中 的 区 域 0 在 肌 射 
Dz = rus0),y = yu,v),z = z(u,v) (34) 
下 的 像 . 设 以 w 轴 和 ww 轴 方 向 上 的 长 为 du ,dw 的 向 量 3 六 ,AC 为 楼 的 矩形 被 映 到 M 上 的 小 区 域 
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有 AB C,…… ,我 们 设 du ,dw 为 无 穷 小 量 并 且 来 计算 A, B, C,…… 之 面积 ,直到 相差 一 个 高 阶 无 
穷 小 量 为 止 , 如 果 就 用 dx ,du 表示 4 让,4E, 则 ABCD 之 面积 是 * (du 人 dv) = dudv. 这 里 * 是 
替 奇 算 子 .当然 用 更 初等 的 方法 来 表示 ,就 是 AB x A 让 .但 是 用 外 微分 形式 更 好 ,因为 我 们 可 以 把 
它们 看 成 切 向 量 ( 或 余 切 向 量 ,在 欧 氏 空间 R 的 笛 卡 儿 坐标 系 下 ,二 者 并 无 区 别 ) ,而 当 区 域 0 被 
(34) 映 到 流 形 上 之 区 域 口 时 ,这 些 切 向 量 将 被 在 A 点 之 切 映射 映 到 M 的 切 空间 T,M 上 , 亦 
即 映 到 M 的 过 4 的 切 平 面 上 而 成 为 一 个 平行 四 边 形 . 这 个 切 有 映射 在 局 部 坐标 (xz ,vizryy,z) 下 


衬 


,所 以 4 六 ACE 之 像 分 别 是 


A 


表 为 


Er 


CZ 
(Zeit yf + zk)du 与 (zi + yj + zk)dv. 
而 A BC …… 之 面积 将 成 为 
{zit yj + zk)du A (rit yj + zk)dv) 
= [ye -yz 和 + (sry zr) + (ry, — zoye)k Jdudv. (35) 

它 是 切 平面 上 的 小 区 域 之 面积 而 不 是 M 上 小 区 域 的 面积 ,我 们 说 二 者 相差 一 个 高 阶 无 穷 小 量 
至 少 应 该 先 已 明确 了 M 上 确 有 面积 存在 .在 通常 的 积分 学 中 ,用 准确 的 说 法 ,我 们 是 说 这 些 切 平 
面 上 小 区 域 之 面积 和 有 极限 ,而 面积 和 与 其 极限 之 差 为 无 穷 小 量 ,现在 我 们 暂 不 想 去 深究 . 只 想 
指出 (35) 左 方 * 后 的 外 乘积 就 是 而 积 形式 (面积 元 ) .怎样 从 这 里 衍生 出 YE 来 呢 ? 下 面 马上 就 清 
楚 了 . 

{35) 是 把 面积 作为 一 个 向 基 来 表 出 的 ,但 是 我 们 想 把 它 的 数值, 即 向 量 长 算出 来 ,经 过 简 
单 计算 , 设 dx ,ds 关 0, 面 积 数值 用 dc(da 六 0) 表示 ,有 


dea= [Vs ye zy ldudv 


= V(r ty + a)(r +ty 


= VEG- Fidudv. (36) 
E=xty te |AB | /du ,Ga ty te = A | /qvy, 
下 = rer, t yy, + ez, = (A B AC Ydudv. 
王 , 下 ,G 的 表达 式 在 通常 的 微 积分 教 本 中 都 有 ,只 是 没有 指出 例如 EE = (I 卫 )?/(dw) 而 已 ， 
但 是 ,用 向 量 表示 面积 终 属 不 便 . 为 此 , 我们 在 M 上 A, 点 取 一 个 单位 法 线 向 量 ,并 使 
(A ,ArCTi,n) 成 为 右手 系 .( 或 者 说 选 s 就 是 x 及 CT 方向 的 单位 向 量 ) .也 就 是 说 ,如 
果 在 (wu,v) 平 面 上 再 加 上 ww 轴 使 (wu,w,w) 成 右手 系 , 则 (34) 保持 定向 不 变 , 我 们 通常 的 说 法 是 
面积 元 da 是 在 曲面 M 上 n 所 指 的 一 便 . 这 样 做 最 大 的 优点 是 面积 将 始终 为 正 . 因为 这 时 以 
(到 ;Bi ,及 ,CC ,n) 为 楼 的 平行 六 面体 之 体积 ( 它 一 定 是 正 的 ,因为 三 个 本 的 定向 与 Rs 中 右手 人 
标 系 定向 一 致 ) 之 数值 与 底面 积 A B, C…… 数值 一 致 .而 体积 是 用 混合 积 表示 的 ; 
(AB AA An) = nA xAC) = |AB Ae. 
最 后 一 式 的 来 源 是 7B7 x A; 与 n 有 相同 方向 . 接 通 常 的 向 量 公式 计算 又 得 (36) 起 总 之 我 
们 得 到 了 一 个 正 的 面积 的 公式 , 面 通常 微 积 分 教 本 中 曲面 面积 公式 


vt eo) (rary + yoy + zzs) ud 
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由 把 -Fdudv 


及 其 符号 规定 均 由 此 而 来 . 
五 ,下 ,G 和 度量 有 什么 关系 呢 ? 在 R' 中 有 欧 几 里 得 度量 
ds = dx’: + dy + dzx2. 
以 (34) 代 人 , 即 得 M 上 的 一 个 度量 
ds = (zedu + zdv) + (ydu ! ydv) + (zdu + z,dvu): 
= Edu’ + Fdudv + Fdvdu + Gdv’. 
可 见 王 = gn 了 P= SoG = gw: 而 YBG-F = Vg.g =1g 1, 因 为 g 是 正定 的 .可 见 


VEC -天 du A dv 就 是 M 上 之 面积 形式 (面积 元 ),V EG Fdudv = x (WEG 一 FRqdu A du) 就 
是 面积 . 

不 过 我 们 在 M 上 给 出 的 度量 是 由 R’ 中 的 欧 几 里 得 度量 衍生 (诱导 ) 而 来 的 .通常 的 曲线 工 
也 是 作为 一 个 一 维 流 形 , 放 在 包含 空间 R’ 中 ,由 后 者 的 欧 几 里 得 度量 即 可 诱导 出 工 之 通常 的 缴 
长 公式 .如 果 考 看 一 般 的 流 形 ,其 度量 不 一 定 是 由 包含 空间 的 欧 几 里 得 度量 诱导 而 来 ,我 们 就 说 
Vsgdz' A … Adz" 是 其 体积 形式 (体积 元 ). 也 应 该 说 * (VREdr! A … 人 dz*) = 
vgdri…dx*(dx' 守 0) 是 体积 . 

求 曲线 弧 长 时 ,例如 求 回 周 长 时 ,我 们 既 可 以 用 内 接 正 多 边 形 求 极限 ,也 可 以 用 外 切 多 边 形 
求 极限 .第 一 章 介绍 穷竭 法 时 就 讲 到 这 一 点 .可 是 求 曲面 面积 则 不 一 样 .很 时 就 有 例子 表明 ,一 个 
曲面 简单 如 圆柱 面 ,车 用 内 接 多 面体 求 极限 甚至 会 求 出 无 穷 大 ! 但 是 对 可 微 盟 面 ,车 用 外 切 多 面 
体 求 极限 就 不 会 有 这 样 的 问题 .好 在 我 们 是 用 (u,v) 平 面 上 的 ABC…… 经 切 有 映射 得 到 曲面 的 切 
平面 上 的 4 B,C…… ,所 以 不 会 有 这 样 的 困难 . 

然而 ,研究 黎 是 流 形 上 的 函数 的 积分 , 主要 纪 的 却 不 在 于 此 .现在 .我 们 想 要 在 黎 蜡 流 形 M 
上 建立 1? 理论 .为 了 建立 这 样 一 个 理论 ,本 来 不 必要 求 M 是 黎 曼 流 形 ,但 是 确实 需要 在 M 上 能 
够 定义 正 的 测度 ,对 一 般 的 微分 流 形 , 当然 也 可 以 仿照 定理 6 的 作法 , 先 作 一 个 坐标 邻 域 的 图 册 ， 
而 在 每 个 坐标 邻 域 U. 中 利用 局 部 坐标 定义 一 个 测度 ,例如 勒 忠 格 测 度 dr = dz!…dx" ,再 用 单 
位 分 解 把 它们 拼合 起 来 ,只 不 过 这 样 作 出 来 的 测度 没有 对 坐标 的 不 变性 罢了 ， 而 我 们 作出 的 黎 曼 
度量 以 及 体积 形式 也 就 给 了 我 们 一 个 正 的 测度 do = x (YBdzr' A … 人 dr") = VSari dzn， 
所 以 我 们 仍 设 M 为 一 黎 曼 流 形 ,其 上 有 度量 (g, ) 

为 了 建立 也 理论 ,我 们 不 必 如 第 四 章 中 那样 从 可 测 函 数 开始 ,而 只 要 注意 到 ,L? 理论 的 基 
础 是 定义 内 积 .如 果 有 了 两 个 p 微分 形式 和 ,而 可 以 定义 其 肉 积 (w ,a) (请 读者 特别 注意 ,我 
们 这 里 没有 用 Cw ,a)》 这 样 的 记号 ,并 不 是 由 于 现在 的 与 4 是 复 的 对 象 , 而 是 因为 我 们 在 $3 定 
理 8 中 已 用 了 《(w,a) 这 个 记号 而 且 马 上 就 要 再 引用 它 》， 因此 也 就 可 以 定义 其 范 数 wh* = 
(w,w), 本 来 ,我 们 讲 的 所 有 微分 形式 都 是 C* 的 ,但 是 有 了 范 数 以 后 ,就 可 以 把 它们 按 此 范 数 完 
备 化 面 得 出 L? 空间 .至 于 (w ,0) 的 作法 ,在 $3 中 已 在 一 个 维 线性 空间 R" 中 定义 了 (w ,ao》. 
现在 到 此 空间 为 TpM, 则 《w,o) 之 值 因 己 而 蜡 成 了 一 个 函数 ,因为 w,e 是 C” 的 外 微分 形式 ,所 
以 (oo?(P) 是 M 上 的 C” 函数 , 今 设 它们 都 有 紧 支 集 ( 或 者 设 计 为 紧 ) 一 一 这 个 假设 的 作用 在 
于 回避 反常 积分 ,前 面 已 见 过 多 次 一 -我们 有 


85 微分 形式 在 流 形 上 的 积分 535 


定义 7 设 加 为 一 可 定向 的 歼 坚 流 形 .w 和 v 为 其 上 的 紧 支 集 Cp 微分 形式 (或 设 M 
为 贤 ), 则 可 以 定义 它们 的 内 积 为 
(ac) = [0) = fdr ad dr, (37) 


然后 就 可 以 用 完备 化 定义 M 上 的 平方 可 积 函 数 空间 L( M). 

有 了 上 L*(M) 的 理论 ,也 就 是 有 了 M 上 的 希 尔 伯 特 空间 理论 .而 且 还 可 以 进一步 定义 M 上 
的 索 波 列 夫 空间 , 可 以 定义 M 上 的 广义 函数 理论 等 等 . 可 是 我 们 现在 只 想 简单 地 讲 一 下 
Laplace-Baltrami 算 子 . 

上 节 末 我 们 把 Laplace-Beltrami 算 子 定义 为 

A=d8+6d: RPR) F(R’), 

这 里 的 了 在 上 节 中 说 是 d 的 “对 偶 ” 算 子 ,其 定义 是 $4 的 (37) 式 .其 中 用 到 了 填 琳 * 算 子 ,其 定 
义 及 性 质 见 $ 3 定理 9 与 定理 10, 其 中 用 到 一 个 参数 * 是 由 于 定义 * 时 要 考虑 到 R* 中 的 度量 . 
度量 是 用 一 个 非 赔 化 对 称 矩 阵 来 定义 的 .对 称 答 阵 只 有 实 特 征 根 ,其 中 下 特征 根 与 负 特 征 根 个 数 
都 是 重要 的 不 变量 . * 就 是 负 特 征 根 个 数 . 现在 我 们 用 的 歼 曼 度量 相应 于 正定 皇 阵 (gu ) ,所 以 s 
= 0. 这 样 由 $3 的 (39)， 


* ¥ 《1D2 , 
而 有 

#1 (38) 
那么 ,上 节 说 3 是 d 的 对 俩 是 什么 意义 呢 ? 例 如 阶 和 矩阵 4:R" -~ R* 的 转 置 矩阵 '4 ;R” -> R* ,可 
以 由 

Anusv) — Cu Av 
来 定义 ,(，.) 是 了 "的 内 积 , 现 在 我 们 考虑 的 是 F*(R”) ,其 中 的 内 积 由 (37) 定义 .我 们 要 证 明 a 
与 9 的 关系 就 如 同和 矩阵 A 与 'A 的 关系 一 样 ; 

(dw,0) = (wm,60). 《39) 
这 里 w,o 是 具有 紧 支 集 的 C” 的 下 (0M) 与 Fr(M) 中 之 元 .但 与 R' 的 情况 不 同 ,那里 的 x,% 
应 是 R" 中 的 任意 元 ,现在 一 方面 例如 d 涉 及 微分 ,所 以 对 任意 的 mE L2(M) ,dw 不 一 定 有 意义 ， 
再 则 (39) 很 线 分 部 积分 法 ,这 一 点 与 第 四 章 讲 的 广义 函数 一 比较 就 清楚 了 . 要 作 分 部 积分 就 会 
出 现 积分 号 外 之 项 ,而 我 们 又 必须 设法 消除 它们 .为 此 我 们 设 w ,a 均 为 有 紧 支 集 的 C2 的 外 微分 
形式 .这 样 我 们 就 绕 过 了 d 与 f 的 定义 域 究竟 是 什么 这 个 问题 .而 回避 了 这 个 向 题 以 后 ,我 们 就 
说 3 是 d 的 形式 伴 算 子 (Jormal adjoint operator) ,这 样 我 们 就 有 

定理 7 9 其 d 航 耻 伯 血 子 . 即 攻 设 。E 严 :(M) ,inE PrCM) 均 为 C" 的 而 且 有 此 支 集 。 

卓 有 下 式 成 立 : 


(do,e) = (w,60). (39) 
证 由 * 的 定义 ,x*o€ Fm?CM), 从 而 w 人 x*aoE Fi(M), 而 d(w A *o) 有 意义 .由 
外 微分 算 子 之 性 质 有 
du A x*o)= du A xat(-1)” mAdxe 
=dwAx*o—wh *[(-1)*x* dxo] 
=doAx*o-wh *ér= (dw,co) ~ (w,60). 
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这 里 我 们 用 了 $4 中 8 的 定义 (39) 式 以 及 * * = 这 .双方 在 M 上 积分 并 用 斯 托 克 斯 定理 , 即 
知 左 方 积分 为 0 而 得 (39) 式 ,定理 证 毕 . 

这 个 定理 的 证 明 看 起 来 只 是 形式 演算 ,实际 上 与 用 分 部 积分 法 是 一 样 的 .说 到 底 , 分 部 积分 
法 也 只 是 一 个 形式 演算 . 

最 后 我 们 再 来 看 Laplace-Beltrami 算 子 的 具体 表示 . $4 中 当 度 最 矩阵 是 对 角 阵 时 给 出 了 所 
需 结果 ,现在 要 看 对 于 一 般 的 黎 曼 度量 (g; ) 又 当 如 何 .我们 仍然 只 看 对 于 u E 本 (M) ,Ar 怎样 
表示 .注意 到 5: 户 (M) 一 Fr '(M), 当 p= 0 时 FeCM) 即 C” 画 数 ,而 下 4!(M) 只 好 说 是 0 元 
素 的 空间 ,因此 Bu = 0. 这 样 Aw = 8dx .我 们 假设 x E FI(M) ,但 设 pE Cy (M) ,这 与 广义 函 
数论 中 的 试验 函数 是 一 致 的 .于 是 


和 ~ yygdzi A Ada = (Bdusg) = (dusdyg) 


= | udp Viar de 


du 日 


YE a 
所 以 有 
1 93/ ,ou 
Au = Va (vas 37 和 《40) 
我 们 前 面 已 证 明了 
A =— div grad, 
与 (40) 比较 ,我 们 应 定义 x 之 梯度 是 一 个 向 量 场 : 
grad a 一 8 六 3 {41) 
这 是 由 于 这 样 定义 grad # 后 ,对 任意 向 量 场 X 我 们 有 
grad u, X) = X(u) = du(X). (42) 
而 且 对 于 向 重 场 X = X32, 应 定义 
. 1 9 
divX = 疡 远 We) 六 Ee CX,3 (43) 
这 样 一 来 
ax =— div grad 1 
仍 成 立 ， 


但 是 对 高 次 的 微分 形式 u ,Ax 的 计算 是 比较 复杂 的 . 它 涉及 许多 较 深 入 的 微分 几何 问题 . 
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§6 ”结束语 一 一 麦克 斯 书 方程 组 简介 


本 书 即将 结束 了 . 回顾 一 下 ,我们 在 很 简略 地 介绍 了 一 点 希腊 数学 中 有 关 极 限 理论 的 研究 
以 后 .很 快 地 就 转 入 了 微分 学 和 积分 学 .我 们 介绍 了 牛顿 如 何 从 开 普 惑 三 定律 得 出 引力 定律 , 解 
决 了 当时 (17 世纪 中 叶 ) 科学 中 最 重要 的 问题 :太阳 系 的 运行 规律 .而 柚 积 分 又 如 何 由 此 形成 一 
门 系统 的 科学 .我 们 现在 通用 的 微 积分 教材 中 常 讲 的 一 些 静 力 学 问题 时 代 更 早 ,都 是 17 世纪 前 
科学 中 的 重要 问题 .几何 光学 虽然 稍 晚 一 些 也 差 不 太 多 . 应 用 范围 虽然 很 大 ,出现 的 数学 问题 虽 
然 形 形 色色 ,解决 这 些 问题 的 思想 都 是 一 样 的 :都 涉及 如 何 处 理 无 穷 小 量 ;对 于 微分 学 ,就 是 允许 
略 去 高 阶 无 穷 小 量 . 对 于 积分 学 实际 上 是 “无 穷 多 个 无 穷 小 " 如 何 求 和 的 问题 , 虽然 从 希 允 人 起 
就 知道 存在 这 些 问 题 , 但 是 过 多 的 思辨 .抽象 的 议论 (在 当时 条 件 也 只 能 如 此 ) 使 得 对 这 些 问 题 
的 解决 完全 不 能 适应 数学 发 展 的 需要 .一 直到 19 世纪 中 下 叶 ,人 们 才 摆 脱 了 那些 抽象 的 哲学 思 
办 ,以 及 缺少 分 析 的 直觉 .现在 通用 的 微 积 分 教 本 的 讲法 正 是 反映 了 19 世纪 下 半 时 我 们 对 无 穷 
小 \ 极 限 等 概念 的 理解 : 既 摆 脱 了 抽象 的 哲学 思辩 ,也 摆脱 了 人 缺少 分 析 一 一 主要 指 逻 辑 上 的 分 析 
一 一 的 直 沉 .我 们 掌握 了 它 , 也 就 可 以 有 把 握 地 前 进 了 .这 一 段 历史 表明 了 数学 的 发 展 与 牛 粘 所 
实现 的 科学 上 的 第 一 次 大 综合 的 关系 何等 密切 . 由 于 数学 发 展 到 如 此 成 熟 的 地 步 ,我 们 今天 甚至 
可 以 使 用 一 些 很 直观 的 语言 ,而 不 必 担 心 会 产生 什么 问题 .本 书 里 对 微分 学 和 积分 学 的 讲法 也 无 
非 是 从 今天 的 角度 再 次 解释 这 些 基本 概念 的 现代 的 理解 和 表述 .说 到 底 还 是 牛顿 的 伟大 成 就 .由 
于 是 牛 瑟 的 成 就 的 反映 ， 所 以 还 有 一 个 非常 重要 的 特点 是 :解决 各 种 物理 问题 ,都 是 在 牛顿 的 框 
架 思路 之 下 :问题 本 身 都 很 明确 ,解决 问题 所 用 到 的 数学 理论 也 很 明确 ,没有 太 大 的 变化 .当然 有 
些 问题 难度 很 大 .现在 的 问题 是 , 自 微 积 分 学 系统 地 形成 了 以 后 ,有 没有 更 重要 的 新 发 展 ?我 们 在 
本 书 中 实际 上 介绍 了 一 些 重要 发 展 ,例如 变 分 法 、 勒 贝 格 积分 及 其 罕 研 究 随机 现象 上 的 应 用 ,还 
有 调和 分 析 .它们 都 有 自己 的 非常 广阔 的 前 途 ,都 已 经 超越 了 牛 帜 的 框架 .但 下 面 我 们 还 要 介绍 
一 下 麦克 斯 书 ( 以 下 都 简 记 为 M) 关于 电磁 场 的 理论 ,一 方面 因为 它 可 以 说 是 物理 科学 自 牛 顿 以 
后 第 二 次 伟大 的 综合 ,而 且 直 接 为 20 世纪 物理 学 的 大 革命 一 相对 论 的 出 现 一 一 开辟 了 道路 ; 
M 理论 本 质 上 是 相对 论 性 的 ,更 重要 的 是 它 所 需要 的 数学 与 牛顿 时 代 大 不 相同 了 .19 世纪 中 时 ， 
自从 高 斯 . 黎 友 以 后 ,空间 的 本 性 问题 以 一 种 远 远 超越 哲学 思辨 的 形态 提 到 人 们 面前 .空间 既然 
已 不 一 定 限于 三 维 平 直 的 空间 , 则 人 们 很 自然 地 先是 考查 高 维 但 是 平 直 的 空间 一 一 线性 空间 . 
于 是 我 们 有 了 线性 代数 , 它 的 作用 远 不 止 我 们 在 微分 学 一 章 中 指出 的 线性 化 , 即 作为 一 般 非 线性 
问题 的 近似 . 它 是 一 个 伟大 框架 前 提 的 一 部 分 .入 们 一 直 试图 寻找 新 的 刻画 大 自然 的 数学 工具 ， 
例如 哈密 额 (W.R. Hamilton, 一 位 非常 重要 的 数学 家 和 物理 学 家 ) 研究 四 元 数 就 是 这 个 企图 的 
表现 . 那 时 ,四 元 数 十 分 为 入 们 看 好 , 例如 M 本 人 还 有 凯 尔 文 助 曙 (Lord Kelvin, 真 名 是 William 
Thomson) 都 想 几 四 元 数 来 作为 研究 电磁 现象 的 基本 工具 .而 现在 知道 四 元 数 的 人 已 经 不 多 了 . 
线性 代数 的 研究 看 来 一 直 是 探讨 空间 本 性 的 大 潮流 的 一 个 部 分 ,不 过 因为 它 是 考察 一 些 最 基本 
的 结构 ,而 当时 这 批 数 学 家 所 关心 的 应 用 问题 我 们 又 不 其 熟 番 , 所 以 现在 和 人们 都 感 到 它 太 抽象 ， 
似乎 与 牛 吏 大 相 径 庭 了 .其实 并 不 全 然 如 此 .这 个 湖 流 中 有 一 位 很 深刻 的 数学 家 格拉 斯 曼 .他 的 
重要 性 似乎 今天 大 多 数 读者 估计 不 是 .到 20 世纪 初 ,开拓 了 比较 系统 的 关于 奔 曲 空间 的 研究 ,有 
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了 微分 流 形 理论 ,有 了 黎 曙 几何 等 等 ,终于 诞生 了 爱 因 斯 坦 和 他 的 相对 论 .我 们 不 妨 说 ,高 斯 黎 曼 
播种 , 爱 因 斯 坦 收获 .在 一 个 多 世纪 后 的 今天 看 来 ,他 们 播种 的 是 一 种 数学 框架 ,里 面包 含 了 许多 
新 概念 ,新 方法 . 电磁 现象 要 放 在 这 样 一 个 框架 中 才能 伸展 自如 . 牛顿 的 摇篮 放 不 下 M 这 个 巨 
人 ,更 不 说 爱 因 斯 地 了 . 这 一 个 框架 的 内 容 之 丰富 快 非 本 书 所 能 容纳 . 以 后 还 发 展 了 如 规范 场 理 
论 等 等 也 都 是 内 容 更 丰富 、 更 深刻 也 就 需要 新 的 数学 的 框架 .下 面 我 们 介绍 M 的 理论 是 一 个 绝 
大 多 数学 生 都 能 懂 而 又 十 分 重要 的 课题 ,可 以 就 上 比 看 一 下 这 个 新 的 数学 框架 的 威力 . 

M 关于 电磁 现象 的 研究 是 继承 了 法 拉 第 (M. Faraday,1791 一 1867) 的 工作 .法 拉 第 对 电磁 现 
象 的 理解 与 牛顿 对 引力 的 理解 不 局 .牛顿 的 理论 承认 超 距 作 用 (尽管 他 自己 也 为 此 昔 仿 ) :例如 两 
个 天 体 的 吸引 是 县 时 的 , 引 为 的 传播 不 需要 时 间 ,也 不 需要 某 种 介质 的 媒介 .法拉第 则 不 同 ,他 认 
为 电 和 磁 的 影响 是 通过 “ 场 " 来 实现 的 .电场 由 电力 线 组 成 ,磁场 由 磁力 线 组 成 .电力线 与 磁力 线 
并 不 像 某 些 中 学 教材 里 说 的 ,只 是 方便 的 虚构 ,而 是 实 实在 在 的 ,甚至 有 弹性 ,可 以 互相 吸引 或 排 
斥 , M 的 工作 正 是 从 深刻 研究 法 拉 第 的 著作 《 电 的 实验 研究 》 开始 ,而且 十 分 明确 地 把 法 拉 第 的 
方法 与 按 超 距 作 用 理论 进行 探讨 的 “数学 家 ” 们 对 立 起 来 .他 说 : “在 他 的 心目 中 , 法 拉 第 看 到 一 
些 力 线 穿 过 全 部 的 空间 ,而 数学 家 们 则 只 在 空间 中 看 到 一 些 超 距 吸引 着 的 为 心 ;法 拉 第 看 到 一 种 
媒质 ,而 他 们 则 除了 距离 以 外 毫 无 所 见 ;法拉第 向 在 媒质 中 进行 着 的 真实 作用 中 寻找 现象 的 依据 ， 
而 他 们 则 满足 于 在 对 媒质 发 生 超 距 作用 的 一 种 本 领 中 找到 了 这 种 依据 ", ( 见 M 的 名 著 :A 
Treatise on Flectricity and Magnetism,1873, 中 译本 :《 电 磁 通 论 》( 上 ) ,xii 页 ,武汉 出 版 社 1992 ,以 
下 引用 此 书 时 均 依 据 这 个 译本 ).M 的 工作 就 是 把 法 拉 第 的 思想 数学 化 .他 的 成 就 得 到 了 法 拉 第 
高 度 评价 《电磁 通论 》 就 是 总 结 这 些 工作 的 一 部 划时代 的 各 著 . 于 是 M 认为 电磁 现象 应 该 用 电 
磁场 来 描述 .电场 和 磁场 分 别 用 向 量 E(z,y,z,1) 和 B(xz,y,z,1) 来 表示 .它们 在 某 种 介质 中 
传播 ,这 种 介质 就 称 为 以 太 {ether). 以 太 被 想像 成 为 一 种 穿 透 整个 宇宙 的 弹性 体 . 它 不 可 品 , 不 
可 损坏 ,然而 却 有 一 种 奇怪 的 特性 , 即 只 允许 横 波 通 过 . 就 本 书 涉及 的 大 人 物 而 言 , 纳 维 埃 . 柯 西 、 
格林 ,斯 托 克 斯 都 玩 成 以 太 学 说 ,而 M 对 电磁 场 的 传播 最 早 给 出 的 一 个 模型 纯粹 是 横 波 在 弹性 
但 质 中 传播 的 模型 ,并且 计算 出 传播 速度 就 是 光速 ,光速 是 电磁 理论 中 极 重 要 的 常量 ,本 章 恒 用 
c 表示 ,就 此 ,M 写 道 :“ 我 们 很 难 避 开 一 个 推论 ， 即 光 是 造成 电磁 现象 的 那 一 种 介质 中 的 横 振 
动 "(1862) , 

前 而 我 们 已 所 到 ,M 是 最 早 主张 用 向 量 而 不 是 站 元 数 来 刻画 电磁 现象 的 物理 学 家 之 一 .他 
指出 ,由 一 个 向 量 场 4(x,y,z,+) 一 定 可 以 产生 两 个 量 ;一 是 它 沿 某 一 曲面 一 定 的 法 线 方向 
穿 过 此 曲 而 S 的 通 量 (flux): 


A .nds ~ Jere + Asdzdz + Asdrdy; 
另 一 个 是 它 沿 某 一 有 一 定 定向 的 闭 曲 线 也 的 环流 (circulation): 
Ads = | + Asdy + Aidz. 
M 十 分 注意 这 两 个 概念 在 电磁 现象 的 研究 中 的 作用 . 因为 他 说 “在 电 的 流动 事例 中 ,我 们 根本 不 
知道 有 关 导 体 中 的 电 密 度 或 电 速度 的 在 何 东西 ,我 们 只 知道 按照 流体 理论 将 对 应 于 密度 和 速度 


之 乘积 的 那个 值 ， 因此 ,在 所 有 的 这 种 事例 中 ,我 们 必须 应 用 测量 通过 面积 之 通 量 的 那 种 广 
法 ."( 同 上 ,13 页 ) 这 就 是 说 , 我 们 需要 知道 的 是 通过 菜 一 个 小 面积 o 的 电流 (这 是 一 个 向 
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量 )jdo.j 称 为 电流 密度 向 量 ,这 是 今天 我 们 使 用 的 语言 .因此 , 电 通 过 曲面 S 的 电流 即 j 的 通 量 
i.ndo. 
至 于 电荷 的 密度 p , 则 没有 任何 困难 . 
考虑 j 的 通 量 即 得 到 一 个 基本 的 事实 一 一 电荷 守恒 . 设 曲 面 S 包围 了 区 域 9, 而 有 电流 流 
人 ,电流 密度 向 量 为 j( 图 7 一 6 - 1), 于 是 在 时 间 dt 内 由 人 2 外 经 过 S 流 
入 口 的 电量 (注意 ,M -- 直 是 以 流体 作为 电 的 模型 的 ) 是 


-a nda. 
它 造 成 0 内 电荷 的 积累 , 即 电荷 应 增加 
dt Seqrdydz. 


这 两 个 量 应 相等 .由 于 此 关系 应 在 任意 区 域 Q 上 都 成 立 , 故 由 斯 托 克 斯 
定理 (在 通常 的 微 积分 教 本 中 应 用 于 这 一 情况 的 斯 托 克 斯 定理 称 为 高 
斯 定理 ) 有 图 7”6-1 


ap  ， ， 
all + div 1 dzdydz =0. 


因此 得 到 连续 性 方程 
+ divi = 0. (1) 


这 是 电磁 现象 第 一 个 基本 的 事实 一 一 电荷 守 便 ， 

除 此 以 外 , M 总 结 了 当时 关于 电磁 现象 的 全 部 研究 成 果 , 提 出 了 著名 的 M 方程 组 . 这 里 应 该 
指出 M 与 牛顿 的 不 同 .牛顿 在 《原理 》 一 书 中 是 把 他 的 三 定律 当 必 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 的 公 
理 对 待 ,而 由 此 鸦 导出 其 它 一 切 结论 .M 则 不 同 ,他 是 把 以 前 的 全 部 成 果 特 别 是 实验 成 果 整 理 归 
结 为 四 个 方程 ,后 来 人 们 才 称 为 M 方程 组 .而 且 如 电荷 守恒 这 样 最 基本 的 事实 也 没有 列 人 M 方 
程 组 中 . 

首先 看 电场 与 磁场 B 的 通 量 .关于 电场 通 量 ,高 斯 早 就 证 明了 , 穿 过 封闭 曲面 S 的 EE 之 通 
量 等 于 9 中 的 电荷 .于 是 应 用 推导 连续 性 方程 的 方法 即 得 

div E = drp. (I) 
注意 ,M 方程 组 的 写法 各 书 常 有 不 同 , 这 里 是 讨论 真空 中 的 场 , 并 采用 了 高 斯 一 MKS 单位 
制 0. 其 实 方程 ( 工 ) 高 斯 早已 得 出 ,并 不 是 M 的 方程 . 

用 同样 方法 处 理 磁场 马 , 由 于 磁 单 极 是 不 存在 的 ;有 磁 南 极 则 必 有 大 小 相同 的 磁 北 极 在 一 

起 ,因此 总 磁 荷 必 为 0. 这 样 相应 于 (1) 必 有 
divB = 0. 《I) 


中 ”这 里 提 到 单位 何 题 , 我 们 念 数学 的 人 有 一 个 大 弱点 , 即 对 单位 不 注意 单位 问题 首先 是 一 个 “应 用 问题 ", 因 此 ,任何 一 
个 国家 都 有 相应 的 规定 .我 国 国家 技术 监督 局 就 不 把 MKS 制作 为 妹 准 单位 制 ,而 是 作为 常用 单位 制 ,因为 标准 单位 _ 航 用 于 产 
亚 中 .更 在 的 物理 教材 则 常 采用 高 斯 ~ MKS 制 .但 单位 问题 还 有 物理 意义 从 库伦 定律 和 安培 定律 采用 的 单位 的 分 析 中 就 可 以 
导出 光束 来 ,这 一 点 很 值得 注意 
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M 方程 组 的 另外 两 个 方程 是 关于 B 入 的 环流 的 . 为 此 设 工 是 一 个 封闭 曲线 , 它 是 一片 
曲面 $ 的 边界 : 工 = 3S ,而 且 工 上 的 正 向 与 S 上 的 某 一 指定 的 法 线 方向 成 为 右手 坐标 系 .于 是 
斯 托 克 斯 定理 给 出 
4…ds=j| (eurl4).dc. 


现在 把 它 用 于 .法 拉 第 的 电磁 感应 定律 告诉 我 们 ;磁场 对 时 间 的 变化 会 引起 线圈 中 出 现 电流 . 
用 数学 方式 来 表述 , 昌 ( 玉 绕 35 之 环流 ) = - 二 { 52 穿 过 S$ 之 通 量 】 


本 
下 ,= (于 )e 


1 
Nem E),do =— 茎 (区 


由 于 S 的 任意 性 (所 以 其 法 线 方向 a 也 是 任意 的 ) , 故 有 


cert E =- 4. 《my 


最 后 一 个 也 是 最 值得 注意 的 是 表明 电流 可 以 产生 磁场 , 这 要 从 1819 一 1820 年 奥 斯 特 (H.C. 
Oersted) 的 实验 讲 起 . 当时 他 从 一 个 模糊 的 思想 : 磁 可 能 是 电 的 一 种 “潜在 形式 " 出 发 ,发现 了 通 
过 电流 的 导线 一 一 这 种 电流 不 妨 称 为 传导 电流 一 一 附近 会 现 察 到 磁 针 的 偏转 . 电流 的 磁 效 应 
的 发 现 引起 了 科学 界 极 大 的 重视 . 肾 接着 有 安培 , 毕 奥 - 萨 伐 尔 的 定律 等 等 ,但 都 是 表明 了 电流 
的 磁 效 应 . 这 样 电 与 磁 明 显 地 处 于 一 种 对 称 的 ,互相 产生 的 关系 中 . 奥 斯 特 的 实验 以 后 的 12 年 即 
1831, 法 拉 第 就 发 表 了 他 的 电磁 感应 定律 . M 后 来 把 它 表示 成 ( 轩 ), 而 按 奥 斯 特 的 实验 的 数据 结 
果 来 分 析 , 应 该 得 到 


应 用 斯 托 克 斯 定理 有 


也 统 3S 的 环流 = 4(7 通过 S 的 通 量 ) 
这 样 一 来, 仿照 上 面 得 出 法 拉 第 感应 定律 的 方法 应 有 
curl 召 = 加. (2) 
很 中 健 , 这 是 镇 误 的 .科学 的 发 展 告诉 我 们 , 千 万 不 要 无 视 “错误 ”一 只 要 它 是 一 个 严肃 的 氏 
误 - 正 是 从 这 个 错误 中 M 完 成 了 他 的 伟大 功绩 .我 们 看 到 : (2) 与 (页) 明显 地 不 对 称 .这 件 事 引起 
了 法 科 第 的 注意 ;如 (下 那样 ,是 58 决定 了 巨 ,而 重 定 的 磁场 并 不 产生 电场 ,所 以 (2) 中 缺少 了 


及 这 样 的 项 . M 是 把 电场 与 一 种 连续 介质 相 比 氢 的, 因此 ,他 不 仅 要 考虑 真空 中 的 电场 ,而 且 考 


卡 电 介质 中 的 电场 ,并 且 认为 电动 势 存在 时 ,介质 如 同 弹性 体 一 样 受到 应 力 (他称 为 胁 强 ) ,产生 
一 种 称 为 电位 移 的 东西 . M 说 :“ 电 位 移 的 变化 显然 就 构成 电流 , 然而 这 种 电流 只 有 在 电位 移 变 
化 的 过 程 中 才能 存在 .…… 不 能 像 导 体 中 的 电流 那样 不 受 限制 地 沿 着 相同 的 方向 继续 流动 "( 同 
上 ,72 页 ). 这 就 是 说 ,产生 磁场 的 电流 有 两 个 部 分 ,一 是 “ 像 导体 中 的 电流 ” 即 传导 电流 j, 另 一 部 
分 则 是 电位 移 的 变化 , 称 为 位 移 电 流 . 按 这 样 的 思考 ,M 指出 , (2) 其 实 是 淹 控 了 位 移 电流 ,而 正 
确 的 方程 应 该 是 
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_ 工 3 了 4r, N 
cnrlB= 3 + (NW) 


这 真是 神 来 之 笔 ! 尽 管 M 是 从 一 个 不 合适 的 连续 介质 模型 出 发 ,可 是 得 到 了 一 个 十 分 重要 的 结 
论 , 它 有 十 分 重要 的 推论 ,而 且 得 到 了 实验 的 证 明 . 总 之 ,M 方程 组 现在 是 完备 了 , 它 成 为 电动 力 
学 (电磁 场 随 着 时 间 变 化 ,所 以 称 为 动力 学 ) 的 基础 . 

由 于 位 移 电 流 概念 的 极 大 的 重要 性 ,我 们 再 从 数学 角度 来 考察 它 ,看 一 下 为 什么 没有 位 移 电 
流 会 产生 矛盾 . 设 有 电路 如 图 ?7 - 6 - 2, 导 线 上 有 传导 电流 j ,而 导 
线 连 接着 电容 大 的 两 极 .电容 器 的 两 极 间 不 是 导体 ,而 可 能 是 菜 种 
媒质 ,其 中 没有 传导 电流 .我 们 按 (2) 那样 来 分 析 这 个 电路 , 作 一 条 
绕 着 导线 的 曲线 工 , 并 以 工 为 边缘 作 一 个 曲面 S; , 它 与 导线 要 交 . 
在 S, 上 指定 某 一 侧 的 法 线 为 n. 于 是 1 = 3S, 而 县 二 上 有 诱导 定 
向 ,如 图 上 实 线 第 头 所 示 . 诱导 定向 是 由 RY 中 指定 了 一 个 定向 以 
后 才 有 的 . 我们 指定 的 是 R* 中 用 右手 系 .但 实际 上 部 使 指定 为 左 
手 系 也 无 关 , 最 后 会 得 出 同样 的 矛盾 . 研究 BB 在 LL 上 的 环流 ,于 是 


按 (2) 式 , 知 有 传导 电流 了 穿 过 S, 其 通 量 为 | j， nda( 这 里 有 一 点 


小 同 题 , 即 j 只 在 导线 上 有 ,而 上 面 的 积分 应 按 5 函数 去 理解 ,我 们 
不 去 管 这 件 事 ,内 为 它 确实 是 很 容易 解决 的 ) ,总 之 该 通 量 不 为 0. 

另 一 方面 ,我 们 可 以 再 穿 过 电容 器 的 两 辟 , 作 一 个 曲面 S;, 仍 以 为 边缘 :L = 35, ,但 过 S， 
并 没有 电流 ,因此 按 (2) ,应 有 


(8 沿 工 的 环流 ) = “<( 电 流 密度 向 量 过 S: 的 通 是 = 0. 


如 果 在 S;, 上 也 指定 & 为 外 法 线 (图 7-6~2 上 的 虚线 第 头 ), S, 在 工 上 诱导 一 个 相反 的 定向 (也 
用 虚线 笛 头 表示 ),S, 与 S; 共同 包围 了 一 个 区 域 如 ,而 在 单位 时 间 内 流入 9 的 电文 是 上 述 两 个 
通 量 之 和 , 且 不 会 为 0. 于 是 , 随 着 时 间 积 累 , 在 如 内 的 总 电荷 将 达到 + co ,这 当然 是 不 对 的 . 如果 
纯粹 从 数学 观点 来 看 , 吾 在 上 上 的 环流 由 一 个 1 - 微分 形式 百 . ds = Bidz + Bsdy + Bdz 次 
定 . 它 在 L = 93S: 上 积分 为 0, 表 明 它 属于 0 - 上 同调 类 ,而 在 工 = 3S, 上 不 为 0, 则 表明 它 属于 
另 一 个 非 0 的 上 同调 类 .这 种 拓扑 性 质 的 矛盾 是 很 深刻 的 . M 本 人 就 已 预见 到, 电磁 理论 将 涉及 
许多 拓扑 学 问题 当然 , 那 时 拓扑 学 还 处 于 极为 萌芽 的 状态 . 而且 称 为 “位 置 几 何 学 ”,M 引述 了 
早期 拓扑 学 研究 者 李斯 延 (J.B, Listing, 高 斯 的 学 生 ,“ 拓 扑 学 ”一 词 似乎 是 他 开始 使 用 的 ) 的 著 
作 , 而 且 强 调 了 莱 布 尼 艾 和 高 斯 都 已 理解 这 一 分 支 的 重要 性 (同上 ,18 页 ) ,M 的 著作 中 对 势 的 多 
秆 性 、 线 积分 的 周期 以 及 多 连通 区 域 的 刻画 的 研究 ,其 深刻 巷 至 超过 了 我 们 现在 通用 的 教材 . 读 
了 M 的 著作 更 有 助 于 理解 de Rham 上 同调 理论 . 

可 是 更 加 值得 注意 的 是 ,所 谓 电流 即 电荷 的 运动 . 在 某 个 参考 系 中 是 运动 的 电荷 即 电流 ,在 
另 一 个 参考 系 中 则 是 静止 的 电荷 .所 以 在 某 一 个 参考 系 中 只 有 电场 存在 ,而 在 另 一 个 参考 系 中 则 
也 有 磁场 存在 .所以 电场 和 磁场 应 该 看 成 是 一 个 统一 的 场 的 两 个 侧 而 ,要 看 我 们 在 一 个 什么 样 的 
参考 系 中 去 研究 它 . 电 磁 学 中 涉及 运动 着 的 参考 系 的 问题 还 很 多 ,其 最 基本 的 一 个 是 两 个 电荷 之 
间 的 力 ,读者 们 一 定 知道 这 里 有 著名 的 库伦 定律 ,这 个 定律 指出 ,两 个 静止 电荷 之 间 的 作用 力 是 


图 7-6-2 
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下 = jeesrfr'( 这 里 取 上 = 1, 因 为 我 们 采用 了 高 斯 CGS 单 位 制 ), 但 是 可 能 不 少 读者 不 曾 注 
意 到 ,库伦 定律 只 适用 于 静止 电荷 ,其 理由 正在 于 避 开 了 磁 效 应 .同时 适用 于 电磁 场 中 作用 于 运 
动 电荷 的 力 的 公式 则 是 洛 伦 兹 力 的 公式 : 

F= gE+QvxB. (3) 


其 实 ,磁场 强度 BB 的 定义 就 是 (3) 式 :磁场 强度 是 一 个 向 量 , 它 规定 了 作用 在 一 运动 电荷 上 
而 有 与 速度 成 正比 的 那 一 部 分 力 . 

上 面 我 们 说 了 库伦 定律 只 对 静止 电荷 成 立 , 但 是 高 斯 定律 即 ( I ) 旭 在 任 柯 情况 下 都 成 立 ， 
而 且 这 可 以 看 成 是 一 个 实验 事实 . 

选择 一 定 的 参考 系 并 且 考 虑 这 种 选择 是 否 会 对 物理 定律 有 影响 ,人 们 自然 会 得 到 以 下 的 结 
论 : 当 参考 系 变动 时 ,物理 定律 应 该 是 协 变 的 . 即 由 一 个 参考 系 中 该 物理 定律 的 数学 形式 应 该 能 
得 出 任 一 参考 系 中 该 定律 的 相应 形式 . 这 就 是 一 般 的 相对 性 原理 .但 是 这 个 原理 之 所 以 有 效 , 却 
不 是 由 抽象 的 思辩 得 出 的 ,而 是 长 期 的 实验 和 理论 分 析 的 结果 .首先 从 牛顿 力学 谈 起 .牛顿 力学 
主要 讲 惯性 系 ,惯性 系 就 是 惯性 定律 在 其 中 成 立 的 参考 系 .如 果 Orzyz 是 一 个 惯性 系 而 Ox 人 yx 
对 它 作 匀 速 直线 运动 , 则 Oxy'z' 也 是 一 个 惯性 系 .在 这 两 个 惯性 系 中 一 切 力学 定律 形式 都 是 相 
辣 的 .或 者 换 一 个 常用 的 说 法 ,在 一 个 参考 系 中 作 任何 力学 实验 均 无 法 确定 它 是 静止 的 还 是 作 义 
速 直线 运动 . 这 个 原理 称 为 狭义 相对 性 原理 ,因为 它 只 涉及 力学 实验 . 现在 给 它 一 个 数学 表述 . 观 
测 者 所 在 的 参考 系 Oryz 称 为 实验 室 参 考 系 ,他 在 此 参考 系 中 观测 某 一 个 物理 对 象 .我 们 常 将 另 
一 个 参考 系 Dry xz 附着 在 被 观测 的 对 象 上 ,并 称 之 为 附着 参考 系 .这 个 物理 对 象 在 实验 室 中 运 
动 就 说 Ozyz 在 Orzyz 中 运动 .如 果 O xyz 在 Oxyz 中 作 勾 速 直线 运动 ,为 篇 单 起 见 , 设 这 两 
个 参考 系 的 坐标 轴 平 行 ,而 前 者 沿 z 轴 方 向 以 常 速 w 运动 ,我 们 就 会 有 
TI yy t= (4) 
( 见 图 7 一 6-3) (4) 称 为 伽利略 变换 . 于 是 牛顿 力学 中 的 狭义 相对 应 性 原理 可 以 表述 为 ,一切 力 
学 定律 在 伽利略 变换 于 是 协 变 的 (不 变 的 ). 若 这 两 个 参考 系 
同 为 惯性 系 , 则 它们 在 力学 上 是 完全 等 价 的 , 谁 也 不 比 谁 优 
越 : 庄 周 梦 见 自己 变 成 了 蝴蝶 ,也 可 以 说 是 蝴蝶 梦 见 自己 变 成 
了 注 周 .两 个 说 法 谁 也 说 服 不 了 谁 .因为 在 此 变换 中 时 间 是 不 
变 的 ,而 空间 坐标 则 发 生 了 变化 ,所 以 我 们 说 在 牛顿 力学 中 时 
间 仍 然 是 绝对 的 ,但 绝对 空间 不 存在 了 ,是 在 力学 中 找 不 到 
的 .在 有 了 电磁 场 理 论 以 后 ,人 们 自然 会 问 ; 是 否 任何 物理 实 
验 (不 只 是 力学 实验 ) 均 不 能 在 两 个 贷 性 系 中 区 别 出 何 者 为 静 图 7-6-3 
止 的 ? 如 果 都 不 能 区 别 ,就 说 有 广义 相对 性 原理 成 立 , M 不 是 把 电磁 场 看 成 某 种 媒质 一 以 太 
中 的 场 么 ? 如 果真 是 这 样 , 岂 不 是 可 以 把 以 太 当 作 一 个 具有 特殊 优越 性 的 空间 参考 系 ,而 宣称 在 
电磁 学 中 找到 了 绝对 空间 么 ?以 太 是 否 存 在 ?光速 问题 给 了 我 们 一 个 线索 、 

M 方程 组 中 的 < 正 是 光速 ,这 不 但 M 早已 知道 ,更 早 一 些 韦 伯 和 克 希 荷 夫 也 从 其 它 角度 知 
道 .但 一 直到 1888 年 赫兹 (Iteinrich Hertz》 发 现 了 由 纯粹 的 电磁 过 程 产生 的 电磁 波 具 有 光 的 一 切 
性 质 , 才 最 后 明确 了 光 的 本 性 就 是 电磁 波 . 那 么 假定 以 太 如 一 条 小 河 以 速度 - 流 背 . 我 们 泛舟 顺 
流 而 下 ,向 小 船 前 进 方向 射出 一 东 光 子 , 即 光线 ,其 速度 为 c, 则 岸上 的 观测 者 看 到 的 光速 应 是 。 
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+ vw, 然后 又 湖 流 而 上 并 向 前 发 出 光线 .这 时 岸上 观测 者 看 到 的 光速 应 为 。 - .1887 年 美国 物理 
学 家 近 克 耳 孙 (A.A. Michelson) 和 莫 雷 (E.W .Morley》 按 此 思想 设计 了 著名 的 实验 - 按 当时 的 实 
验 条 件 ( 用 光栅 测量 光波 的 干涉 ) ,应 该 可 以 测 出 光速 由 c+ = 变 到 c - ,但 是 结果 是 否定 的 .这 
说 明 以 太 并 不 存在 ,而 光速 在 一 切 惯性 系 都 相同 ， 

迈克 耳 孙 和 莫 雷 的 实验 表明 ,不 管 在 什么 样 的 惯性 系 中 M 方程 组 中 的 光速 c 都 是 相同 的 ,这 
就 明显 地 表明 M 方程 级 没有 伽利略 不 变性 . 由 于 光速 不 变 已 是 不 争 的 事实 ,这 就 必然 产生 许多 
悖 论 性 质 的 推论 :在 运动 方向 上 ,长 度 会 缩短 ;在 运动 过 程 中 时 钟 会 变 慢 ; 在 一 个 惯性 系 中 同时 发 
生 的 事件 在 另 一 惯性 系 中 并 不 同时 发 生 ,…… 人 们 纷纷 作出 各 种 各 样 的 解释 , 而 爱 因 斯 坦 在 
1905 年 以 极 大 的 容 智 指出 :所 有 这 些 " 解 到 " 都 是 不 相干 的 .所 有 这 些 “ 怪 事 " 其 实 都 是 极 自 然 的 ， 
它们 来 自 时 空 的 本 性 .牛顿 的 时 空 观 应 该 用 相对 沦 的 时 空 观 来 代 奉 :时 空 并 非 互 相 分 离 的 R? 与 
一 维 的 绝对 时 间 之 积 R: x Ri ,而 是 一 个 4 维 流 形 闵可夫 斯 基 时 空 M, , 它 只 需要 一 个 局 部 
坐标 系 (z" ,zi ,zs,z?) 即 可 刻画 ,这 里 z* = crt. M, 中 也 有 度量 ,可 是 它 并 不 是 由 一 个 正定 矩阵 
《so = 0,1,2,3 所 刻画 的 歼 虹 度量 ,而 是 由 

1 0 1 


(gw )》 = 0 1 (5) 


. 一 1 
所 定义 的 伪 歼 曼 度量 (pseudo Riemannian metric), 我 们 称 为 洛 伦 兹 度量 . 其 中 两 点 (ze ,za ,22， 
Xx ) 与 (y,y" ,y?,y ) 的 距离 是 
(zy (6) 
我 们 应 称 它 为 “区 间 "(interval). 前 面 我 们 讲 过 的 填 奇 * 算 子 ( 它 在 后 面 是 很 有 用 的 ) 中 的 


(~ Dm 中 n= 4,5 一 3. 由 于 广义 相对 性 原理 仍 机 保持 ,所 以 伽利略 变换 必须 要 代 以 洛 伦 兹 
变换 ,在 最 简单 的 情况 下 , 它 是 


{ 赤 : = :/ 1- vie + 3/ i- we), 


2 = Ee Ed = ri 
可 几时 间 与 空间 在 洛 伦 兹 变换 中 是 紧密 地 结合 在 一 起 的 . 这 时 ,广义 相对 性 原理 可 以 表述 为 ; 物 
理 定律 都 应 在 洛 伦 兹 变换 下 是 协 变 的 (不 变 的 ).M 方程 组 正 是 在 洛 伦 效 变换 下 不 变 的 . 因此 我 
们 才 说 M 的 电磁 场 理论 本 质 上 是 相对 论 性 的 , 反之 ,牛顿 的 力学 方程 虽然 在 伽利略 变换 下 是 不 
变 的 (这 里 涉及 对 外 力 应 加 什么 限制 的 问题 ) ,在 洛 伦 兹 变换 下 却 不 是 不 变 的 ,因此 需要 作 相 对 论 
修正 ,关于 洛 伦 兹 变换 以 及 M 方程 组 的 洛 伦 慈 不 变性 我 们 都 不 加 证 明子. 它们 属于 一 个 极其 诱 
人 的 领域 一 一 相对论, 但 是 我 们 的 读者 如 果 想 读 一 点 相对 论 的 话 ,现在 他 的 数学 准备 已 经 大 体 
足够 了 (关于 广义 相对 论 ,再 读 一 点 协 变 导 孝 和 曲率 理论 也 就 驶 用 了 ) ,下 面 我 们 回 到 M 的 理论 ， 
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我 们 前 已 指出 ,现在 已 经 造 好 了 一 个 新 的 数学 框架 ,问题 是 怎样 把 M 理论 放 远 去 .新 框架 是 
在 Ms 中 讨论 各 种 物理 问题 ,因此 各 种 向 量 都 应 写成 4 维 向 量 . 关于 时 空 坐标 我 们 已 经 做 到 了 这 
一 点 , 即 把 时 间 : 通过 x ”= ct 当 作 一 个 坐标 ,而 得 到 (x* ,zl,z? ,zs), 关 于 动量 ,我 们 将 发 现 , 可 


以 把 能 入 下 引进 去 形成 4 维 的 能 基 - 动量 向 重生 ，p .力也 是 一 样 .问题 是 吾 和 且 怎样 成 4 


维 向 量 呢 ? 我 们 在 前 商 已 经 指出 ;E 是 真 向 量 而 B 是 尾 向 量 ,二 者 怎 能 混在 一 起 呢 ? 而 妙 不 可 盲 的 
是 , 正 是 这 两 个 多 家 磁 了 头 , 才 显示 出 它们 的 真实 而 日 :它们 都 是 一 个 二 阶 张 量 的 分 量 的 一 部 分 . 
4 维 流 形 上 的 二 阶 张 是 有 16 个 分 量 ,而 4 维 流 形 上 的 二 阶 反对 称 张 量 从 好 有 5 个 分 量 , 丛 好 与 王 ， 
妃 分 量 总 数 相同 . 真 大 之 分 正 是 反对 称 性 的 表现 .下 面 详细 道 来 . 

M 本 人 其 实 已 经 开始 意识 到 真 厦 向 量 的 区 别 .他 说 “还 有 另 一 种 不 同 种 类 的 有 向 量 之 间 的 
区 别 ;这 种 区 别 虽 然 从 物理 观点 看 来 是 很 重要 的 ,但 是 对 数学 方法 的 目的 来 说 却 是 不 必 考 虑 的 . 
这 就 是 纵向 性 质 和 旋转 现象 之 问 的 区 别 ". 前 者 是 指 那些 “完全 可 以 依赖 于 某 一 条 线 而 出 现 的 ” 
作用 与 效应 ,例如 电解 质 中 的 电流 ,后 者 则 是 “本 性 为 以 该 线 为 轴 的 转动 " 的 那 一 种 向 量 ,而 且 M 
明确 指出 “磁性 是 一 种 旋转 瑰 象 .这 两 种 向 重 服 从 相同 的 全 成 定律 , 即 具 有 相同 的 运算 法 则 ,所 
以 "对 数学 方法 的 目的 来 说 ” 不必 考 虑 其 区 别 . 显然 所 谓 纵向 性 质 是 指 真 向 量 ,旋转 性 质 是 指 刁 
向 量 . 但 是 M 并 没有 用 这 个 名 词 .现在 也 很 难 追 淹 是 淮 先 使 用 这 个 名 词 或 极 向量 、 辅 向 量 的 名 
词 ,大约 总 是 20 世纪 初 的 事 . 那 时 许多 数学 家 和 物理 学 家 都 在 使 用 向 量 分 析 , 而 四 元 数 就 不 再 为 
人 看 好 了 .从 数学 思想 看 来 ,认识 到 这 个 区 别 的 重要 性 的 人 是 格拉 斯 曼 .但 是 他 的 思想 校 蜂 涩 .为 
人 又 过 于 淡泊 ,不 求 闻 达 于 诸侯 .何况 M 对 蛤 窗 尔 顿 似乎 更 加 情 有 独 钟 . 

总 之 ,我 们 现在 要 在 闵可夫 斯 基 时 空 M,( 其 上 赋 有 度量 (5)) 上 找 一 个 二 阶 反对 称 协 变 张 量 
玉 来 刻画 上 电磁 现象 .我 们 要 找 协 变 张 量 是 因为 这 样 找 出 的 下 众 好 是 一 个 二 阶 外 微分 形式 ,而 我 
们 答 好 又 需要 对 它 施 以 霍 奇 < 算 子 ， 

我 们 来 看 看 法 拉 第 的 电磁 感应 定律 .把 一 根 磁铁 椎 过 一 个 线 图 工 , 必 在 线 团 中 产生 电流 , 因 


而 电 妃 强度 妃 清 此 闭 昌 线 工 将 会 作 功 , 也 就 是 产生 一 个 电动 势 J, 它 等 于 一 上 二 ( 穿 过 工 的 B 的 
通 量 ), 这 就 是 ( 卫 ) 式 : 


Di (7) 
如 果 作 - 片 曲面 8 使 L = 3a9 而 且 适 当地 选择 定向 , 则 通 量 理应 该 是 
B= Jee A dr’+ Badr A dzr! + Bodzl A dz’. 


用 w 表示 2 阶 微分 形式 
w= Bdz"! A dz. (8) 
(i,i+1,i+2) 是 (1,2,3) 的 轮换 排列 ,再 令 go = Edx' 为 一 个 1 阶 微分 形式 , 则 由 斯 托 克 斯 定 


| [= -hi 


因此 我 们 可 把 方程 ( 于) 用 外 微分 形式 收 写 为 
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do = 16. 
c 


可 以 看 到 w 应 是 我 们 想 求 的 二 阶 反对 称 协 变 张 量 的 “一 部 分 ”, 按 我 们 记 二 阶 反 对 称 协 变 张 量 的 
分 量 A,, 时 规定 六 < wv, 所 以 应 把 w 写成 

w= Bidr A dr’ - Badzl A dr’ + Bydzx! Adz?， 
另 一 部 分 应 是 (')dz" A dx' + (')dx" A dx? + (')dzx" A dz’, 这些 未 定 的 系数 当然 也 可 以 从 物 
理 上 推导 出 来 ,但 因为 要 利用 闵可夫 斯 基 力 与 “内 部 乘积 "(interior product) 的 概念 ,都 是 我 们 未 
曾 讲 到 的 ,所 以 我 们 只 好 试 一 下 , 令 它们 为 E ,EE, ,RR, 于 是 得 到 


F= (Edr' + Edr’ + Edr’) Adr' +Bdzr’ Adr’ -Bdzr' A ddr’ + Bsdr! A dx’. 
《9) 


32B， 13B， 


现在 看 一 下 dF = 0 究 音 用 什 么 . 它 是 一 个 3 阶 外 微分 ,把 它 算出 来, 并 注意 到 例如 8 = 二 2 ， 


即 有 
aE; 3E 9E, 9F 
dF = ( 滩 ~ 和 ja Adz A dz 二 (和 党 一 ja Adz Adr’ 
aF oF 1 38B 
+ (3 - 了 jd A dz A dr3 + de A dz? A dz’ 
1 3B, 1 98; 


-dr Adr Adzs+ de Adri Ad 


+ (下 9B, aB; 


ja A dr’ A dz’, 


所 以 dF = 0 就 化 成 了 M 方程 组 中 的 ( 焉 ) 与 (I) 


crlE=-—=, dvB=0. 


可 见 已 的 选 靶 是 正确 的 . 
现在 看 一 下 ,这 样 选择 的 F 怎样 把 真 向 量 已 与 腊 向 量 加 结合 起 来 .为 此 改 到 左手 坐标 系 ,这 


就 相当 于 把 z 与 x’ 对 调 一 下 ,于 是 下 就 变 成 了 


9 


oD 


医 7-6-4 
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PF=(Edx! + Edzr’ + Edr*) A dx" 
+ Bidz’? A dr — Bidx! A dx? + Badzx! A dz’ 
= (Edzx’ + Edx’ + Edz’) A dx’ — Bidx’ A dr’ -~ Bidzx' A dx: + Bydz! A dr’. 
如 果 仍 把 它 写 为 
F= (Edzr! + Edr’ + Edr’) A dz + Bidzx? A dr’ ~ Bidzx' A dr’ + B,dx! A dz’. 

就 看 出 ,电场 强度 变 成 了 
【五 ,五 ,下 ) > (E,E,.E,) = (E,,F,,E,): 

这 只 把 第 二 、 三 分 量 对 换 ,所 以 是 真 向 量 ; 但 是 磁场 的 变化 却 是 
(Bi.B,,B} —= (B,.B,,B,) = - (B,,B,,B,). 

不 但 二 .三 分 基 对 换 , 而 且 全 部 变 了 符号 .所 以 是 怖 向 量 .总 之 ,三 维 向 量 的 真 丑 之 分 只 不 过 是 4 

维 张 量 反 对 称 性 的 表现 . 

要 想得到 M 方程 组 的 另外 两 个 ,我 们 先 来 计算 下 之 对 候 张 量 * 下 . 注意 . 下 是 2 阶 反对 称 协 
变 张 量 ,p = 2, 流 形 M, 的 维 数 > = 4. 而 度量 中 负 特 征 根 个 数 ;= 3, 所 以 (一 ”2 = -1 
这 样 

*F= Eqdr’ Adz +Edr: Adzr!+Edr' Adzz -Bidze A dr’ 
+ Bdx" A dr’ + Bydr’ A dz’. 
所 以 
9E, 3E, 3E, 13E! 38: 35; 


a hr 


bE 
-+ (- 二 党 + 和 -更 )im A dz A dei+ (于 + 宫 -于 jar A dz' A dz’. 
现在 我 们 想 把 (I ) 和 ( 卫 ) 代 进 去 . (2) 和 (下 ) 的 有 方形 成 一 个 4 维 向 量 4r(p,27, 上 7 六). 
我 们 先 用 M, 中 的 度量 (5) 相应 的 (g*),i.2 = 0,1,2,3 去 作用 在 这 个 4 维 向 量 上 .但 因 (g*) = 
1 
-1 
Cg.) = _ 4。 |= (8,) 所 以 于 是 得 到 一 个 4 维 向 量 : = (p,- 二 -77， 


-1 
一 区 =pdz -da 上?4z? - jidz? .如 果 要 次 到 其 他 兴 标 系 , 则 把 当 作 一 个 协 变 向 


量 来 处 理 .于 是 了 成 了 一 个 协 变 的 4 维 向 量 , 称 为 电荷 - 电流 向 其 .现在 对 它 施用 惟 奇 算 子 * 把 
它 化 为 3 微分 形式 .利用 $ 3 中 关于 计算 * w 的 公式 于 此 ,有 


1 

*J=— pdr! Adzz Adr’ 十 到 dz A dr Adz3 
.2 3 

~ dx A dr  A dz 去 dz? A drl A dz?. 


把 它 与 d#* 下 比较 ,立即 得 出 
dx*F = 4rx]. (10) 
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如 果 再 把 它 化 为 8=- *d* ,利用 * * w= -1 ?ww, 这 里 p= 1,n 二 4,s = 3, 上 式 就 可 
以 化 为 


6F = 4xj 
总 之 ,M 方程 组 现在 化 或 了 关于 二 阶 反对 称 协 变 张 量 F 的 两 个 形状 极为 简洁 的 方程 

dF =0, (MI 

BF = 4rJ. (MH) 


下 称 为 电磁 强 庶 张 量 ,或 称 为 法 拉 第 张 量 , 它 的 抢 阵 形式 是 
0 -E, -E, -E, 


E 0 BB -8B, 
F= 

E, -B 0 Bb, 

E, B ~-B, 0 


把 M 方程 组 写成 这 样 简洁 的 形式 ,就 可 以 很 方便 地 把 本 章 讲 的 数学 工具 应 用 于 它 . 作为 一 个 例 
子 , 把 算 子 4 作用 于 (10) 式 两 侧 ,因为 由 = 0, 所 以 就 有 4rd* 了 = 0, 把 * J 的 表达 式 代 人 ,立即 
有 连续 性 方程 


+ dvi = 0. (11} 


可 见 ,连续 性 方程 即 电荷 守恒 定律 ,其 实 是 M 方程 组 的 椎 论 , 我 们 这 里 未 能 介绍 的 关于 种 磁场 的 
能 最 关系 ,也 都 可 以 由 此 导出 .这 样 我 们 就 可 以 说 ,M 方程 组 确实 是 整个 电磁 理论 的 基础 . 但 是 
关于 作用 在 电 蓓 上 的 力 的 洛 伦 兹 力 的 公式 却 不 能 由 M 方程 组 导出 .因为 一 则 其 中 出 现 了 电荷 的 
运动 速度 9 不 曾 在 M 方 程 组 中 出 现 ,而 且 也 不 可 能 出 现 , 因 为 M 方程 组 是 洛 伦 兹 不 变 的 ,不 论 电 
荷 以 什么 速 庆 运 动 , 只 要 时 间 与 空间 的 坐标 的 变化 适合 小 伦 效 变 换 .M 方程 组 总 是 不 变 的 . 有 了 
力 ,当然 就 会 考虑 牛顿 力学 如 何 应 用 于 它 . 但 是 M 理论 本 质 上 是 相对 论 性 质 的 ,而 牛顿 力学 则 不 
是 .因此 ,要 想 把 牛顿 力学 应 用 于 电荷 的 运动 ,就 应 该 加 上 相对 论 修正 . 

此 外 ,M 方程 组 最 然 形 状 写 起 来 十 分 简单 ,其 内 容 仍 是 复杂 的 ,要 去 求解 就 很 不 容易 . 不 过 
我 们 注意 到 方程 (M1) ,由 庞 加 莱 引 理 就 知道 ,在 M, 的 任 一 个 星 形 域 中 一 定 存在 一 个 一 阶 微分 
形式 A = pdz" + 4,dzr 使 


F=dA. (12) 
A 称 为 势 ,p 是 它 的 时 间 部 分 , 它 就 是 经 典 的 物理 教 本 中 的 标量 势 , 其 余 的 三 个 分 量 构成 其 空间 
部 分 ,我 们 用 古典 的 向 量 分 析 记 叶 ( 即 黑 体 字 母 ) 来 表示 它 :4 = (A ,A, ,A,), 它 就 是 通常 所 谓 
向 量 势 .于 是 
dA = 二 { 守 -于 jar Adr,p,v = 0,1,2,3 


TI, 


34, 9h. 
+ 允 ( 潜 - 洁 } 


本 


与 下 的 表达 式 (9) 比较 , 即 得 
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五 = 一 grad 9 - 工 闻 4， (13) 
B= cul A. 《14) 
这 与 传统 的 讲法 完全 一 致 . 

但 是 局 一 个 电磁 场 下 可 以 有 许多 不 同 的 势 .因为 车 A 是 一 个 势 ,加 上 一 个 0 阶 微分 形式 4 的 

外 微分 , 即 M, 上 的 一 个 光滑 函数 的 全 微分 di , 则 A” = A + di 也 是 一 个 势 ,因为 

dA’ =dA+dd2=dA=F. 

反 过 来 , 若 A“ 是 下 的 另 一 个 势 , 则 d(A“ -A) = 0. 而 由 刻 加 莱 引 理 , 一 定 存 一 个 0 阶 微分 形式 ， 
即 一 个 光滑 函数 A 使 A” = A + d4. 这 里 当然 都 是 在 M, 的 一 个 星 形 区 域 中 讲 的 .总 之 A+d 给 
出 了 全 部 的 势 , 任 取 一 个 都 可 以 得 到 间 样 的 下 , 这 个 性 质 称 为 下 的 规范 不 变性 ,这 样 的 说 法 来 由 


如 下 :在 原点 处 一 个 单位 电 襟 必 在 (z ,y, z) 点 产生 电势 上 + C, 通 常 我 们 取 C = 0, 即 要 求 势 在 


无 穷 远 点 为 0, 这 就 是 一 种 规范 .现在 讲 的 则 与 此 类 似 .物理 学 中 有 许多 场 都 有 规范 不 变性 , 即 所 
谓 规范 场 . 我 们 所 讲 的 只 是 最 简单 的 情况 . 
既然 有 多 种 不 网 的 势 ,我 们 必 可 取 其 中 一 个 使 所 讨论 的 方程 最 简单 ,这 就 是 要 求 84 = 0. 因 
为 84 =+*dx* 及 ,而 
t #A= pdr Adrz Adr -Adz Adr Adr +t Adr Adr Adr’ 
— Asdx®” A dr! A dz’. 


所 以 
i164 = 13P1dvA=0 (15) 
c ot “ 


这 里 我 们 采用 记号 + 是 为 了 在 计算 8 = * dx 时 更 方便 一 些 . 规 范 (15) 有 特殊 的 重要 性 , 称 为 
Lorenz 规范 (请 注意 这 不 是 爱 因 斯 坦 相对 论 的 伟大 先行 者 洛 耸 效 (H.A.Lorentz) 而 是 另 一 个 人 
L.Eorenz, 尽 管 拼 法 与 发 音 都 很 相近 ) .这 种 规范 必 满 呈 方 程 

AA = (sd+d6)4 = HF = 4rJ， (16) 


不 过 流 里 的 LapleeeBcltramni 算 邓 并 非 古风 的 扫 普 拉 基 算 于 立 `( 2 】 ,而 是 站 从 也 二 芝 - 


3 2 2 
袜 { 和 这 】 = 二 区 -wo， 而 且 时 党 记 成 口 , 称 为 达 六 贝尔 算 子 (d'Alembert operator) .因为 现在 


1 


的 度量 不 是 欧 几 里 得 度量 , 而 是 洛 伦 效 度量 . 这 里 我 们 没有 详细 推算 . 但 是 不 论 如何 , 它 是 
Laplace-Beltrami 算 子 ,而 前 面 指出 , 它 作用 在 1 阶 微分 形式 A 上 时 ,可 以 分 别 作用 到 各 个 分 量 上 
去 .因此 有 


多 = 4rp， 
A = drj. 
现在 我 们 把 势 的 时 间 部 分 与 空间 部 分 完全 分 开 了 . 电荷 决定 p( 而 不 是 如 我 们 习 仅 想像 的 :电荷 
决定 电场) ,电流 决定 4 (而 不 是 如 我 们 习 倾 想像 的 :电流 决定 磁场 )， 

这 里 的 方程 是 著名 的 波动 方 千 , 它 是 偏 微分 方程 中 极 广泛 的 一 个 分 支 .由 此 我 们 看 到 了 , 打 
开 了 波动 方程 以 及 更 一 般 的 双 曲 型 方程 应 用 于 电磁 波 理 论 的 道路 . 

可 是 我 们 把 M 方程 组 化 为 (MI ) 和 (MI ) 还 有 更 重要 的 意义 : 它 虽然 比较 抽象 ,但 却 是 一 
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种 极 重要 的 框架 ,再 加 上 这 个 框架 的 进一步 发 展 ,其 中 可 以 包 合 许 多 更 深刻 反映 庆 自 然 本 质 的 
场 ,在 21 世纪 中 我 们 必 可 看 到 它 的 天 发 展 .这 当然 绝 不 是 微 积 分 的 创始 者 们 ,如 17 世纪 的 牛顿 
所 能 梦想 得 到 的 了 . 


